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1. ВВЕДЕНИЕ 

1.1. Состояние остывающей Земли 
на этапе магматического океана

Земля образовалась за первые 50 млн лет су-
ществования Солнечной системы в результате 
соударения тел. Ядро Земли в основном сфор-
мировалось уже на этом первом этапе во время 
аккреции вещества в процессе сепарации железа 
от силикатов. На начальной стадии, благодаря 
энергии соударений тел, энергии радиоактивно-
го распада короткоживущих элементов и грави-
тационной энергии, большая часть Земли была 
расплавленной. Несмотря на то, что в ней про-
исходила интенсивная турбулентная конвекция, 
размешивающая вещество, благодаря большой 
разнице в плотности и малой вязкости железо 
все-таки могло эффективно осаждаться. По-
этому ядро росло одновременно с образовани-
ем Земли.

По мере охлаждения Земли в последующие 
100 млн лет на втором этапе Земля и ядро про-
должали еще несколько расти. На этом этапе 

кардинально менялись гидродинамические, фи-
зические и химические процессы в мантии Зем-
ли, пока не установилась регулярная тепловая 
конвекция с литосферными плитами и мантий-
ными плюмами [Solomatov, 2015].

При конвекции в мантии устанавливается 
распределение температуры, близкое к адиаба-
тическому. Адиабатическая температура в ман-
тии растет с глубиной медленнее по сравнению 
с температурой плавления, поэтому затвердева-
ние мантии происходило снизу. Поскольку си-
ликаты являются химически многокомпонент-
ными, то граница затвердевания не резкая, 
а имеется переходная зона частичного плавле-
ния, в которой доля кристаллов растет от 0% 
до 100%. Однако внутри этой зоны имеется рео-
логическая граница при доле кристаллов 60%. 
При таком содержании расплава кристаллы на-
чинают образовывать каркас, в результате чего 
вязкость скачком возрастает на несколько по-
рядков.

При остывании Земли в низах мантии обра-
зовывался полутвердой слой, вязкость и толщи-
на которого росли по мере остывания Земли. 
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Ядро Земли образовалось при гравитационной дифференциации в процессе сепарации железа 
и силикатов. Большая часть железа ушла в ядро уже во время роста Земли. Но железо продол-
жало осаждаться и в последующий период частичного затвердевания, идущего снизу вверх. При 
этом на разных стадиях и в разных слоях мантии осаждение железа происходило в разных режи-
мах. В работе исследуются механизмы осаждения облака тяжелых взаимодействующих частиц 
(или капель) в вязкой жидкости. Развивается новый подход, позволивший аналитически и чис-
ленно проследить, как при изменении параметров происходит изменение структуры течений 
в двухкомпонентой суспензии при непрерывном переходе от Стоксового осаждения (облако 
крупных частиц) до Рэлей–Тейлоровских струй и диапиров тяжелой компоненты (облако мел-
ких частиц). Численно и аналитически показывается, что оба эти режима являются разными 
предельными случаями седиментационной конвекции в суспензиях.
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Поэтому при остывании Земли мантия на этом 
втором этапе была двухслойной. Нижняя высо-
ковязкая часть мантии отделялась от верхней 
маловязкой части мантии реологической грани-
цей. Верхняя часть мантии представляла собой 
магматический океан, в который сверху продол-
жало поступать вещество планетозималей, со-
держащее силикаты и железо. В магматическом 
океане доля расплавленных силикатов превыша-
ла 40%, вязкость была малой (порядка 0.1 Пас), 
и имела место интенсивная конвекция, которая 
размешивала и замедляла осаждение как мелких 
капель железа, так и кристаллов силикатов.

Эта конвекция в магматическом океане обес-
печивала быстрый вынос тепла из нижней час-
ти мантии. Поэтому охлаждение и повышение 
вязкости нижней части мантии происходили 
очень быстро, за время порядка 1000 лет. Вы-
нос же тепла из самой верхней части мантии 
тормозился толстой первичной корой, поэтому 
ее затвердевание длилось значительно дольше, 
порядка 100 млн лет [Solomatov, 2015]. Посколь-
ку вязкость нижней части мантии имела по-
рядок 1014 Пас, то на ее верхней границе скап-
ливалось железо, опускавшееся в виде мелких 
капель из верхней части мантии. В результате 

на реологической границе верхней и нижней 
частей мантии возникал слой жидкого железа. 
Поскольку плотность железа больше плотности 
силикатов, то благодаря неустойчивости Релея–
Тейлора жидкое железо из этого слоя проника-
ло в нижнюю мантию. Оно эффективно осаж-
далось в виде каплевидных диапиров, скорость 
осаждения которых превышала скорость кон-
вективных течений.

Вероятное состояние Земли на втором этапе 
эволюции Земли в присутствии магматического 
океана по данным [Walter, Trønnes, 2004; Rubie 
et al., 2015; Solomatov, 2015; Halliday, Wood, 2015] 
схематически представлено на рис. 1.

Процессы осаждения железа, имевшие место 
на второй стадии остывания Земли с магмати-
ческим океаном и завершающимся этапе роста 
ядра, очень сложные и изучены пока лишь час-
тично [Solomatov, 2015]. Интенсивная тепловая 
конвекция перемешивала кристаллы силикатов 
и капли железа. Однако и железное ядро быстро 
росло, и силикатные кристаллы осаждались. Это 
было возможным благодаря тому, что скорость 
осаждения превышала скорость конвективных 
течений. При этом гравитационная дифферен-
циация в разных слоях (различающихся физико-
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Рис. 1. Схематическая картина состояния ранней остывающей Земли на второй стадии роста ядра и затверде-
вания магматического океана в первые сотни млн лет: T0 – современная геотерма; T – геотерма ранней Земли; 
Tm (40%) – температура частичного плавления перидотита с 40%-ным расплавом.
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массы на макроуровне с ненулевой относитель-
ной скоростью примеси относительно основной 
жидкости. Таким примером может служить паде-
ние совокупности тяжелых частиц (или всплы-
вание легких) сквозь вязкую жидкость по закону 
Стокса с относительной скоростью S. При этом 
распределение совокупности отдельных частиц 
можно усреднить и рассматривать их как при-
месную жидкую компоненту, которая может 
проникать сквозь основную жидкость. Особен-
ностью такого переноса массы является то, что 
в случае осаждения частиц поток массы будет 
пропорционален не градиенту концентрации C 
как в диффузионной конвекции, а самой кон-
центрации и равен qs = S · ρC. Здесь коэффици-
ент пропорциональности равен относительной 
скорости S примесной компоненты. В результа-
те этого дифференциальное уравнение перено-
са массы в отличие от диффузионного переноса 
тепла или массы меняется и становится не вто-
рого, а первого порядка.

Если инверсия плотности достаточно вели-
ка, то, кроме кондуктивного переноса массы 
(путем стоксового осаждении частиц), может 
возникнуть более эффективный перенос мас-
сы с конвективным движением всей смеси. Эту 
конвекцию можно назвать седиментационной 
[Трубицын, Харыбин, 1987], чтобы более под-
черкнуть ее отличие от тепловой конвекции или 
диффузионной, которые также вызываются си-
лой гравитации. В общем случае при массопере-
носе композиционная конвекция может вклю-
чать в себя и диффузионную, и седиментацион-
ную конвекцию.

Исследование неустойчивости слоев тяжелой 
и легкой невязкой жидкости при инверсии плот-
ности было проведено Рэлеем в 1900 г. В 1908 г. 
Харрисон [Chandraskhar, 1961] получил уравне-
ние для роста мод возмущений для слоев вяз-
ких жидкостей. В 1950 г. Тейлором теория неус-
тойчивости слоев жидкостей в гравитационном 
поле была распространена на течения в центри-
фугах. Чандрасекхаром теория неустойчивос-
ти Рэлея–Тейлора была обобщена учетом маг-
нитного поля и вращения [Chandraskhar, 1961]. 
В последующем [Joseph, 2003] был развит метод 
потенциального течения, позволяющий прибли-
женно, но более просто рассчитывать растущие 
моды при неустойчивости Рэлея–Тейлора.

Поскольку в теории неустойчивости Рэлея–
Тейлора не учитывается возможность проник-
новения примесной тяжелой жидкости сквозь 
основную жидкость, то рассматриваемая в на-
стоящей работе седиментационная конвекция 

химическими свойствами) происходила в резко 
отличающихся режимах. В магматическом оке-
ане осаждались капли железа размером поряд-
ка 1 см. На границе слоя железа и нижней ман-
тии в результате неустойчивости Рэлея-Тейлора 
возникали струи железа, которые по мере осаж-
дения разбивались на отдельные каплевидные 
диапиры размером порядка 1 км. Благодаря гид-
родинамическому взаимодействию оседающие 
капли и диапиры могли группироваться.

1.2. Седиментационная конвекция в суспензии

Поскольку скорость осаждения железа пре-
вышала скорость течений тепловой конвекции 
и изотермический процесс осаждения в пере-
ходных режимах мало изучен, то в настоящей 
работе механизмы осаждения взаимодейству-
ющих частиц (или капель) исследуются пока 
в приближении изотермической вязкой жид-
кости. Развивается новый подход, позволяющий 
аналитически и численно проследить непрерыв-
ный переход течений в двухкомпонентной сус-
пензии от Стоксового осаждения отдельных час-
тиц (или капель) до Рэлей–Тейлоровсих струй 
тяжелой компоненты.

При инверсии плотности в жидкости может 
возникать конвективное (циркуляционное) дви-
жение. Конвекция в однокомпонентной нагре-
ваемой жидкости называется тепловой. В ла-
бораторном эксперименте она была открыта 
Бенаром, а теория ее возникновения (теория 
неустойчивости) была развита Рэлеем. Конвек-
цию, вызванную инверсией плотности в изотер-
мической многокомпонентной жидкости, в об-
щем случае называют химической. В частности, 
в отсутствие химических реакций для механи-
ческой смеси ее называют гравитационной или 
концентрационной, или композиционной. При 
диффузионном механизме переноса массы урав-
нения композиционной (диффузионной) кон-
векции совпадают с уравнениями тепловой кон-
векции с точностью до замены диффузионного 
потока тепла qT = –kT · ∇T на диффузионный по-
ток массы qD = –kD · ρ∇C, где: kT – коэффициент 
теплопроводности; T – температура; kD – коэф-
фициент диффузии; C – объемное содержание 
(концентрация) примесной компоненты; ρ – ее 
плотность. Конвекцию, вызванную градиентами 
температуры и концентрации с диффузионным 
механизмом, называют двойной диффузионной 
конвекций.

Однако, кроме диффузионного механиз-
ма (на молекулярном уровне), в гетерогенной 
механической смеси возможен также перенос 
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обобщает теорию Рэлея–Тейлора, которая ста-
новится предельным частным случаем седимен-
тационной конвекции при стремлении к нулю 
размеров частиц и, соответственно, скорости 
их падения сквозь основную жидкость. В этом 
случае совокупность частиц, вмороженных 
в основную жидкость, и основную, свободную 
от частиц, часть жидкости, можно рассматри-
вать как две жидкости с разными плотностями. 
В работе [Pan et al., 2001] проведено численное 
моделирование неустойчивости очень плотно-
го слоя частиц, оседающих в вязкой жидкости 
в предельном случае, в окрестности перехода 
к неустойчивости Рэлея–Тейлора. В настоящей 
работе развит метод, позволяющий исследовать 
весь диапазон режимов осаждения слоя частиц 
от Стокса до Рэлея–Тейлора, в частности, де-
тально в окрестности перехода к режиму Сток-
са, с использованием понятия седиментацион-
ная конвекция.

Исследование проводилось в приближении 
не очень быстрых течений, когда инерционными 
членами в уравнении Стокса можно пренебречь. 
Постановка проблемы седиментационной кон-
векции и аналитический анализ конвективной 
неустойчивости (неустойчивости с возникно-
вением конвекции) (onset of convection problem) 
в частном случае линейного инверсионного рас-
пределения концентрации были проведены еще 
в работах [Трубицын, Харыбин, 1987]. Авторами 
были найдены критические числа седиментаци-
онного аналога теплового числа Рэлея Rs и кри-
тические моды конвективного движения.

В обычной постановке рассматривается неус-
тойчивость покоя или стационарного движения 
с возникновением конвекции. В настоящей ра-
боте рассматривается неустойчивость нестаци-
онарного, меняющегося во времени, движения. 
Такую неустойчивость можно назвать как мгно-
венная конвективная неустойчивость (instant 
onset of convection problem). Поскольку при 
Стоксовом оседании слоя тяжелых частиц общее 
распределение плотности в суспензии постоян-
но меняется, то и распределение скоростей сме-
си постоянно меняется. Однако в любой момент 
при включении возмущения это движение сме-
си со Стоксовым осаждением может смениться 
на конвективное течение.

Изучение конвективного переноса тепла на-
чалось в начале прошлого века. При этом для 
понимания ее природы Рэлеем сначала была 
исследована конвективная неустойчивость од-
нокомпонентной нагретой жидкости. Интен-
сивное изучение конвективного массопереноса 

проводилось позже, когда само явление конвек-
ции уже стало понятным. При этом уже была 
построена теория неустойчивости Рэлея–Тей-
лора для двухслойной вязкой жидкости с ин-
версией плотности, которая, однако, является 
лишь частным предельным случаем седимен-
тационной конвекции. Со второй половины 
прошлого века началось интенсивное изучение 
конечно-амплитудных течений переноса массы 
на численных моделях. Таким образом, изучение 
тепловой конвекции сначала началось с постро-
ения теории неустойчивости и слабо развитой 
конвекции, а изучение массопереноса стали сра-
зу изучать с конечно-амплитудного движения, 
включая процессы осаждения частиц. При этом 
теория конвективной неустойчивости для мас-
сопереноса не была построена. Причиной этого, 
возможно, были или не востребованность такой 
теории, или, возможно, необычность постанов-
ки задачи и ее решения. Однако процессы осаж-
дения частиц в суспензии, в частности, в режиме 
перехода от Стоксового осаждения к седимен-
тационной конвекции, наблюдаются не только 
в экспериментах, но и в технике, и в быту.

К настоящему времени опубликовано очень 
много работ по численному моделированию 
развитой гравитационной конвекции в дисперс-
ных системах с учетом осаждения частиц. В пер-
вых работах вводились упрощения с пренебре-
жением объемным содержанием частиц и ва-
риациями эффективной вязкости среды [Hill 
et al., 1977]. Многочисленные примеры расчетов 
конвекции в суспензиях с использованием бо-
лее общей модели, частично учитывающей ко-
нечность объема дисперсной фазы, представле-
ны в монографии [McCaffrey, 1997]. Численные 
решения уравнений развитой композиционной 
конвекции (при усредненном описании диск-
ретных частиц в виде непрерывного распреде-
ления) в применении к осаждению кристаллов 
в застывающих магматических камерах получе-
ны в работе [Rudman, 1992].

В настоящей работе кратко излагаются основ-
ные результаты аналитического анализа неус-
тойчивости жидкости с оседающими частицами 
и производится сравнение с результатами чис-
ленных решений, которые проводятся как для 
надкритических, так и конечно-амплитудных 
течений с эволюцией усредненного распределе-
ния частиц. Приводимые результаты численного 
моделирования подтверждают не только резуль-
таты аналитического решения уравнений на не-
устойчивость осаждения частиц, полученные 
в работе [Трубицын, Харыбин, 1987], но и по-
казывают структуру конечно-амплитудных 
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течений седиментационной конвекции во всем 
диапазоне от осаждения Стокса до течений Ре-
лея–Тейлора.

2. МОДЕЛЬ, уРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ 
И МАССОПЕРЕНОСА И ГРАНИЧНыЕ 

уСЛОВИЯ ДЛЯ СуСПЕНЗИИ 

Рассмотрим слой вязкой двухкомпонентной 
жидкости, состоящей из основной жидкости 
с плотностью ρ0 и небольшого количества тяже-
лой примеси частиц с плотностью вещества ρ1. 
Дискретное распределение частиц будем опи-
сывать как усредненное непрерывное распре-
деление тяжелой компоненты с объемной долей 
(концентрацией) C = Ω1/(Ω1 + Ω0). Здесь Ω1 – 
объем элемента смеси, занятый тяжелыми час-
тицами и Ω0 – объем, занятый основной жид-
костью. При этом будем учитывать, что тяжелая 
компонента может двигаться (проникать) сквозь 
основную жидкость с относительной скоростью 
S = V1 – V0. Здесь V1 и V0 – абсолютные скоро-
сти движения тяжелой компоненты и основной 
жидкости, S – относительная скорость тяжелой 
компоненты.

При стоксовом осаждении одиночного шара 
с вязкостью вещества η1 в неподвижной жидкос-
ти с вязкостью η0 относительная скорость S при-
ближенно равна [Ландау, Лифшиц, 1986]:

 Ss = [(2 g∆ρr 2)/(3η0)] [(η0 + η1)/(2η0 + 3η1)]. (1) 

При η1 >> η0 (для твердого шара) выражение 
(1) переходит в формулу Стокса Ss = 2g∆ρr 2/(9η), 
а при η1 << η0 (для жидкого шара) выражение (1) 
переходит в Ss = g∆ρr 2/(3η0). Здесь: r – радиус 
шара, g – ускорение силы тяжести, ∆ρ = ρ1–ρ0 – 
скачок плотности.

В двумерной модели (для бесконечного ци-
линдра, падающего плашмя), скорость падения 
цилиндра Sс определяется приближенным соот-
ношением [Слезкин, 1986]:

Sс = ψgΔρr 2/(4η), ψ(β) = ln β–(β 2–1)/(β 2 + 1),
 β = b/r, (2) 

где: r – радиус цилиндра; g – ускорение силы 
тяжести; ψ – множитель, характеризующий вли-
яние боковых стенок с прилипанием; b – рас-
стояние от цилиндра до стенок. Для значений 
β = 3, 8, 10 функция ψ принимает, соответствен-
но, значения 0.3, 1.0 и 1.3. При β = 6 скорость 
падения цилиндра (2) совпадает с (1) для шара.

При осаждении конкретной частицы, с уче-
том взаимодействия с другими частицами 

благодаря противотоку жидкости, ее скорость 
S ′ уменьшается (увеличивается эффективная 
вязкость), что описывается введением мно-
жителя S ′ = ξS, зависящего от концентрации 
ξ = ξ(C). Эта зависимость ξ пока плохо извест-
на и остается предметом многих исследований. 
По формуле Эйнштейна [Ландау, Лифшиц, 1986] 
ξ = 1/(1 + 2.5C). В работе [Richardson, 1954] пред-
лагается более сильная зависимость ξ от кон-
центрации ξ = (1–C) 5. Очевидно, что благодаря 
взаимодействию с другими частицами может ме-
няться и траектория частицы. Изложенная ниже 
теория седиментационной конвекции показыва-
ет, как эти траектории определяются течениями 
седиментационной конвекции, в пределе пе-
реходящими в течения Рэлея–Тейлора. Таким 
образом, относительная скорость тяжелой ком-
поненты в общем случае может быть функцией 
концентрации и скоростей течений основной 
жидкости S = S (C, V0).

уравнение движения Навье–Стокса для 
смеси и уравнения массопереноса для смеси 
и отдельно для тяжелой компоненты можно за-
писать в обычном виде [Ландау, Лифшиц, 1986] 

	 ρdV/dt = –∇p+η∇2V + ρg, (3) 

	 ∂ρ/∂t + div(ρV ) = 0, (4) 

	 ∂C/∂t + div(CV1) = 0. (5) 

Здесь: p – давление, η – постоянная эффек-
тивная вязкость смеси, ρ – плотность смеси, 
равная 

 1/ρ = Cρ1 + (1–C)ρ0 = ρ0(1 + C∆ρ/ρ0). (6) 

V – скорость движения центра тяжести элемента 
смеси, равная 

 V = CmV1 + (1–Cm)V0, (7) 

где: V1 и ρ1 – скорость и плотность для тяжелой 
компоненты V0 и ρ0 – для основной жидкости, 
∆ρ = ρ1–ρ0, Cm – массовая концентрация. Абсо-
лютная скорость тяжелой компоненты V1 рав-
на векторной сумме относительной скорости S 
и скорости основной жидкости V0, V1 = S + V0.

Подставим (6) и (7) в (4) и (5). Для малых кон-
центраций C<<1 и Cm<<1, полагая ρ1 » ρ0 во всех 
членах уравнений, кроме члена плавучести, 
и V1 = V0 = V во всех членах уравнений, кроме 
переноса массы тяжелой компоненты, после 
простых преобразований получим систему урав-
нений:

	 ρdV/dt = –∇p + η∇2V + g(1 + C∆ρ/ρ0)ρ0, (8) 
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 divV = 0, (9) 

	 ∂C/∂t = –div[C(S + V)]. (10) 

Отметим, что в приближении малых концен-
траций, пренебрегая взаимодействием осаждаю-
щихся частиц между собой, скорость осаждения 
Стокса S можно считать независящей от кон-
центрации С. Далее, для медленных течений 
можно пренебречь и зависимостью скорости 
осаждения частиц S от распределения скоро-
стей основной жидкости, полагая ее такой же, 
как и в неподвижной жидкости. Таким образом, 
в рассматриваемом приближении относитель-
ную скорость тяжелой компоненты можно счи-
тать постоянной и равной скорости Стокса, из-
вестной для рассматриваемых частиц заданной 
формы.

Система трех уравнений (8)–(10) содержит 
три неизвестные функции: гидродинамическую 
скорость смеси V = (U, V, W), распределение 
объемной доли частиц C и давление p.

Рассмотрим двумерный горизонтальный слой 
жидкости толщиной D. Введем безразмерные 
переменные. Примем в качестве единицы изме-
рения для длины – толщину слоя D, для скоро-
сти V0 – заданное значение относительной ско-
рости частицы S0 (например, скорость падения 
шаров по Стоксу), для времени – время падения 
частицы с заданной скоростью S0 через слой не-
подвижной жидкости t0 = D/S0, для концентра-
ции частиц – некоторое произвольное значение 
объемного содержания частиц C = C0 (например, 
C0 = 10% = 0.1), для давления p0 = ηS0/D.

Направим ось z вверх. Поскольку скорость 
Стокса S направлена вниз, то div (СS) = –S∂С/∂z. 
Для упрощения скорость S принята постоянной. 
Будем отсчитывать давление от гидростатичес-
кого распределения, определяемого уравне-
нием:

	 ∇p0 = –gρ0. (11) 

В безразмерных переменных уравнения 
(8)–(10) примут вид:

 (1/Ps)ρdV/dt = –∇p + ∇	2 V – RS ∙ C ∙ iz, (12) 

 divV = 0, (13) 

	 ∂C/∂t+V ∙ ∇C = ∂С/∂z, (14) 

где: RS – седиментационное число, аналог теп-
ловому числу Рэлея; Ps – седиментационный 
аналог числа Прандтля Pr или числа Шмидта Sc 
(диффузионного аналога числа Прандтля).

 RS = ∆ρC0gD 2/(S0η), Ps = ν/(SD). (15) 

Седиментационное число характеризует ин-
тенсивность течений при массопереносе подоб-
но тепловому числу Рэлея для тепловой конвек-
ции Ra = αΔTgD 3/(κη), где: α – коэффициент 
теплового расширения; k – коэффициент теп-
лопроводности; κ = k/(ρcp) – коэффициент тем-
пературопроводности; ΔT – перепад температу-
ры в слое; ν = η/ρ – кинематическая вязкость. 
Различная зависимость чисел RS и Ra от толщи-
ны слоя обусловлена тем, что поток тепла про-
порционален градиенту температуры qT = kT ∙ ∇T, 
а поток тяжелой компоненты при стоксовом па-
дении пропорционален самой концентрации 
qs = S ∙ ρC.

Число Прандтля Pr = ν/κ характеризует со-
отношение между интенсивностями диффузии 
импульса (благодаря вязкости) и диффузии 
тепла. При двойной диффузии число Шмид-
та (диффузионный аналог числа Прандтля) 
Sc = ν/kD (где kD – коэффициент диффузии) ха-
рактеризует соотношение между интенсивнос-
тями диффузии импульса и диффузии массы. 
Появляющийся в теории седиментационной 
конвекции седиментационный аналог числа 
Прандтля Ps = ν/(SD) характеризует соотно-
шение между интенсивностями диффузии им-
пульса и седиментационного переноса массы 
тяжелой компоненты.

Отметим, что уравнение для концентра-
ции (14) можно также получить непосредствен-
но из закона сохранения массы примеси в виде 
d(ρC)/dt = divqs, 

Далее, для упрощения будем рассматривать 
только медленные движения при большой вяз-
кости, при больших значениях седиментацион-
ного числа Прандтля Ps, когда инерционными 
членами в уравнения Стокса можно пренеб-
речь.

Для исключения давления из системы уравне-
ний (12), (13) применим операцию rotrot к урав-
нению (12). Тогда с учетом (13) система уравне-
ний (12)–(14) сведется к двум уравнениям для 
двух переменных W (x, z, t) и C (x, z, t):

	 ∇	4W = RS∂	2C/∂x 2, (16) 
	 ∂C/∂t + V ∙ ∇C = ∂С/∂z. (17) 

Примем простейшие граничные условия для 
скорости, взяв верхнюю (z = 1) и нижнюю (z = 0) 
границы непроницаемыми W = 0 без прили-
пания, т. е. при нулевом сдвиговом вязком на-
пряжении σzx = η (∂U/∂z + ∂W/∂x) = 0. Так как W 
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равно нулю при всех x, то ∂W/∂x = 0. В результате 
граничные условия для скорости примут вид:

 W = ∂	2 W/∂z 2 = 0 при z = 0, 1. (18) 

Принципиальное отличие уравнения седи-
ментационного массопереноса от уравнения 
теплопереноса выражается в том, что диффе-
ренциальное уравнение (17) для объемной доли 
частиц C (в отличие от уравнения для темпера-
туры T) имеет первый порядок. Поэтому для 
концентрации нужно задавать только одно гра-
ничное условие, например, фиксированное зна-
чение C1 на верхней границе:

 C = C1 при z = 1. (19) 

Система уравнений седиментационной кон-
векции (16), (17) для безразмерных переменных 
содержит всего один параметр – седиментаци-
онное число RS.

Если в качестве начального взять какое-ли-
бо распределение тяжелых частиц без инверсии 
распределения плотности для всей смеси, то час-
тицы будут равномерно осаждаться без возник-
новения конвективных течений. Противоток 
вытесняемой вверх основной жидкости не пред-
ставляет собой конвекцию, так как не образует 
замкнутых (или квазизамкнутых) траекторий те-
чения жидкости. Однако при инверсии началь-
ного распределения плотности может возникать 
конвекция. Подобно тому, как при нагреве сни-
зу возникает тепловая конвекция, так при воз-
растании вверх распределения тяжелых частиц 
может возникнуть конвекция во всей смеси, ко-
торую можно назвать седиментационной кон-
векцией [Трубицын, Харыбин, 1987].

3. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
ПРОцЕССА ОСАЖДЕНИЯ 

ОДНОРОДНОГО СЛОЯ ТЯЖЕЛыХ 
ЧАСТИц С ВОЗНИКНОВЕНИЕМ 

СЕДИМЕНТАцИОННОЙ КОНВЕКцИИ 

При осаждении слоя частиц в вязкой жид-
кости мгновенное распределение концентрации 
частиц имеет вид ступенчатой функции. Ана-
литическое решение задачи на неустойчивость 
ниже будет проведено для случая инверсионно-
го линейного распределения оседающих частиц, 
когда уравнения для возмущений очень упроща-
ются. При численном решении можно рассмот-
реть осаждение частиц с любыми распределени-
ями концентрации тяжелых частиц. Рассмотрим 
наиболее часто встречающийся случай осажде-
ния однородного слоя частиц с фиксированной 

концентрацией. Значение безразмерной объем-
ной доли частиц было взято равным C = 1 (или 
C = C0 в размерном виде) внутри слоя и C = 0 вне 
слоя. Боковые стенки взяты непроницаемыми 
и без прилипания. Одна из границ слоя частиц 
(нижняя) взята неровной, чтобы создать началь-
ное возмущение для развития конвекции, а так-
же продемонстрировать зависимость скорости 
нарастания возмущения от номера волнового 
числа k.

Численные решения уравнений седимен-
тационной конвекции (12)–(14) были получе-
ны для различных значений седментационных 
чисел как для малых Rs (в случае, когда слой, 
не деформируясь, оседает по Стоку), так и для 
больших Rs, когда нелинейный член V ∙ ∇C, учи-
тывающий обратное влияние изменяющегося 
распределения тяжелых частиц на скорости те-
чения, становится большим и возникает разви-
тая седиментационная конвекция, деформирую-
щая слой тяжелых частиц.

Численное решение проводилось с помо-
щью программы в конечных элементах Сит-
комCU (CITCOM-CU), усовершенствованной 
в статьях [Moresi, Solomatov, 1995; Moresi et al., 
1996], переработанной и дополненной, в част-
ности, автоматизированной графикой, [Евсеев, 
2008].

На рис. 2 в левой колонке представлены ре-
зультаты расчета для осаждения крупных час-
тиц со скоростью Стокса S = S1 при значении 
седиментационного числа RS1 = 80. При таком 
подкритическом значении числа Рэлея в сме-
си жидкой смеси даже при инверсии плотности 
конвекция не возникает. Слой частиц опуска-
ется как целое, не деформируясь, со скоростью 
осаждения отдельной частицы в безразмерных 
единицах S1.

Во второй колонке приведены расчеты эво-
люции жидкой смеси с мелкими частицами, без-
размерная скорость оседания Стокса для кото-
рых равна S2 = 0.08, что соответствует значению 
седиментационного числа RS2 = 1000. Как видно 
на рис. 2, несмотря на то, что скорость Стокса 
для частиц в правой колонке в 12.5 меньше, чем 
в левой колонке, слой достигает дна всего в три 
раза дольше. При этом возникают течения се-
диментационной конвекции, характеризуемые 
числом RS = 1000, структура которых уже близка 
к структуре течений Рэлея–Тейлора.

Таким образом, седиментационная конвек-
ция убыстряет перенос массы, особенно для 
мелких частиц. В пределе одинокие очень мел-
кие частицы, имеющие очень малую скорость 
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стоксового осаждения, висят как бы вморожен-
ными в основную жидкость. Но, поскольку эти 
частицы все-таки тяжелее основной жидкос-
ти, то в совокупности они эквивалентны слою 

тяжелой жидкости. Такой предельный случай 
эквивалентен классической задачи Рэлея–Тей-
лора. Таким образом, развиваемая в работе те-
ория седиментационной конвекции включает 
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Рис. 2. Результаты численного моделирования осаждения слоя частиц в вязкой жидкости при различных скоро-
стях Стокса и, соответственно, разных значений седиментационного числа. В левой колонке слой осаждается как 
целое со скоростью Стокса. В правой колонке при малой скорости осаждения частиц возникают течения, пере-
ходящие в течения Релея–Тейлора.
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теорию Рэлея–Тейлора как частный, предель-
ный случай.

Как видно на рис. 2, по данным этого моде-
лирования критическое значение седиментаци-
онного числа для перехода режима осаждения 
слоя частиц по Стоксу к режиму конвекции на-
ходится в интервале значений от 80 до 1000.

4. ЗАВИСИМОСТЬ СКОРОСТИ РОСТА 
МОД ВОЗМуЩЕНИЙ ОТ ВОЛНОВОГО 

ЧИСЛА ДЛЯ ОСЕДАЮЩЕГО СЛОЯ 
В КРИТИЧЕСКОМ РЕЖИМЕ 

Чтобы более точно определить значение 
критического седиментационного числа для 
слоя осаждающихся частиц и выявить наибо-
лее быстро растущую моду, далее было проведе-
но численное решение уравнений (12)–(14) для 
Rs = 100 и Rs = 200, при этом для различных на-
чальных мод возмущений.

На рис. 3 приведены результаты решения для 
осаждения слоя при значении седиментацион-
ного числа Rs = 100. В левой колонке началь-
ное положение возмущенной нижней границы 
слоя взято в виде z = 0.2 + 0.03sin(πx), а в правой 
z = 0.2 + 0.03sin(3πx). Как видно на рис. 3, при 
осаждении слоя частиц возмущения при k = π 

и при k = 3π почти не растут, так что слой прак-
тически не деформируется во время падения. 
Появляются скорости течений, обусловленные 
неровностью границы, но эти скорости не рас-
тут, и деформации слоя не увеличиваются.

На рис. 4 приведены результаты решения для 
осаждения слоя при значении седиментацион-
ного числа Rs = 200 при различных модах возму-
щения с волновыми числами k = π, k = 3π, k = 6π. 
При числе Rs = 200 возмущения явно растут. 
При этом быстрее растет мода k = π и начина-
ет несколько расти мода k = 3π. Для роста более 
высоких мод нужно более высокое, свое крити-
ческое значение седиментационного числа.

Таким образом, из сравнения рис. 3 и рис. 4, 
для оседающего слоя (что соответствует ступен-
чатому распределению концентрации) седимен-
тационная конвекция начинается при значении 
седиментационного числа, примерно равном 
Rs* = 100–200. Оценку в качестве критерия воз-
никновения седиментационной конвекции при 
осаждении тяжелых частиц в суспензии, когда 
начинают явно расти первые моды возмущений, 
можно принять приближенно в виде Rs*»200.
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Рис. 3. Осаждение слоя тяжелых частиц при Rs = 100 для двух мод начального возмущения нижней границы при 
k = π и k = 3π.



24 ТРуБИцыН

 ФИЗИКА ЗЕМЛИ № 2 2019

0
0

0.
5

1
1.

5
2

2.
5

3

0.
51 0

0
0.

5
1

1.
5

2
2.

5
3

0.
51 0

0
0.

5
1

1.
5

2
2.

5
3

0.
51

0
0

0.
5

1
1.

5
2

2.
5

3

0.
51 0

0
0.

5
1

1.
5

2
2.

5
3

0.
51 0

0
0.

5
1

1.
5

2
2.

5
3

0.
51

0
0

0.
5

1
1.

5
2

2.
5

3

0.
51 0

0
0.

5
1

1.
5

2
2.

5
3

0.
51 0

0
0.

5
1

1.
5

2
2.

5
3

0.
51

k 


 
R

s
20

0
k 

 
3

k 
 

8

Р
ис

. 4
. О

са
ж

де
ни

е 
сл

оя
 т

яж
ел

ы
х 

ча
ст

иц
 п

ри
 R

s =
 20

0 
дл

я 
тр

ех
 м

од
 н

ач
ал

ьн
ог

о 
во

зм
ущ

ен
ия

 н
иж

не
й 

гр
ан

иц
ы

 п
ри

 k
 =

 π
, k

 =
 2π

 и
 k

 =
 6π

.



 ГРАВИТАцИОННАЯ ДИФФЕРЕНцИАцИЯ В РЕЖИМАХ ОТ СТОКСОВОГО ОСАЖДЕНИЯ 25

ФИЗИКА ЗЕМЛИ № 2 2019

5. АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ДЛЯ 
МГНОВЕННОЙ КОНВЕКТИВНОЙ 

НЕуСТОЙЧИВОСТИ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ 
С ЛИНЕЙНыМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ 

КОНцЕНТРАцИИ ОСАЖДАЮЩИХСЯ 
ТЯЖЕЛыХ ЧАСТИц 

В рассмотренной выше модели осаждения 
однородного слоя тяжелых частиц распределе-
ние концентрации описывается сдвигающейся 
во времени ступенчатой функцией. При этом 
в результате мгновенной неустойчивости возни-
кает конвекция, при которой в каждый момент 
меняется ее структура по мере осаждения слоя. 
Задача аналитического определения критичес-
ких условий возникновения седиментационной 
конвекции очень упрощается, если в качестве 
начального инверсионного распределения тя-
желых частиц взять не ступенчатую, а простей-
шую линейно возрастающую кверху функцию 
C (z, t = 0) = C1 – γ ∙ (1–z), где γ – наклон прямой. 
Эта функция фактически размазывает скачок 
концентрации ступенчатой функции равномер-
но по всей глубине области.

При таком начальном условии, в отсутствии 
конвекции, решение уравнений (16)–(19) будет 
иметь вид (см. рис. 5):

C(z, t) = C1 при z < 1–S ∙ t

 C(z, t) = C1–γ ∙ (1–S ∙ t–z) при z < 1–S ∙ t. (20) 

Это решение соответствует равномерному 
осаждению облака частиц через неподвижную 
жидкость. Заметим, что в рассматриваемом при-
ближении малой концентрации частиц мы пре-
небрегаем небольшим противотоком жидкости.

Однако такой режим осаждения слоя крис-
таллов при определенных условиях может на-
рушаться с возникновением конвективного 
движения всей жидкости [Трубицын, Хары-
бин, 1987]. Будем искать решение уравнений 
(16)–(19) в виде суперпозиции решения C (z, t) 
для осаждения частиц в неподвижной жидкости 
W = 0 и возмущения, растущего во времени, т. е. 
применим подход, развитый Рэлеем для анали-
за возникновения тепловой конвекции. В малом 
нелинейном члене V ∙ ∇C заменим распределение 
концентрации C на ее начальное линейное рас-
пределение C. Тогда ∇C » ∇C = γiz. В результате 
нелинейное дифференциальное уравнение (17) 
упрощается до линейного уравнения:

	 ∂C/∂t + γW = ∂С/∂z. (21) 

Будем искать решения уравнений (16), (21) 
для скорости движения жидкости W и для рас-
пределения тяжелой компоненты C в виде, со-
ответствующем конвективным течениям (ана-
логично теории тепловой неустойчивости Рэлея), 
в виде:

γW(x, z, t) = exp(λt) ∙ ϕ(z) ∙ cos(kx),

 C(x, z, t) = C (z, t) +  exp(λt) ∙ f(z) ∙ cos(kx), (22) 

где: показатель λ характеризует скорость нарас-
тания возмущений во времени; k – волновое 
число, характеризующее его длину волны 2π/k 
с периодичностью по оси x.

После подстановки (22) в уравнения (16), (21) 
с учетом (20) получим систему уравнений для 
функций ϕ(z) и f(z):

(d 2/dz 2–k 2) 2ϕ(z) = –k 2RS f(z), 

	 λ f(z) + ϕ(z) = df/dz. (23)

Исключая ϕ(z) из (23), получим для f(z) диф-
ференциальное уравнение пятого порядка, со-
держащее три параметра Rs, k и λ:

 (d 2/dz 2– k 2) 2 (df/dz–λf )) = –k 2Rs f(z). (24) 

С граничными условиями:

f |z = 1= df/dz |z = 1= d 2f/dz 2|z = 1= df/dz|z = 0 =

  = d 2f/dz 2|z = 0= 0. (25) 

Будем искать частные решения уравнения 
(24) в виде экспоненциальной функции от z:

 f(z) = A · exp(qz). (26) 

0

1
z

C(t  0)

C(t )

C1

C

Рис. 5. Начальное С(0) и мгновенное С(t) распре-
деление осаждающейся тяжелой компоненты по 
глубине.
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Подставив (26) в уравнение (24), получим ал-
гебраическое уравнение пятой степени для оп-
ределения коэффициента q:

 (q 2– k 2)2(q– λ)) = –k 2Rs. (27) 

Это уравнение имеет пять корней q1, … q5. По-
этому общее решение уравнения (24) можно за-
писать в виде суммы пяти функций:

 f(z) = ∑An · exp(qnz). (28) 

Пять коэффициентов An находятся из пяти 
граничных (25). Поскольку получающаяся сис-
тема пяти алгебраических уравнений однородна, 
то она имеет ненулевые решения при условии 
равенства нулю ее определителя. В результате 
получается одно алгебраическое уравнение, свя-
зывающее параметры Rs, λ и k. В явном виде его 
можно записать как Rs = RS(k, λ) или как λ = λ 
(RS, k). По (22) коэффициент λ характеризует 
скорость нарастания возмущений. Они не за-
тухают, если λ > 0. Для фиксированной моды 
(фиксированного волнового числа k*) уравне-
ние λ = λ(RS, k*) определяет критическое значе-
ние седиментационного числа RS, при котором λ 
становится положительным и возникает седи-
ментационная конвекция с данной модой k*. 
При этом из всех возможных мод k* должна ре-
ализоваться та мода течений k*min, для которой 
критическое седиментационное число RS* мини-
мально.

Вычисления показали [Трубицын, Харыбин, 
1987], что минимальное значение критического 
седиментационного числа равно RS* = 105 и оно 
достигается для моды с волновым вектором 
k* = 3.0. На рис. 6 приведена функция λ = λ 
(R*S, k*) при фиксированном значении k* = 3.0. 
Как видно на рис. 6, этот коэффициент положи-
телен при RS* ³ 105. Таким образом, это значение 
седиментационного числа RS* является критери-
ем нарастания возмущений и начала седимента-
ционной конвекции.

Минимальное критическое число Рэлея 
RS* = 105 согласно (25) получено для обеих 
скользких границ. При этом длина волны на-
иболее быстро растущей моды равна 2π/k*, 
а конвективная ячейка имеет аспектное отно-
шение (отношение ширины к высоте), равное 
a* = π/k* = 1.05. Для обеих шероховатых границ 
(с полным прилипанием) RS* = 220,8 и a* = 0.68. 
Для одной скользкой и другой шероховатой 
границ RS* = 157.1 и a* = 0.83. Как известно, 
при тепловой конвекции с начальным линей-
ным распределением температуры для разных 

типов границ критические числа Рэлея и ас-
пектные отношения, соответственно, равны: 
Ra* = 657.5 и a* = 1.41; Ra* = 1707.8 и a* = 1.01; 
Ra* = 1100.7 и a* = 1.17.

Таким образом, при значениях седимента-
ционного числа RS, меньших критического RS*, 
возмущения вида (22) затухают (λ<0), и сово-
купность тяжелых частиц с начальным линей-
ным распределением должна оседать равномер-
но без возникновения конвективных течений. 
При RS>RS* в смеси жидкости и тяжелых частиц 
конвективные возмущения нарастают (λ>0), 
и должна возникать седиментационная конвек-
ция, при этом скорость суммарного массопе-
реноса частиц увеличивается, т. к. к стоксово-
му осаждению частиц сквозь основную вязкую 
жидкость добавляется их перенос конвективны-
ми течениями.

Выражение для седиментационного числа 
(15) можно получить качественно из баланса 
сил. При возмущении границы раздела меж-
ду основной жидкостью и вышележащей смеси 
элемент жидкости, в котором объемная концен-
трация тяжелых частиц равна C, обладает отри-
цательной плавучестью f1 = a1CΔρg и при движе-
нии вниз тормозится силой трения f2 = a2ηV/D 2. 
При установившемся течении обе силы долж-
ны быть равны друг другу. Поэтому скорость 
опускания рассматриваемого элемента будет 
равна V = (a1/a2)CΔρgD 2/η. Движение вниз рас-
сматриваемого элемента возмущенной жидкос-
ти не затухнет, если его скорость больше, чем 
скорость S, с которой тяжелые частицы по зако-
ну Стокса выпадают из слоя, V >S. В противном 
случае тяжелые частицы уйдут из рассматривае-
мого элемента жидкости, и он перестанет быть 
тяжелым. Таким образом, критерий возник-
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100 200 RS
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Рис. 6. Зависимость скорости нарастания возмуще-
ния λ от седиментационного числа RS при k = k*.
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новения конвективных течений в жидкой сме-
си принимает вид V = (a1/a2)CΔρgD 2/η>S или 
ΔρCgD 2/Sη >(a/a1). Таким образом, в соответс-
твии с определением седиментационного числа 
(15) конвекция не затухает, если ΔρCgD 2/Sη = Rs 
больше некоторого критического значения.

Заметим, что поскольку теплоперенос опи-
сывается дифференциальным уравнением вто-
рого порядка и существует стационарное состо-
яние теплопереноса, то в теории неустойчивости 
Рэлея–Бенара в качестве начального состояния 
можно взять состояние покоя при линейном 
распределении температуры с кондуктивным 
потоком тепла. Тепловая конвекция возникает, 
когда (при малом коэффициенте теплопровод-
ности и вязкости) конвективный перенос тепла 
более эффективный, чем кондуктивный. При 
седиментационном потоке массы, поток массы 
пропорционален не градиенту концентрации 
(как в тепловой конвекции), а самой концентра-
ции. Поэтому массоперенос описывается диф-
ференциальным уравнением первого порядка, 
для которого не существует стационарного ре-
шения. Поэтому исследуется мгновенная неус-
тойчивость состояния суспензии, при которой 
рой частиц продолжает опускаться и одновре-
менно начинает менять свою форму, и возника-
ют конвективные течения во всей смеси.

6. ЧИСЛЕННыЕ РЕШЕНИЯ 
СЛАБО НАДКРИТИЧНОЙ И РАЗВИТОЙ 
СЕДИМЕНТАцИОННОЙ КОНВЕКцИИ, 

ВыЗВАННОЙ ИНВЕРСИОННыМ 
ЛИНЕЙНыМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ 

КОНцЕНТРАцИИ ТЯЖЕЛыХ ЧАСТИц 

Чтобы проверить полученные выше результа-
ты аналитического решения для конвективной 
неустойчивости, было проведено численное 
решение уравнений (12), (14) для модели с та-
ким же указанным выше начальным распреде-
лением частиц, линейно возрастающим кверху 
С0 (z, t = 0) = С1–γ	∙	(1–z) для двух значений сед-
ментационного числа RS1 и RS2, меньшего кри-
тического значения и больше критического зна-
чения R*S.

На рис. 7 в левой колонке представлены 
результаты численного решения уравнений 
(12)–(17) для эволюции распределения тяжелых 
частиц с безразмерной скоростью оседания, 
равной S1 = 1 (или S1 = S0 в размерном виде) при 
значении седиментационного числа, равного 
RS1 = 95, что меньше критического значения, 
равного R*S = 105. В этом случае в соответствии 

с результатами аналитического решения даже 
при слабом возмущении распределения конвек-
ции не возникает, и рой тяжелых частиц оседает 
как целое по Стоксу со скоростью падения оди-
ночной частицы. На рис. 7 в левой колонке при-
ведено вычисленное распределение частиц для 
моментов безразмерного времени (в единицах 
D/S) t = 0, t = 0.2 и t = 0.3.

В правой колонке рис. 7 приведены резуль-
таты расчета для частиц несколько меньшего 
размера, для которых скорость Стокса равна 
S2 = 0.85 (или S2 = 0.85S0 в размерном виде). При 
такой скорости Стокса седиментационное число 
по (15) оказывается в 1/0.85 = 1.17 раз большим 
и равным RS1 = 110, что больше критического 
значения R*S = 105. В этом случае кондуктивный 
массоперенос путем простого стоксового осаж-
дения становится малоэффективным, мгно-
венное распределение частиц в виде медленно 
оседающего неоднородного роя становится не-
устойчивым и подобно Релей–Тейлоровской 
неустойчивости возникают течения всей смеси. 
Скорости течений показаны стрелками. Соот-
ветственно, деформируется распределение тя-
желых частиц. Чтобы легче сравнить положе-
ние верхней границы распределения частиц для 
обоих рассмотренных случаев, в правой колон-
ке рис. 7 для более медленно оседающих частиц 
показаны моменты времени с несколько более 
длительными интервалами безразмерного вре-
мени t = 0, t = 2/0.85 = 2.35 и t = 3/0.85 = 3.53.

Таким образом, результаты численного ре-
шения уравнений массопереноса для эволюции 
осаждения тяжелых частиц в вязкой жидкос-
ти для случая инверсии плотности с линейным 
возрастанием концентрации кверху в полном 
соответствии с аналитическим решением выяв-
ляет два режима. При этом, несмотря на сущест-
венное различие ступенчатого и линейного рас-
пределений концентраций, не только значения 
критических седиментационных чисел, но кри-
тические моды возникающих конвективных те-
чений оказываются близкими. При седимента-
ционном числе, большем критического, режим 
стоксового осаждения (аналогичного кондуктив-
ному переносу тепла) сменяется на конвектив-
ный режим. При этом скорость переноса массы 
несколько убыстряется по сравнению со стоксо-
вым падением этих же одиночных частиц. Но, 
конечно, эта скорость массопереноса для мелких 
частиц остается меньшей по сравнению со слу-
чаем осаждения более крупных частиц.
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7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Классическими теориями неустойчивости 
в вязкой жидкости являются теория Рэлея–Бе-
нара и теория Рэлея–Тейлора. При неустойчи-
вости нагретой снизу однокомпонентной жид-
кости кондуктивный теплоперенос сменяется 
на регулярную тепловую конвекцию Рэлея–Бе-
нара с ускорением теплопереноса. Неустойчи-
вость слоя тяжелой изотермической жидкости, 
лежащего на легкой жидкости, приводит к воз-
никновению струйных течений, описываемых 

теорией Рэлея–Тейлора. С одной стороны, пос-
кольку струйные течения Релея–Тейлора отли-
чаются от течений стационарной тепловой кон-
векции с регулярными ячейками, может пока-
заться, что эти теории качественно различны. 
С другой стороны, течения Рэлея–Тейлора по-
хожи на плюмы тепловой конвекции, и может 
показаться, что эти теории отличаются лишь 
обозначениями. Действительно, диффузия ком-
понент вещества и диффузия тепла описывают-
ся с точностью до обозначений одинаковыми 
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Рис. 7. Эволюция линейного распределения частиц, оседающих в вязкой жидкости. Концентрация тяжелых частиц 
показана темными тонами с интервалами 0.1C1. Левая колонка для частиц, оседающих в неподвижной жидкости 
в виде недеформирующегося распределения с безразмерной скоростью S1 = 1 при значении седиментационного 
числа RS = 95 < RS* = 105 для моментов безразмерного времени t = 0, t = 0.2 и t = 0.3. Правая колонка – для частиц 
меньшего размера при меньшей скорости осаждения S2 = 0.85 и, соответственно, большем седиментационном 
числе RS = 110 > RS* для моментов времени t = 0, t = 2.35 и t = 3.53. Скорости течений седиментационной конвек-
ции показаны белыми стрелками.
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дифференциальными уравнениями второго по-
рядка. Однако в отличие от уравнения теплопе-
реноса, уравнение седиментации содержит толь-
ко первую производную от концентрации и поэ-
тому не имеет стационарного решения.

В теории Рэлея для тепловой конвекции рас-
сматривается неустойчивость стационарного 
линейного распределения температуры, которое 
устанавливается в отсутствие конвекции. В на-
стоящей работе развивается теория седимента-
ционной конвекции и рассматривается неустой-
чивость не покоя, а мгновенная неустойчивость 
нестационарного, меняющегося во времени рас-
пределения концентрации (распределения тяже-
лой компоненты смеси). При этом акцентирует-
ся внимание на то, что неустойчивость Рэлея–
Тейлора является частным предельным случаем 
седиментационной конвекции в суспензии. Те-
чения Рэлея–Тейлора подобны течениям теп-
ловой конвекции при очень высоком значении 
числа Рэлея. Если резко нагреть нижнюю часть 
слоя вязкой жидкости с очень малым коэффи-
циентом теплопроводности, то появится инвер-
сия плотности, и вначале возникнут струйные 
течения, подобные течениям Рэлея–Тейлора. 
При этом возбуждено очень много высоких мод. 
Со временем, по мере выравнивания скачка 
температуры, эти течения заменятся на течения 
тепловой конвекции Рэлея–Бенара. Аналогично 
при очень малых размерах частиц в облаке тяже-
лых частиц и, соответственно, малой скорости 
осаждения, частицы в суспензии оказываются 
вмороженными в жидкость и область, занятая 
частицами, оказывается аналогичной тяжелой 
жидкости. Поэтому появляется неустойчивость 
Рэлея–Тейлора, и возникают струйные течения 
жидкости с вмороженными частицами. При ко-
нечных размерах частиц с конечной скоростью 
стоксового осаждения в общем случае возникает 
седиментационная конвекция, аналогичная теп-
ловой конвекции.

Следует отметить, что, как видно из выраже-
ния для седиментационного числа (15), оно рас-
тет с ростом концентрации и уменьшением ско-
рости осаждения Стокса (зависящей от размера 
частиц). Поэтому предельный случай струйных 
течений Рэлея–Тейлора, когда Rs ® ∞, может 
достигаться при стремлении к нулю скорости 
осаждения частиц Стокса, т. е. при малом раз-
мере частиц. При этом, значение концентрации 
частиц в облаке может оставаться конечной. 
В частности, оно может быть достаточно ма-
лым, чтобы выполнялось приближение малых 
концентраций, используемое выше при выводе 
уравнений для седиментационной конвекции.

При указанном сходстве теплой и седимен-
тационной конвекции имеется принципиаль-
ное различие между ними. Оно состоит в сле-
дующем. Если в нагреваемой жидкости создать 
скачок температуры, т. е. бесконечный гради-
ент температуры и соответственно бесконеч-
но большое значение локального числа Рэлея, 
то мгновенная конвективная неустойчивость 
на этой границе вызовет струйные течения типа 
Рэлея–Тейлора (до тех пор, пока не сгладится 
скачок температуры). Однако, как было показа-
но выше на модели оседающего слоя частиц, не-
смотря на скачок концентрации, возникающие 
течения седиментационной конвекции являют-
ся регулярными и становятся струйными только 
в предельном случае плотного роя очень мелких 
частиц. Это обусловлено тем, что поток тепла, 
пропорциональный градиенту концентрации, 
стремится к бесконечности при скачке темпе-
ратуры. В то же время седиментационный по-
ток массы, пропорциональный самой концент-
рации, всегда конечен.

В другом предельном случае для очень разре-
женного роя крупных частиц (при седиментаци-
онном числе, меньшим критического), несмотря 
на скачок концентрации, даже регулярная седи-
ментационная конвекция не возникает, и все 
частицы, и весь рой как целое падают со скоро-
стью Стокса.

Аналитическая теория и численные результа-
ты получены в настоящей работе для случая вы-
соковязких изотермических жидкостей при пре-
небрежении инерционными членами и в при-
ближении описания роя дискретных частиц 
усредненным распределением и в приближени-
ии малых концентраций. Поэтому для непос-
редственного применения к процессам осажде-
ния железа в ранней Земле или в застывающих 
магматических камерах полученные результа-
ты нужно дополнить учетом неинерциальных 
членов при немалом седиментационном числе 
Прандтля, а также учетом процессами переме-
шивания течениями тепловой конвекции.
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The Earth’s core was formed under gravitational differentiation in the course of the separation of iron and 
silicates. Most of the iron has gone into the core as early as when the Earth was growing. However, iron 
continued to precipitate even during the subsequent partial solidification which developed from the bottom 
upwards. At the different stages and in the different layers of the mantle, iron was deposited in different 
regimes. In this paper, the mechanisms of the deposition of a cloud of heavy interacting particles (or drops) 
in a viscous fluid are considered. A new approach suitable for analytical and numerical tracing the changes 
in the structure of the flows in a two-component suspension under continuous transition from the Stokes 
settling (for the case of a cloud of large particles) to the Rayleigh–Taylor flows and heavy diapirs (for the case 
of a cloud of small particles) is suggested. It is numerically and analytically shown that the both regimes are 
the different limiting cases of the sedimentation convection in suspensions.

Received April 4, 2018

aSchmidt Institute of Physics of the Earth, Russian Academy of Sciences, Moscow, 123242 Russia
*E-mail: trub@ifz.ru

V. P. Trubitsyna,*

Gravitational Differentiation in the Regimes 
from Stokes Settling to Rayleigh–Taylor Flows


