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ВВЕДЕНИЕ 

Изменения уровня подземных вод несут ин-
формацию об объемных деформациях в земной 
коре. Если скважина пробурена во флюидо-
насыщенный горизонт достаточной мощнос-
ти, то вариации уровня будут характеризовать 
объемные деформации, определяющие регио-
нальные процессы в земной коре. Анализ дан-
ных о вариациях уровня воды в скважине поз-
воляет исследовать лунно-солнечные прилив-
ные процессы в твердой земле [Bredehoft, 1967; 
Rojstaczer, Agnew, 1989; Багмет и др., 1989; Любу-
шин и др., 1997; Виноградов и др., 2011], а также 
получать данные об изменчивости свойств зем-
ной коры в данном районе по отклику измене-
ния уровня на изменения атмосферного давления 
[Любушин, Малугин, 1993; Любушин, Лежнев, 
1995; Копылова и др., 2009]. Долговременные 

наблюдения в сейсмически активном районе мо-
гут дать информацию о предвестниках землетря-
сений [Roeloffs, 1988; Roeloffs et al., 1989; Igarashi, 
Wakita, 1991; Копылова и др., 2000; Копылова, 
2001; 2006; Болдина, Копылова, 2017], а информа-
ция, полученная в асейсмических, платформен-
ных областях, необходима для выявления путем 
сравнительного анализа развития аномальных 
процессов в сейсмоактивных районах [Киссин, 
Гумен, 1994].

Параллельные измерения на нескольких сква-
жинах, пробуренных в разные флюидонасыщен-
ные горизонты, могут дать информацию о гид-
родинамических процессах в данном регионе 
[Любушин и др., 1999; Беседина и др., 2015]. 
Наконец, анализ результатов измерений помо-
жет выявить гидродинамические режимы, обус-
ловленные техногенными воздействиями: отбор 
воды из данного или другого водонасыщенного 
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В статье приводятся результаты анализа непрерывных прецизионных временных рядов наблю-
дений за атмосферным давлением и уровнем подземных вод в скважине, пробуренной на глу-
бину 400 м и расположенной на территории г. Москвы. Эти наблюдения примечательны своей 
длительностью – более 22 лет (с 02.02.1993 по 04.04.2015 гг.) и временным интервалом опроса 
10 минут. Такая большая длительность наблюдений позволяет исследовать вопрос о том, на-
сколько стационарны свойства гидрогеологических временных рядов в сейсмически спокой-
ном регионе, что представляет методический интерес при интерпретации этих наблюдений, 
проводимых в сейсмически активных регионах для целей прогноза землетрясений. В результате 
применения факторного и кластерного анализа к последовательности многомерных векторов 
статистических свойств ряда наблюдений за уровнем подземных вод в последовательных вре-
менных окнах длиной 10 суток, после адаптивной компенсации влияния атмосферного давле-
ния, было выделено 5 различных статистически значимых состояний временного ряда, между 
которым происходят переходы. Делается попытка геофизической интерпретации выделенных 
состояний. Спектральный анализ последовательности моментов времен переходов между клас-
терами выделил 2 значимых периода 46 и 275 суток.
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горизонта, закачка жидкости, изменение нагруз-
ки на почву в связи с проведением строительных 
работ и т. д. Ценность информации о геофизи-
ческих и гидродинамических процессах воз-
растает при условии проведения многолетних 
непрерывных наблюдений с высокой чувстви-
тельностью и относительно высокой частотой 
съема данных. При этих условиях удается вы-
явить тонкие эффекты в широком диапазоне 
периодов.

Аппаратура, входящая в состав уровнемерно-
го комплекса для параллельного измерения ва-
риаций уровня воды в скважине и атмосферного 
давления, характеризующаяся высоким разре-
шением и большим динамическим диапазоном, 
достаточной долговременной стабильностью, 
надежностью и автономностью, позволила ре-
шить проблему организации и проведения мно-
голетних непрерывных наблюдений.

ИСХОДНЫЕ ДАННЫЕ 

Непрерывные измерения вариаций уров-
ня подземных вод проводились с 02.02.1993 
по 04.04.2015 гг. в скважинах, расположенных 
на северо-западе Москвы на территории Цент-
рального института травматологии и ортопедии 
(ЦИТО), координаты (55.8202° с.ш., 37.5292° в.д.). 
Пробуренная на глубину 404 м скважина вскры-
вает верхнефаменский водоносный горизонт 
[Гидрогеология..., 1966], сложенный трещинова-
тыми доломитами и известняками. Общая мощ-
ность обводненных пород – свыше 200 м.

Скважина была пробурена в 1969–1970 гг. 
и предназначались для бальнеологического ле-
чения в ЦИТО, однако с начала 1980-х годов она 
по своему назначению не использовалась и была 
законсервирована. Был проведен химический 
анализ и определена минерализация воды, кото-
рая составляет 5 г/л. Специальный пункт наблю-
дений был оборудован в отдельном помещении 
площадью около 10 м2, расположенном рядом 
с устьем скважины.

Одновременно с измерениями вариаций 
уровня подземных вод проводились измере-
ния вариаций атмосферного давления. Датчи-
ки уровня и атмосферного давления построены 
по манометрическому типу с емкостным частот-
ным преобразователем перемещения чувстви-
тельного элемента – мембраны в выходной сиг-
нал. Чувствительность датчиков: для уровня – 
0.1 мм водяного столба, для давления – 10 мкбар. 
Датчики уровня и атмосферного давления уста-
новлены в скважине на тросах. Высота столба 

воды над датчиком уровня составляет 2.5–3.0 м. 
Датчик атмосферного давления опущен на глу-
бину около 10 м. Регистрация данных произво-
дится с дискретностью отсчетов 10 мин в циф-
ровой форме с помощью специального интер-
фейсного устройства на блоки твердотельной 
памяти. На рис. 1 представлены графики вре-
менных рядов исходных данных. Полная длина 
записей равна 1′165′862 10-минутных отсчетов. 
В записях имеются перерывы, связанные со сбо-
ями системы регистрации.

ПЕРЕДАТОЧНЫЕ ФуНКЦИИ 
И СПЕКТРЫ МОЩНОСТИ 

Как показывают оценки спектров когерент-
ности, основным внешним метеорологическим 
фактором, влияющим на вариации уровня под-
земных вод, является изменение атмосферного 
давления. Наличие длительных рядов наблюде-
ний (22 года) позволяет статистически значимо 
оценить амплитудные частотные передаточные 
функции от атмосферного давления к вариа-
циям уровней для очень широкого диапазона 
периодов – от 20 мин (частоты Найквиста для 
данных временных рядов) до 1 года. Сама воз-
можность получения такой оценки уникальна 
и обеспечивается сочетанием благоприятствую-
щих факторов, перечисленных во Введении.

Оценки передаточных функций строились 
классическим непараметрическим методом, ос-
нованным на преобразовании Фурье «входных» 
(атмосферное давление) и «выходных» (вари-
ации уровня) сигналов, вычислении их взаим-
ной спектральной функции и спектра мощности 
«входа» (с помощью усреднения периодограмм 
и кросс-периодограммы) и отношения кросс-
спектра к спектру мощности [Brillinger, 1975]. 
Большой диапазон периодов создавал техни-
ческие трудности для получения оценки сразу 
по всей выборке. Поэтому оценки строились 
сшиванием трех различных оценок. Для пе-
риодов от 20 мин до 10 ч оценка строилась пу-
тем усреднения для каждого значения частоты 
кросс-периодограмм исходных 10-минутных 
временных рядов, полученных в скользящих 
временных окнах длиной 2048 отсчетов (с пред-
варительным удалением локальных линейных 
трендов в каждом окне и последующим перехо-
дом к приращениям) и завершающим усредне-
нием по частоте скользящим частотным окном 
радиуса 20 значений частоты (9.7 ⋅ 10–4 мин–1). 
Для периодов от 10 до 100 ч оценка строилась 
аналогично, но для временных рядов после пе-
рехода к 1-часовым отсчетам (путем усреднения 
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Следует иметь в виду, что дисперсия непа-
раметрической оценки передаточной функции 
(асимптотическое выражение для достаточно 
большого числа отсчетов) имеет вид [Brillinger, 
1975] c S Sxy yy xx× - ×( ( )) ( ( ) / ( )).1 2γ w w w  Здесь: w – 
частота; Syy(w) – спектр мощности выходно-
го сигнала (уровня); Sxx(w) – спектр мощнос-
ти входного сигнала (атмосферное давление); 
γ wxy

2 ( )  – их квадрат модуля спектра когерен-
тности; с – постоянная, зависящая от спо-
соба усреднения периодограмм, в частности, 
c k m ( ( )) ,2 1 1+ -  где m – радиус частотного ус-
реднения периодограмм в числе значений часто-
ты (20 либо 10 в нашем случае), а k – число неза-
висимых временных интервалов, по которым 
проводилось усреднение. Что касается диспер-
сии оценки квадрата модуля спектра когерен-
тности, то она равна 2 1 2 2 2c xy xy× - ×( ( )) ( ).γ w γ w  По-
этому для тех периодов, где оценка γ wxy

2 ( )  мала, 
следует ожидать широкого доверительного ин-
тервала для оценки передаточной функции. Од-
нако использование очень глубокого усреднения 
периодограмм как по временным интервалам, 
так и по частоте (большие значения k и m), де-
лает полученную оценку достаточно устойчивой 
к шуму.

Атмосферное давление может быть использо-
вано как зондирующий сигнал. По изменению 
частотной функции барометрического отклика 

и прореживания в 6 раз исходных рядов), при 
этом радиус окна частотного усреднения стал 
равен 9.7 ⋅ 10–3 ч–1. Наконец, для оценки для 
периодов от 100 до 10000 часов осуществлял-
ся предварительный переход (после усреднения 
и прореживание исходных данных в 144 раза) 
к 1-суточным отсчетам, оценка строилась ана-
логично, но при этом длина скользящего вре-
менного окна бралась 1024 отсчета, а радиус 
частотного усреднения – 10 значений частоты 
(9.7 ⋅ 10–3 сут–1). Во всех случаях смещение времен-
ных окон бралось равным 1/8 от длины окна.

учет пропущенных значений производил-
ся следующим образом. Сначала все пропуски 
восполнялись искусственными данными, кото-
рые строились по поведению настоящих данных 
слева и справа от интервала пропусков на вре-
менных фрагментах той же длины, что и длина 
пропуска. Далее, поскольку оценки производи-
лись путем усреднения периодограмм от сколь-
зящих временных окон, то в обработку прини-
мались лишь те окна, в которых доля искусст-
венных (восполненных) значений не превышала 
2% от длины временного окна.

На рис. 2 представлены графики оценок 
квадрата модуля спектра когерентности (частот-
но-зависимого квадрата коэффициента корре-
ляции) и амплитудной частотной передаточной 
функции.
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Рис. 1. Графики исходных данных: вариаций атмосферного давления и уровня подземных вод, 02.02.1993–04.04.2015 гг., 
шаг по времени 10 минут.



50 ЛюБушИН и др.

 ФИЗИКА ЗЕМЛИ № 2 2019

уровня подземных вод можно выделять времен-
ные интервалы и частотные полосы аномального 
поведения [Любушин, Малугин, 1993; Любушин, 
Лежнев, 1995; Копылова и др., 2000]. Ниже оцен-
ки изменчивости частотной функции отклика 
были проведены после перехода к 1-часовым 
отсчетам путем вычисления средних значений 
по 6 смежным 10-минутным значениям. Было 
взято скользящее временное окно длиной 672 ч 
(28 суток, или лунный месяц, – это естественный 
масштаб времени в анализе геофизических низ-
кочастотных фоновых процессов в земной коре). 
Для каждого положения окна были проведены 
оценки частотной передаточной функции от ва-
риаций атмосферного давления с использовани-
ем параметрической регрессионной модели:

 x t b u t j d e tj
j

p

( ) ( ) ( ).= × - + +
=
å

0

 (1) 

Здесь: x t( )  – приращения временного ряда 
уровня подземных вод; u t( )  – приращения ат-
мосферного давления; p – порядок регрессии; 
( , ,..., , )b j p dj = 0  – параметры модели, которые 
определялись в каждом временном окне из ус-
ловия минимума суммы квадратов остатков 
идентификации e t2( ) min®å . Взаимное сме-
щение окон бралось равным 14 суток. Кроме 
того, перед идентификацией параметров мо-
дели (1), для увеличения устойчивости оценки 
к наличию выбросов, проводилась так называе-
мая «винзоризация» выборок [Huber, 1981], оз-
начающая итеративную срезку выбросов за уро-
вень ±3 выборочных стандартных отклонений 
с последующим пересчетом среднего значения 
и стандартного отклонения. После определе-
ния параметров модели (1) частотная функция 

отклика уровня подземных вод на вариации ат-
мосферного давления в зависимости от часто-
ты w определялась по формуле:

 H b i jj
j

p

( ) exp( ).w w= × -
=
å

0

 (2) 

В наших расчетах порядок регрессии в моде-
ли (1) был выбран p = 5  как минимальное зна-
чение, после дальнейшего увеличения которо-
го результат оценки функций отклика менялся 
несущественно.

На рис. 3 представлены результаты оценки 
амплитудной передаточной функции отклика 
A H( ) | ( ) |.w w=  Рис. 3а представляет график мак-
симального значения max ( )

w
wA  для каждого вре-

менного окна, а рис. 3б – частотно-временную 
диаграмму амплитудной частотной передаточ-
ной функции. Заштрихованные прямоугольни-
ки соответствуют временным интервалам, в ко-
торых доля искусственных (восполненных) зна-
чений временных рядов превышает 2% от длины 
окна.

Из рис. 3 видно, что в целом функция отклика 
стационарна, но содержит короткие аномальные 
временные интервалы, в течение которых мак-
симум частотной амплитудной функции откли-
ка претерпевает резкие изменения как в сторону 
увеличения, так и уменьшения. Таким образом, 
даже в стабильной платформенной области, тем 
не менее, происходит скрытая «тектоническая 
жизнь». Существование таких короткоживущих 
аномалий было отмечено в работе [Любушин 
и др., 1999], где они были названы «медленными 
событиями» в асейсмическом регионе.
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Рис. 2. Графики оценок квадратичного спектра когерентности (а) и амплитудной частотной передаточной 
функции (б).
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Для дальнейшего анализа нам необходимо 
получить временной ряд вариаций уровня под-
земных вод, «очищенный» от влияния атмос-
ферного давления. Для этой операции был при-
менен компенсирующий адаптивный частотный 
фильтр [Любушин, 2007]. В скользящих времен-
ных окнах длиной 28 суток или 4032 отсчетов 
с шагом 10 минут, взятых с минимальным сме-
щением 1 отсчет, вычислялись спектр мощности 
Suu( )w  давления и комплексный кросс-спектр 
Sxu( )w  между уровнем подземных вод и давле-
нием. Эти оценки получаются путем сглажи-
вания периодограмм и кросс-периодограмм 
частотным окном длиной 1/32 от длины окна. 
Далее в каждом окне вычислялась частотная 

передаточная функция H S Sxu xu uu= ( ) / ( )w w . При 
этом перед сглаживанием периодограмм подав-
лялись приливные частотные полосы [1/11,1/13] 
и [1/23,1/27] ч–1, а оценки внутри этих часто-
тных полос получались интерполяцией оценок 
от соседних значений частот. Результат компен-
сации Ex ( )w  в частотной области внутри каж-
дого временного окна вычислялся по формуле 
  E X H Ux xu( ) ( ) ( ) ( ),w w w w= - ×  где ( ( ), ( )) X Uw w  – 

дискретные преобразования Фурье от уровня 
подземных вод и атмосферного давления внут-
ри текущего окна. Результат компенсации e tx ( )  
во временной области внутри каждого времен-
ного окна определяется в результате обратного 
дискретного преобразования Фурье от Ex ( ).w
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Рис. 3. (а) – График максимального значения max ( )
w

wA  для каждого временного окна; (б) – частотно-времен-
ная диаграмма амплитудной частотной передаточной функции. Заштрихованные прямоугольники соответствуют 
временным интервалам, в которых доля искусственных (восполненных) значений временных рядов превышает 
2% от длины окна. Минимальная частота на диаграмме (б) соответствует максимальному периоду, равному длине 
окна, то есть 28 суткам.
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Заключительной операцией получения ком-
пенсированного сигнала является сшивка внут-
риоконных результатов компенсации в один сиг-
нал. Для первого окна вкладом в такой единый 
сигнал является содержимое части временного 
окна, соответствующее первой половине окна, 
а для последнего окна – соответствующей вто-
рой половине. Что же касается прочих, «проме-
жуточных» временных окон, то из них в единый 
компенсированный сигнал берется лишь один 
отсчет, соответствующий центру окна.

На рис. 4 представлены графики исходного 
и компенсированного уровня подземных вод 
для 2-месячного временного фрагмента для на-
чала 1999 г. Видно, насколько более четко выде-
ляются приливные вариации уровня в компен-
сированном сигнале по сравнению с исходными 
данными, где они «тонут» в вариациях, обуслов-
ленных влиянием атмосферного давления.

На рис. 5 приведены оценки спектра мощ-
ности вариаций уровней для исходных вре-
менных рядов и после компенсации влияния 
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Рис. 4. Сравнение исходных данных уровня подземных вод (серая линия) и результата адаптивной компенсации 
влияния атмосферного давления в скользящем окне длиной 28 суток (4032 отсчетов с шагом по времени 10 мин – 
черная линия) для временного фрагмента 2-х первых месяцев 1999 г.

Рис. 5. Сравнение спектров мощности исходных данных уровня подземных вод (а) и после адаптивной компен-
сации влияния атмосферного давления в скользящем окне длиной 28 суток (б).
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атмосферного давления. На рис. 5б видно, что 
очень надежно выделяются 12-и 24-часовые груп-
пы приливных гармоник, причем спектральные 
пики на периодах, соответствующих высшим 
обертонам суточного колебания – 6, 4 и т. д. ча-
сов, присутствующие на спектре мощности ис-
ходного сигнала, после компенсации исчезли. 
Это свидетельствует о том, что они обусловле-
ны влиянием негармонической формы суточ-
ного колебания атмосферного давления. Кроме 
того, следует подчеркнуть выпрямление графи-
ка спектра мощности (в двойном логарифми-
ческом масштабе) после компенсации влияния 
давления – полностью исчез «горб» на спектре 
мощности для периодов от 10 до 3000 ч.

СТАТИСТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА 
ВРЕМЕННОГО РЯДА 

КОМПЕНСИРОВАННОГО уРОВНЯ 
ПОДЗЕМНЫХ ВОД 

План дальнейшего анализа состоит в том, 
чтобы оценить набор статистических свойств, 
описывающих поведение временного ряда уров-
ня подземных вод после компенсации влияния 
атмосферного давления в последовательных вре-
менных фрагментах и использовать их значения 
для задачи выделения различных состояний мно-
жества длительных наблюдений за динамикой 
водовмещающего горизонта. Длина временного 
фрагмента была выбрана N =1440  отсчетов, что 
составляет 10 суток при шаге по времени 10 ми-
нут. Далее в этом разделе статьи дается краткое 
описание используемых статистик, их общее 
число равно 10. Все оценки производились для 
временного ряда x t( )  приращений уровня под-
земных вод после компенсации влияния атмос-
ферного давления.

Минимальная нормализованная энтропия 
вейвлет-коэффициентов En

Пусть x t( )  – конечная выборка некоторого 
случайного сигнала, t N=1,...,  – индекс, нуме-
рующий последовательные отсчеты (дискретное 
время). Определим нормализованную энтропию 
конечной выборки формулой:

 

En p p N

p c c En

k k
k

N

k k j
j

N

=- ×

= £ £

=

=

å

å

log( ) / log( ),

/ , .

1

2 2

1

0 1  (3) 

Здесь c k Nk , ,=1  – коэффициенты орто-
гонального вейвлет-разложения с некоторым 

базисом. Ниже использовались 17 ортогональ-
ных вейвлетов Добеши: 10 обычных базисов 
с минимальным носителем с числом обнуляемых 
от 1 до 10 и 7 так называемых симлетов Добеши 
[Малла, 2005], с числом обнуляемых моментов 
от 4 до 10. Для каждого из базисов вычисля-
лась нормализованная энтропия распределения 
квадратов коэффициентов (3) и находился ба-
зис, обеспечивающий минимум величине (3). 
Заметим, что в силу ортогональности вейвлет-
преобразования сумма квадратов коэффициен-
тов равна дисперсии (энергии) сигнала x(t). Та-
ким образом, величина (3) вычисляет энтропию 
распределения энергии колебаний на различных 
частотных и временных масштабах. Статисти-
ка En использовалась в работах [Lyubushin, 2012; 
2014; 2018] при исследовании прогностических 
свойств сейсмического шума на Японских ост-
ровах.

Индекс Донохо-Джонстона γ

После того, как вейвлет-базис определен для 
данного сигнала из условия минимума энтро-
пии, мы можем определить набор вейвлет-ко-
эффициентов, которые являются наименьшим 
по модулю. В вейвлет-фильтрации эти вейв-
лет-коэффициенты могут быть обнулены перед 
обратным вейвлет-преобразованием с целью 
«уменьшения шума» [Donoho, Johnstone, 1995; 
Mallat, 1999]. Мы предполагаем, что шум кон-
центрируется в основном в вариациях на первом 
уровне детальности. Из-за ортогональности вей-
влет-преобразования, дисперсия вейвлет-коэф-
фициентов равна дисперсии исходного сигна-
ла. Таким образом, мы оцениваем стандартное 
отклонение шума как стандартное отклонение 
вейвлет-коэффициентов на первом уровне дета-
лизации. Эта оценка должна быть устойчивой, 
т. е. нечувствительна к выбросам в значениях 
вейвлет-коэффициентов на первом уровне. Для 
этого мы можем использовать робастную ме-
дианную оценку стандартного отклонения для 
нормальной случайной величины:

 σ= =med c k Nk{ | | , ,..., / } / . ,( )1 1 2 0 6745  (4) 

где: ck
( )1  – вейвлет-коэффициенты на первом 

уровне детальности, N /2  – число таких ко-
эффициентов. Оценка стандартного откло-
нения σ из формулы (2) определяет величину 
σ 2× ln N  как «естественный» порог для выде-
ления шумовых вейвлет-коэффициентов. Вели-
чина σ 2× ln N  известна в вейвлет-анализе как 
порог Донохо-Джонстона, а само выражение 
для этой величины основано на формуле для 
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асимптотической вероятности максимальных 
уклонений гауссовского белого шума [Mallat, 
1999]. В результате можно определить безраз-
мерную характеристику сигнала γ γ, 0 1< <  как 
отношение числа наиболее информативных 
вейвлет-коэффициентов, для которых выполне-
но неравенство | | ln ,c Nk > ×σ 2  к общему чис-
лу N всех вейвлет-коэффициентов. Формально 
чем больше индекс γ, тем более информативным 
(менее «шумовым») является сигнал.

Модель авторегрессии

Далее широко будет использоваться модель 
авторегрессии [Box, Jenkins, 1970; Kashyap, Rao, 
1976] для временного ряда x(t). Запишем ее в об-
щей форме:

 x t a x t k e t dk
p p

k

p
p( ) ( ) ( ) .( ) ( ) ( )+ - = +

=
å

1

 (5) 

Здесь целое число p³1  – порядок авторег-
рессии, вектор c a a dp

p
p p T= ( ,..., , )( ) ( ) ( )

1  является 
вектором неизвестных параметров. Верхний ин-
декс (p) в формуле (5) подчеркивает, что исполь-
зуется модель авторегрессии p-го порядка. Здесь 
a k

p( )  – коэффициенты авторегрессии, d p( )  – па-
раметр статического смещения, e tp( )( ) – оста-
точный сигнал с нулевым средним и дисперси-
ей σ p

2 . Модель (5) можно записать в компактной 
форме:

 
x t c Y t e t
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T p
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П у с т ь  и м е е т ся  ко н е ч н а я  в ы б о р к а 
{ ( ), ,..., }x t t N=1 . Тогда оценка вектора пара-
метров c из условия минимума суммы квадратов 
остатков e tp

t p

N

c

( )( ) min( ) ®
= +å

2

1
 сводится к ре-

шению системы нормальных уравнений с сим-
метричной положительно определенной матри-
цей A:

Ac R A Y t Y t R x t Y tT

t p
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t p
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 (7) 

Полный вектор параметров модели (5) есть 
θ σ( ) ( , )p T

p
Tc= .

Далее в качестве характеристик фрагмен-
тов временного ряда, наряду с прочими пара-
метрами, будут использованы значения коэф-
фициента a1

1( )  модели авторегрессии первого 
порядка и логарифм дисперсии остатка в этой 
модели: lg .σ1

2

Индекс линейной предсказуемости cPred

Индекс линейной предсказуемости был 
введен в работе [Любушин, 2010; Lyubushin, 
2012]. Рассмотрим величину: c V VARPred = -0 1/ .  
Здесь V0  – дисперсия ошибки ε0 1( )t +  три-
виального прогноза x t^

0 1( )+  на 1 шаг впе-
ред для сигнала x t( ),  который равен среднему 
по предыдущему «малому» временному окну 

длиной n  отсчетов: x t x t n
s t n

t
^

0

1

1( ) ( ) / .+ =
= - +
å  

Таким образом, ε0 01 1 1( ) ( ) ( ),t x t x t+ = + - +^  

а V t N n
t n

N

0 0
2

1

= -
= +
å ε ( ) / ( ), где N n>  – число отсче-

тов в последовательных «больших» временных 
фрагментах. Величина VAR  вычисляется по ана-

логичной формуле V t N nAR AR
t n

N

= -
= +
å ε 2

1

( ) / ( ),  

в которой εAR ARt x t x t( ) ( ) ( )+ = + - +1 1 1^  – ошиб-
ка линейного прогноза x tAR

^ ( )+1  на 1 шаг впе-
ред с помощью модели авторегрессии 2-го по-
рядка, коэффициенты которой оцениваются 
также по предыдущему «малому» временному 
окну длиной n отсчетов.

Выбор 2-го порядка авторегрессии обуслов-
лен тем, что этот порядок – минимальный для 
AR-модели, при котором описывается коле-
бательное движение и допускается положение 
максимума спектральной плотности модели ав-
торегрессми в значениях частот между частотой 
Найквиста и нулевой. AR-прогноз использует 
свойство коррелированности соседних значе-
ний, и если коррелированность имеет место, то 
V VAR < 0  и cPred > 0 . При длине «большого» вре-
менного окна N =1440  длина малого окна бра-
лась равной n=144 .

Авторегрессионная мера 
нестационарности сигнала R2

Пусть x(t) – изучаемый сигнал, n – полови-
на длины скользящего временного окна, кото-
рое далее будем называть «коротким». Пусть t – 
центр двойного скользящего временного окна, 
в которое, тем самым, входят временные отсче-
ты t, удовлетворяющие условию t t- £ £ +n t n. 
Для левой и правой половин короткого окна 
построим скалярную авторегрессионную мо-
дель (5) порядка p = 2  сигнала x(t). Оценивая 
модель независимо по выборкам, попавшим 
в левую и правую половины двойного сколь-
зящего временного окна, получим два вектора 
параметров θ 1

( )p  и θ 2
( ),p  соответственно. Обозна-

чим ∆θ θ θ= -2 1
( ) ( )p p  – разницу между векторами 
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оценок на правой и левой половинах скользя-
щего временного окна.

Если поведение изучаемого сигнала на левой 
и правой половинах сильно различаются, то бу-
дет увеличиваться разница ∆θ. Для «взвешива-
ния» вектора ∆θ  в качестве метрической мат-
рицы логично использовать матрицу Фишера, 
поскольку она определяет скорость изменения 
логарифмической функции правдоподобия в ок-
рестности точки максимума по параметрам:
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 (8)
– матрицы вторых производных по параметрам 
от условной логарифмической функции правдо-
подобия авторегрессионной модели. Обозначим 
через B( )1  и B( )2  матрицы, вычисленные по ле-
вой и правой половинам скользящего окна, со-
ответственно. Тогда мерой нестационарности 
поведения процесса x t( )  в симметричной ок-
рестности точки t будет величина:

r B B n pT T2 1 2 2( ) ( ) / ( ( )).( ) ( )t θ θ θ θ= D D +D D -  (9) 

В формуле (9) полусумма длин вектора раз-
ности параметров ∆θ , измеряемых с помощью 
метрических матриц B( )1  и B( ),2  делится на 
( )n p-  – число отсчетов в левой и правой час-
тях скользящего окна за вычетом числа авторег-
рессионных параметров. Такая метрика обеспе-
чивает естественную безразмерную меру неста-
ционарности поведения исследуемого сигнала. 
Проведя несложные выкладки, нетрудно полу-
чить следующее выражение:
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полезное при вычислении значения меры неста-
ционарности (9). Мера нестационарного пове-
дения (9), (10) была введена в работе [Любушин 
и др., 1999; Любушин, 2007].

Используя формулы (9), (10) можно опреде-
лить другую, более устойчивую меру нестацио-
нарного поведения исследуемого сигнала внутри 
«длинного» временного интервала, состоящего 

из N последовательных отсчетов. Для этого 
возьмем «короткое» окно радиуса n отсчетов, 
2 1n N+ < , и вычислим меру нестационарного 
поведения r 2( )t  для всех возможных положе-
ний центральной точки t внутри «длинного» 
окна, при которых «короткое» окно целиком 
лежит внутри «длинного». Нетрудно посчитать, 
что число таких допустимых положений цент-
ральной точки t равно N n-2 . Определим интег-
ральную меру нестационарности R2  для «длин-
ного» окна как медиану значений r 2( )t  для всех 
допустимых положений центральной точки t 
«короткого» окна внутри «длинного». В вычис-
лениях мы использовали длины окон N =1440  
и n=144 . В дальнейшем мы будем рассматри-
вать логарифм меры нестационарости lg( ).R2

Мультифрактальные параметры ∆a, a* и amin

Рассмотрим некоторое случайное колебание 
x t( )  на интервале времени [ / , / ]t t- +δ δ2 2  дли-
ной δ  с центром во временной точке t. Рассмот-
рим размах m δ( , )t  случайного колебания на этом 
интервале, то есть разницу между максималь-
ным и минимальным значениям:

 m δ
δ δ δ δ

( , ) max ( ) min ( ).
/ / / /

t x s x s
t s t t s t

= -
- £ £ + - £ £ +2 2 2 2

 (11) 

Если устремить δ® 0, то m δ( , )t  будет так-
же стремиться к нулю, но здесь важна скорость 
этого убывания. Если скорость определяется 
законом δ h t( ): m δ δ( , ) ( )t h t~  или если существует 

предел h t
t

( ) lim
log( ( , ))

log( )
=

®δ

m δ
δ0

, то величина h t( )  

называется экспонентой Гельдера-Липшица. 
Если величина h t( )  не зависит от момента вре-
мени t: h t H( ) ,= =const  то случайное колеба-
ние x t( )  называется монофрактальным, а ве-
личина H – экспонентой Херста. Если же экс-
поненты Гельдера-Липшица h t( )  различаются 
для разных моментов времени t, то случайное 
колебание называется мультифракталом и для 
него можно определить понятие спектра сингу-
лярности F ( )a  [Feder, 1991]. Для этого выделим 
множество C( )a  таких моментов времени t, ко-
торые имеют одно и то же значение a  экспо-
ненты Гельдера-Липшица: h t( ) .=a  Множества 
C( )a  не являются пустыми не для всех значе-
ний a, то есть существуют некоторые мини-
мальное amin  и максимальное amax, такие что 
лишь для a a amin max< <  множества C( )a  содер-
жат некоторые элементы. Мультифрактальный 
спектр сингулярности F ( )a  – это фрактальная 
размерность множества точек C( )a . Параметр 
∆a a a= -max min , называемый шириной носи-
теля спектра сингулярности, представляется 
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важной мультифрактальной характеристикой. 
Кроме того, значительный интерес представляет 
аргумент a*, доставляющий максимум спектру 
сингулярности: F F( ) max ( ),*

max min

a a
a a a

=
£ £

 назы-

ваемый обобщенным показателем Херста. Мак-
симум спектра сингулярности не может пре-
восходить 1 – размерности вмещающего мно-
жества или оси времени, 0 1< £F ( )*a , обычно 
F ( )*a =1 . Заметим, что для монофрактального 
сигнала ∆a= 0 , a* = H .

Ниже для оценки мультифрактальных харак-
теристик сигналов использовался метод, осно-
ванный на анализе флуктуаций после устране-
ния масштабнозависимых трендов [Kantelhardt 
et al., 2002]. В работах [Lyubushin, 2010; 2012; 
2013; 2014; 2018] мультифрактальные параметры 
∆a  и a*  были использованы при оценке сейс-
мической опасности по свойствам сейсмическо-
го шума в Японии (см. также [Любушин, 2009; 
2012; 2014]).

Коэффициент эксцесса k определяется фор-
мулой k=M x M x( ) / ( ( ))4 2 2  [Cramer, 1999]. Ко-
эффициент эксцесса характеризует «остроту» 
графика плотности вероятности распределения 
случайной величины x с нулевым средним и дает 
меру отклонения плотности вероятности от нор-
мального закона, для которого k= 3 . Здесь опе-
рация M (...)  означает вычисление математичес-
кого ожидания, в данном случае просто выбо-
рочного среднего случайной величины. Обычно 
под коэффициентом эксцесса понимается вве-
денная выше величина k, из которой вычитает-
ся 3, чтобы для нормального закона эксцесс был 
равен нулю. Однако далее мы будем рассматри-
вать логарифм эксцесса lg( )k  – поэтому значе-
ние 3 не вычитается, чтобы гарантировать поло-
жительные значения k.

Итак для каждого временного окна имеет-
ся 10 параметров, характеризующих статисти-
ческие свойства временного ряда внутри этого 
окна: минимальная нормированная энтропия 
вейвлет-коэффициентов En , индекс Донохо-
Джонстона γ, коэффициент a1

1( )  и логарифм 
дисперсии lgσ1

2  в модели авторегрессии 1-го по-
рядка, индекс линейной предсказуемости cPred  
и логарифм меры нестационарности lg( ),R2  ос-
нованные на использовании модели авторег-
рессии 2-го порядка, мультифрактальные пара-
метры ∆a, a* , amin  и логарифм коэффициента 
эксцесса lg( )k .

Десятимерный вектор параметров, характе-
ризующих статистические свойства временного 
ряда внутри последовательных временных фраг-

ментов диной 10 суток (1440 отсчетов с шагом 
по времени 10 мин) обозначим:

ζ γ σ a a a k= ( , , ,lg , ,lg( ), , , ,lg( )).( ) *
minEn a c R1

1
1
2 2

Pred ∆
 (12)

На рис. 6 представлены графики изменения 
компонент 10-мерного вектора ζ  свойств вре-
менного ряда в зависимости от положения пра-
вого конца последовательных временных окон 
длиной 10 суток.

ФАКТОРНЫЙ АНАЛИЗ ВЕКТОРА 
СВОЙСТВ ВРЕМЕННОГО РЯДА 

Сделаем попытку выделить различные состо-
яния в 22-летней истории временного ряда на-
блюдений за уровнем подземных вод, используя 
кластерный анализ 10-мерного вектора призна-
ков (12). Следует отметить, что отдельные ком-
поненты вектора ζ  очевидно демонстрируют, 
что всю историю наблюдений можно разбить 
на несколько интервалов с различным поведе-
нием, например, a c En1

1
1
2( ) *,lg , , ,σ aPred . Для фор-

мального разбиения полученного облака векто-
ров ζ  на кластеры выполним предварительную 
операцию понижения размерности с помощью 
факторного анализа. Модель факторного ана-
лиза [Harman, 1967] в рассматриваемом случае 
описывается формулой:

 z f e= × +Λ ,  (13) 
где 10-мерный вектор z получается из вектора ζ 
операцией нормировки, которая заключает-
ся в удалении выборочного среднего и делении 
на выборочную оценку стандартного отклоне-
ния для каждой компоненты вектора ζ. После 
выполнения операции нормировки вычисляется 
корреляционная матрица Rzz .

В формуле (13) f – вектор размерности 
q p< =10,  состоящий из скрытых факторов – 
некоторых случайных векторов, которые «уп-
равляют» значениями скалярных компонент 
многомерного вектора z посредством умноже-
ния на матрицу факторных нагрузок Λ  разме-
ром p строк на q столбцов. Элементы матрицы 
Λ= = =( ), ,..., ; ,...,λ aaj j p q1 1  являются неиз-
вестными параметрами модели, которые необ-
ходимо определить, имея выборочную оценку 
Rzz  корреляционной матрицы исходных дан-
ных. Пока будем считать, что число скрытых 
параметров q известно. Относительно свойств 
случайного вектора f предполагается, что его 
среднее равно нулю, M f{ } ,= 0  а его ковариа-
ционная матрица единична M f f IT

q{ } ,× =  где 
Iq  – q-мерная единичная матрица.
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Это условие означает ортогональность фак-
торов (в гауссовском случае – их независи-
мость). условие равенства единице дисперсий 
ортогональных факторов является своего рода 
нормировкой, так как в противном случае это-
го можно добиться масштабированием элемен-
тов матрицы Λ . Вектор e в формуле (13) име-
ет ту же размерность, что и исходный вектор z 
и состоит из случайных величин, описываю-
щих шум по каждой из компонент вектора z, 

то есть, не несущих полезной информации. Так 
как шумы по различным компонентам долж-
ны быть независимы, то относительно векто-
ра e предполагается, что он центрирован и его 
ковариационная матрица имеет диагональ-
ный вид: M e eT

p{ } ( ,...., },× = =Ψ2
1
2 2diag ψ ψ  где 

ψ j j p2 1, ,...,=  – т. н. остаточные дисперсии или 
дисперсии шумов. Элементы диагональной 
матрицы Ψ2  также являются параметрами мо-
дели (13).
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Рис. 6. Графики 10 свойств временного ряда уровня подземных вод после компенсации влияния атмосферного 
давления в последовательных окнах длиной 10 суток.
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Существуют несколько способов идентифи-
кации параметров модели (13), но среди них на-
иболее надежным и простым является метод ми-
нимальных остатков [Harman, 1967]. Из условий 
диагональности ковариационных матриц векто-
ров f и e нетрудно получить, что в силу модели 
(13) ковариационная матрица вектора z равна:

 Σ ΛΛ Ψ= = +M z zT T{ } .2  (14) 
Метод минимальных остатков заключается 

в определении элементов матрицы Λ  из условия 
минимума суммы квадратов разностей между вы-
борочными оценками и теоретическими значения-
ми попарных коэффициентов корреляции. Тем са-
мым, критерием близости модели к данным явля-
ется близость всех теоретических коэффициентов 
корреляции их выборочным оценкам. Обозначим 
через rij  элементы матрицы Rzz . Тогда необходимо 
минимизировать следующую функцию от элемен-
тов матрицы факторных нагрузок:

 Φ Λ
Λ

( ) ( ) min.= - ®
== +=

-

ååå rij j

q

i j

p

j

p

iλ λa
a

a
111

1
2  (15) 

При этом на элементы матрицы Λ  должны 
быть наложены ограничения:

 λ a
a

j

q

j p2

1

1 1
=
å £ =, ,..., , (16) 

вытекающие из условия равенства единице диа-
гональных элементов теоретической матрицы 
корреляций (14). Стоит отметить, что задача оп-
ределения матрицы Λ  независима от определе-
ния диагональной матрицы остаточных диспер-
сий Ψ2. После того, как задача на минимум (15) 
при ограничениях (16) решена, остаточные дис-
персии находятся автоматически:

 ψ λ a
a

j j

q

j p2 2

1

1 1= - =
=
å , ,..., . (17) 

После определения матрицы факторных на-
грузок финальным шагом анализа является вы-
числение собственно реализаций ортогональных 
факторов – облака q-мерных векторов f. Наибо-
лее простая оценка следует из условия, что век-
тор шумов e распределен согласно p-мерному 
нормальному распределению с ковариацион-
ной матрицей Ψ2 . В этом случае оценкой мак-
симального правдоподобия будет оценка взве-
шенного метода наименьших квадратов:

e e f zT

f

T TΨ Λ Ψ Λ Λ Ψ- - - -® =2 2 1 2min, ( ) .  (18) 

Однако оценка (18) дает вектор общих фак-
торов с недиагональной ковариационной 

матрицей. Для того, чтобы компоненты вектора 
факторов были ортогональны, следует приме-
нять модификацию оценки (18), предложенную 
в работе [Anderson, Rubin, 1956]:

f zT T T= = +- - - -( ) , .Λ Ψ ΣΨ Λ Λ Ψ Σ ΛΛ Ψ2 2 1 2 2 2

 (19) 
Целью получения реализаций вектора общих 

факторов f является снижение размерности за-
дачи [Айвазян и др., 1989]. Вопрос о выборе чис-
ла q общих факторов – размерности вектора f 
является самым трудным в факторном анализе. 
Для его решения был предложен критерий Рип-
пе [Lawley, Maxwell, 1971], который опирается 
на предположение о нормальности распределе-
ния векторов z. Однако этот критерий показал 
очень сильную чувствительность к малым откло-
нениям от нормальности, что делает его практи-
чески неприменимым. Если отсутствует априор-
ная информация о числе q, то можно получить 
оценку максимально допустимого числа общих 
факторов, начав решать задачу с минимально-
го q =1  и постепенно увеличивать q на едини-
цу до тех пор, пока модель факторного анализа 
не выродится (общее число параметров станет 
избыточным). После этого можно взять в качес-
тве q последнее максимальное значение перед 
вырождением задачи. Вырождение задачи фак-
торного анализа называется «случаем Хейвуда» 
[Harman, 1967] и заключается в обнулении оста-
точной дисперсии ψ j

2  для одного или несколь-
ких компонент вектора z. Практически вместо 
обнуления наблюдается резкое уменьшение ос-
таточной дисперсии для той или иной компо-
ненты по сравнению с прочими (на несколько 
порядков).

Именно этот метод выбора q использовался 
в нашем случае, и он определил максимальное 
допустимое значение числа общих ортогональ-
ных факторов q = 4. На рис. 7 представлены гра-
фики 4-х общих ортогональных факторов для 
множества 10-мерных векторов свойств времен-
ного ряда уровня подземных вод после компен-
сации влияния атмосферного давления.

КЛАСТЕРНЫЙ АНАЛИЗ 
ОРТОГОНАЛЬНЫХ ОБЩИХ ФАКТОРОВ 

После понижения размерности множества 
векторов статических свойств последователь-
ности временных интервалов временного ряда 
путем перехода к рассмотрению 4 ортогональ-
ных общих факторов f, выделим кластеры в про-
странстве общих факторов, применив популяр-
ный метод k-средних (от же ISODATA) [Айвазян 
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и др., 1989; Duda, Hart, 1973]. В нашем случае 
объекты классификации представляют собой 
точки в 4-мерном евклидовом пространстве, 
причем каждая компонента этих векторов имеет 
нулевое среднее и единичное стандартное откло-
нение. Поэтому логично ввести между вектора-
ми обычное евклидово расстояние. Рассмотрим 
облако 4-мерных векторов f общих ортогональ-
ных факторов. Внутри минимального паралле-
лепипеда, содержащего классифицируемые точ-
ки f, случайным образом располагаются центры 
пробных кластеров, причем число q³2  таких 
кластеров фиксировано. Обозначим символом 
Γ начальное случайное положение пробных 

кластеров. Для заданного расположения цен-
тров кластеров производится пробное разби-
ение множества точек по принципу минимума 
расстояния до того или иного центра. Пусть 
c k qk , ,...,=1  – вектора центров кластеров, nk  – 

число точек в k-ом кластере, n Mk
k

q

=
=
å

1

 – общее 

число точек в разбиваемом множестве. В нашем 
случае M = 746 , что соответствует числу пос-
ледовательных временных интервалов длиной 
10 суток, которые содержат не более 2% вос-
полненных данных на местах пропусков. Пусть 
Bk  – множество векторов, принадлежащих 
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Рис. 7. Графики 4 ортогональных общих факторов набора 10 свойств временного ряда уровня подземных вод после 
компенсации влияния атмосферного давления в последовательных окнах длиной 10 суток.
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k-му кластеру. Вычислим вектора центров тя-
жестей получившихся кластеров: r nk

f B
k

k

=
Î
å ξ / . 

Если для всех c rk k= , то разбиение завершается. 
В противном случае вектора центров кластеров 
ck  перемещаются в центры тяжести rk , произво-
дится новое разбиение на кластеры, вычисляют-
ся новые центры тяжестей, проверяется условие 
завершения разбиения и т. д. Процедура быст-
ро сходится. Однако то разбиение на кластеры, 
которое получилось по завершению итераций, 
зависит от случайных положений центров проб-
ных кластеров Γ в самом начале итераций. Ка-
чество финального разбиения оценивается кри-
терием компактности кластеров:

 J q f ck
f Bk

q

k

( | ) | |Γ = -
Î=
åå 2

1

. (20) 

Для заданного числа кластеров q естественно 
искать такое случайное начальное расположе-
ние Γ, для которого величина (20) минимальна. 
Это достигается методом Монте-Карло: случай-
ные эксперименты по вбрасыванию центров 
пробных кластеров внутрь облака точек повто-
ряются большое число раз (ниже, при анализе 
конкретных данных, мы использовали 104 по-
пыток), после чего выбирается то разбиение, 
для которого реализовался минимум по Γ.

Далее возникает задача определения оп-
тимального числа кластеров, на которое сле-
дует разбить множество признаков. Пусть 
J q J q0( ) min ( | ).=

Γ
Γ  Если последовательно умень-

шать число пробных кластеров q от некоторого 
достаточно большого значения до минималь-
ного q = 2 , то величина J q0( )  будет монотонно 
увеличиваться, однако при оптимальном значе-
нии кластеров (если такое существует) она будет 
претерпевать излом. Более эффективный метод 
выявления оптимального числа кластеров состо-
ит в использовании псевдо-F-статистики [Vogel, 
Wong, 1979], заимствованного из дисперсионно-
го анализа:

PFS q M q n c r q J qk k
k

q

( ) ( ) | | / (( ) ( ))= - × × - - ×
=
å 0

2

1
01 , 

 (21) 
где r f M0 =å  – общий центр тяжести всего 
классифицируемого множества точек. Опти-
мальному значению числа кластеров соответс-
твует точка максимума функции (21).

На рис. 8 представлена зависимость псевдо-
F-статистики от числа пробных кластеров, из ко-
торой видно, что оптимальное число кластеров 
в пространстве ортогональных общих факторов 
равно 5.

СПЕКТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ПЕРЕХОДОВ 

МЕЖДу КЛАСТЕРАМИ 

На рис. 9а, 9б показаны последовательность 
переходов между выделенными 5 состояниями 
и последовательность 279 событий смены номе-
ра кластера. Исследуем вопрос о наличии пери-
одических составляющих интенсивности этих 
переходов. Ниже используется метод выделения 
периодических компонент точечного процес-
са, основанный на вычислении разности между 
максимальными значениями логарифмических 
функций правдоподобия для двух моделей: пу-
ассоновского процесса с постоянной интенсив-
ностью и процессом, имеющем периодическую 
составляющую, предложенный в работе [Любу-
шин и др., 1998].

Пусть t i Ni , ,...,=1  – времена последова-
тельности событий, наблюдаемых на интервале 
( , ].0 T  Рассмотрим следующую модель интен-
сивности, содержащую периодическую компо-
ненту:

 λ m w ϕ( ) ( cos( )),t a t= + +1  (22) 

где: частота w, амплитуда a a, ,0 1£ £  фазовый 
угол ϕ, ϕ πÎ[ , ]0 2  и множитель m> 0  (описыва-
ющий пуассоновскую часть интенсивности) яв-
ляются параметрами модели. Таким образом, 
пуассоновская часть интенсивности модулиру-
ется гармоническим колебанием.

Зафиксируем какое-то значение частоты w. 
Логарифмическая функция правдоподобия мо-
дели (22) в этом случае для серии наблюденных 
событий равна:

200
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360
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Пробное число кластеров, от 50 до 2

160
0 10 20 30 40 50

Рис. 8. График псевдо-F-статистики для кластериза-
ции 4 ортогональных общих факторов.
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ln ( , , | ) ln( ( )) ( )

ln( ) ln( cos(

L a t u du

N a t

i
t

T

i

i

m ϕ w λ λ

m w

= - =

= + + +

å ò
0

1 ϕϕ

m
m
w

w ϕ ϕ

))

[sin( ) sin( )].

ti

T
a

T

å -

- - + -  (23)

 

Взяв максимум выражения (23) по отноше-
нию к параметру m нетрудно найти что:

m m ϕ w
w ϕ ϕ w

= =
+ + -

^( , | )
(sin( ) sin( )) /

a
N

T a T
. (24)

Подставляя (24) в формулу (23) получаем:

ln( ( , , | )) ln( cos( ))

ln( ( , | )) .

L a a t

N a N

i
ti

m ϕ w w ϕ

m ϕ w

^

^

= + + +

+ -

å 1

 (25)
 

Приращение логарифмической функции 
правдоподобия вследствие рассмотрения бо-
лее богатой, чем для чисто случайного потока 
событий, модели интенсивности с гармони-
ческой компонентой с заданной частотой w 
равно:

 
∆ ln ( , | ) ln( cos( ))

ln( ( , | ) / ).

L a a t

N a

i
ti

ϕ w w ϕ

m ϕ w m

= + + +

+

å 1

0
^ ^  (26)

 

Пусть 

R L a a
a

( ) max ln ( , | ), , [ , ]
,

w ϕ w ϕ π
ϕ

= £ £ Î∆ 0 1 0 2 . (27) 

Функция (27) может рассматриваться как 
обобщение спектра для последовательности со-
бытий. График этой функции показывает на-
сколько «более выгодна» периодическая модель 
интенсивности по сравнению с чисто случайной 
моделью. Максимальные значения функции (27) 
выделяют частоты, присутствующие в потоке со-
бытий. Как показано в работе [Любушин и др., 
1998]:

 P{ ( ) } , .R x e Nxw < = - ®¥-1  (28) 

Асимптотическое распределение (28) можно 
использовать для оценки статистической значи-
мости максимумов функции (27). Из формулы 
(28) следует, что вероятность превышения ве-
личиной (27) порога 4 равна 0.02, то есть асимп-
тотически значимость частот w, для которых 
R( ) ,w > 4  равна 98%.
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Номер кластера
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Последовательность моментов времени переходов между кластерами

Правый конец временного окна длиной 10 суток
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Рис. 9. (а) – Последовательность 5 кластеров в пространстве 4-х общих факторов статистических свойств времен-
ных фрагментов длиной 10 суток временного ряда уровня подземных вод после компенсации влияния атмосфер-
ного давления (рис. 7); (б) – последовательность 279 переходов между кластерами.
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Непосредственное применение изложенного 
метода спектрального анализа последователь-
ности событий, представленной на рис. 9б за-
трудняется наличием достаточно длинных про-
пусков данных в 1995 г и в конце 2010 г. Такие 
пропуски данных могут привести к появлению 
ложных низкочастотных компонент. Поэтому 
рассмотрим последовательность 217 переходов 
между кластерами лишь для интервала времени 
от 22.06.1995 до 10.09.2010 гг., когда не было длин-
ных пропусков регистрации. На рис. 10 пред-
ставлен график функции (27), вычисленной для 
2000 пробных значений периодов в равномер-
ной логарифмической шкале от 20 до 1000 суток. 
Из этого графика следует, что у переходов между 
кластерами есть 2 значимых периода (с вероят-
ностью принятия гипотезы о существовании та-
ких периодичностей не менее 98%) с периодами 
46 и 275 суток.

ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗЫ СВЯЗИ 
С СИЛЬНЕЙшИМИ ЗЕМЛЕТРЯСЕНИЯМИ 

Частотные оценки вероятностей нахожде-
ния в каждом из выделенных состояний, пред-
ставленных на рис. 9а, равны 0.217, 0.120, 0.341, 
0.055, 0.267, соответственно, для состояний 1–5. 
Таким образом, 4-е состояние можно назвать 
аномальным, поскольку вероятность нахожде-
ние в этом кластере равна 5.5%. Проверим ги-
потезу о том, что пребывание свойств временно-
го ряда в этом аномальном кластере может быть 
как-то связано с последовательностью 27 силь-
нейших землетрясений с магнитудой не менее 
8, происшедших в течение 22 лет наблюдений, 
1993–2015 гг. На рис. 11а, 11б вертикальными 
штрихами представлены 2 последовательности 
событий: 34 момента времени, соответствующие 
правому концу 10-суточного временного окна, 
после которого свойства ряда наблюдений пе-
реходят в 4-й кластер, рис. 11а и 27 сильнейших 
землетрясений с магнитудой не менее 8, про-
исшедших в течение 22 лет наблюдений, 1993–
2015 гг. (рис. 11б).

Для проверки гипотезы применим метод 
матриц влияния, основанный на линейной мо-
дели взаимодействия между потоками событий. 
Этот метод был предложен в работе [Любушин, 
Писаренко, 1993; Любушин, 2007]), где рассмат-
ривалась модель взаимодействия последователь-
ностей сейсмических событий из нескольких 
регионов и использования функции влияния 
события, затухающей по степенному закону, 
используемому в модели ETAS (epidemic-type 
aftershock sequence) [Ogata, Katsura, 1993], 

причем показатель степенного закона затухания 
входит в список определяемых параметров мо-
дели. Ниже метод упрощен и изложен для час-
тного случая 2-х последовательностей событий 
и использования экспоненциального закона за-
тухания функции влияния события.

Пусть t j Nj
( ), ,..., ; ,a

a a= =1 1 2  представляют 
собой моменты времен 2-х потоков событий. 
Представим интенсивность какого-нибудь про-
цесса в виде:

 λ a a
b
a b

b

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )t b b g t= +
=
å0

1

2

, (29) 

где: b b0 0 0( ) ( ),a
b
a³ ³  – параметры; g t( )( )b  – функ-

ция влияния событий потока с номером b. Пред-
ставим функцию влияния события в виде:

 g t t t j

t tj

( ) ( )( ) exp( ( ) / )
( )

b b t
b

= - -
<

å , (30) 

где t> 0  является характерным временным мас-
штабом рассмотрения взаимодействия между 
потоками событий. Таким образом, в соответс-
твии с формулой (30), вес события с номером j 
становится ненулевым для времен t t j> ( )b  и эк-
споненциально затухает с характерным време-
нем t по мере возрастания текущего времени t. 
Сумма всех таких затухающих экспонент образу-
ет функцию влияния g t( )( )b  потока с номером b. 
Параметр bb

a( )  является масштабирующим мно-
жителем и именно он определяет степень влия-
ния потока b на поток a: b a® . Параметр ba

a( )  
определяет степень влияния потока a на самого 
себя (самовозбуждение), а параметр b0

( )a  отража-
ет чисто случайную компоненту интенсивности, 
для которой функция влияния постоянна и тож-
дественно равна 1.

Зафиксируем параметр t и рассмотрим задачу 
определения параметров b b0

( ) ( ), .a
b
a  Логарифми-

ческая функция правдоподобия для нестацио-
нарного пуассоновского процесса равна [Cox, 
Lewis, 1966]:

ln( ) ln( ( )) ( ) , , ,( ) ( ) ( )L t s dsj

T

j

N

a
a a aλ λ a

a

= - =òå
= 01

1 2  

 (31) 
где [ , ]0 T  есть интервал наблюдения. Таким обра-
зом, необходимо найти максимум функции (31) 
по отношению к параметрам b b0

( ) ( ), .a
b
a  Принимая 

во внимание формулу (29) и используя правило 
дифференцирования сложной функции, нетруд-
но получить следующее выражение:
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 (32) 
Поскольку параметры b b0

( ) ( ),a
b
a  должны быть 

неотрицательными, то каждый член в левой час-
ти формулы (32) равен нулю в точке максимума 
функции (31) – либо в силу необходимых условий 
экстремума (если параметры положительны), 
либо, если максимума достигается на границе, 
то сами параметры равны нулю. Следовательно, 
в точке максимума логарифмической функции 
правдоподобия (31) выполняется равенство:

 λ a
a

( )( )s ds N
T

=ò
0

. (33) 

Подставим выражение (29) в (33) и разделим 
на длину интервала наблюдения. Тогда получим 
другой вид формулы (33):

 b b g
N

T

m

0 0
1

( ) ( ) ( ) ( )a
b
a b a a

b

λ+ × = º
=
å , (34) 

где g
T

g s ds
T

( ) ( )( )b b= ò
1

0

 – среднее значение функ-

ции влияния. Подставляя b0
( )a  из (34) в (31), по-

лучим следующую задачу на максимум, эквива-
лентную задаче максимизации (31):

Φ ∆( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ) ln( ( )) maxa a a a
b
a b a

b

λb b b g t j
j

N

1 2 0
1

2

1

= + ®
==
å

aa

å ,

 (35) 
где ∆g t g t g( ) ( ) ( )( ) ( )b b b= - , при ограничениях:

 b b b g1 2
1

2

00 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , .a a
b
a b

b

aλ³ ³ £
=
å  (36) 

Функция (35) является выпуклой с отрица-
тельно определенным гессианом [Любушин, 
Писаренко, 1993] и, следовательно, задача (35), 

(36) имеет единственное решение. Эта задача 
решается численно методом проекции градиен-
та [Моисеев и др., 1978].

Решив задачу (35), (36) для заданного t, можно 
ввести доли интенсивности m a bb

a( ), , ; , ,= =1 2 0 1 2  
согласно формулам:

 k
λ

k
λ

a
a

a b
a b

a b

a0
0

0 0

0 0( )
( )

( )
( )

( ) ( )

( )
,= ³ =

×
³

b b g
, (37) 

которые можно назвать элементами матрицы 
влияния.

Интерпретация этих величин вполне естест-
венна: k a

0
( )  является частью средней интенсив-

ности процесса с номером a, являющейся чисто 
стохастической, часть ka

a( )  вызвана влиянием са-
мовозбуждения a a®  и k b ab

a( ), ¹  обусловлена 
внешним влиянием b a® . Из формулы (33) вы-
текает условие нормировки:

 k k aa
b
a

b
0

1

2

1 1 2( ) ( ) , ,+ = =
=
å . (38) 

В таблице представлены результаты расчета 
элементов матриц влияния для двух значений 
времен затухания, 10 и 100 суток. Видно, что 
рассматриваемые последовательности событий 
являются пуассоновскими для времени затуха-
ния 10 суток, но для 100 суток в последователь-
ности моментов времени перехода в 4-й клас-
тер появляется небольшая самовозбуждающаяся 
компонента. Однако для всех рассматриваемых 
времен затухания связь между потоками собы-
тий отсутствует.

ВЫВОДЫ 

Конечным результатом предложенного мно-
гофакторного анализа свойств временного ряда 
наблюдений за уровнем подземных вод является 
диаграмма переходов между статистически зна-
чимыми кластерами, представленная на рис. 9а. 

Матрицы влияния для анализа связи между сильнейшими землетрясениями и временами перехода 
в аномальный кластер для двух времен затухания экспоненциальной функции влияния событий, 
10 и 100 суток

Время затухания 
t, сутки

Последовательность 
событий

Пуассоновская 
часть Самовозбуждение Влияние другой 

последовательности

10
Землетрясения 0.954 0.046 0.000

Переход в 4-й кластер 1.000 0.000 0.000

100
Землетрясения 1.000 0.000 0.000

Переход в 4-й кластер 0.784 0.216 0.000
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Спектральный анализ точечного процесса вре-
мен перехода между различными кластерами 
(рис. 9б) позволил выделить значимые пери-
одические компоненты интенсивности таких 
переходов с периодами 46 и 275 суток (рис. 10). 
Наличие таких периодов, возможно, отражает 
как региональные, так и глобальные причины, 
воздействующие на обширный подземный го-
ризонт. Проверка связи переходов в аномаль-
ный кластер и сильнейших землетрясений мира 
(рис. 11) дала отрицательный результат – такая 

связь для наблюдений в асейсмическом регионе 
отсутствует (таблица).

Дальнейшая интерпретация полученных ре-
зультатов нуждается в привлечении информации 
о других геофизических полях в рассмотренном 
регионе. Тем не менее, кое-какие общие сообра-
жения о наличии нескольких состояний времен-
ного ряда длительных наблюдений могут быть 
приведены.

В асейсмических регионах, к которым от-
носится территория Москвы, разрядка потока 
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Рис. 10. График максимума разности логарифмичес-
ких функций правдоподобия в зависимости от пе-
риода для последовательности времен переходов 
между 5 кластерами (рис. 9б) в интервале времени 
22.06.1995–10.09.2010 гг. (217 событий) для пробных 
периодов от 20 до 1000 суток. Отмечены 2 периода 
со значимостью 98% со значениями 46 и 275 суток.

Рис. 11. (а) – Последовательность временных интервалов длиной 10 суток, когда происходит переход в 4-й «ано-
мальный» кластер; (б) – последовательность сильнейших землетрясений магнитудой не менее 8.
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энергии из земных недр носит плавный характер 
и имеет вид не резкого возбуждения сейсмичес-
ких волн, а увеличения «медленных» движений 
земной коры, происходящих вдоль сравнительно 
узких зон локализации деформаций – линеамен-
тов. Интенсификация подобного рода движений 
земной коры может приводить к усилению миг-
рации подземных вод, обладающих способнос-
тью разупрочнять блоки земной коры, усиливать 
карстово-суффозионные процессы. В свою оче-
редь, последнее приводит к увеличению вероят-
ности оползней, растрескивания фундаментов 
больших зданий, прорыва подземных тоннелей, 
коррозии путей метрополитена. Таким обра-
зом, выделенная последовательность временных 
фрагментов с отличающимися статистическими 
характеристиками может быть использована для 
корреляции временных интервалов из различ-
ных кластеров с интенсивностью техногенных 
происшествий на территории мегаполиса.

Работа выполнена при поддержке Российско-
го фонда фундаментальных исследований, грант 
№ 18-05-00133.
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The results of the analysis of continuous precise time series of atmospheric pressure and groundwater level 
fluctuations in a well drilled to a depth of 400 m in the territory of Moscow are presented. The observations 
are remarkable in terms of their duration of more than 22 years (from February 2, 1993 to April 4, 2015) 
and by the sampling interval of 10 min. These long observations are suitable for exploring the stationarity 
of the properties of hydrogeological time series in a seismically quiet region, which is important from the 
methodological standpoint for interpreting the similar observations in seismically active regions aimed 
at earthquake prediction. Factor and cluster analysis applied to the sequence of multivariate vectors of 
the statistical properties of groundwater level time series in the successive 10-day windows after adaptive 
compensation for atmospheric pressure effects distinguish five different statistically significant states of the 
time series with the transitions between them. An attempt to geophysically interpret the revealed states is 
made. Two significant periods – 46 and 275 days – are established by spectral analysis of the sequence of the 
transitions times between the clusters.
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