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Влияние процессов в атмосфере на наклоны 
ранее неоднократно обсуждалось, в том чис-
ле, в работах расчетно-теоретического плана. 
Начало положила статья [Darwin, 1882]. В ней 
рассматривается упругое полупространство, 
атмосферное давление над которым меняется 
вдоль оси x по синусоидальному закону. То есть: 
рельеф отсутствует, распределение давления не-
равновесное и должно сопровождаться массопе-
реносом. Эти два момента являются основны-
ми в постановке задачи. Авторы последующих 
(часто весьма содержательных) работ их так или 
иначе воспроизводят.

Показательна статья [Перцев, Ковалёва, 
2004]: в ней авторы моделируют нестационарный 
процесс в атмосфере, а именно – прохождение 
циклона, который представляет собой область 
пониженного атмосферного давления с харак-
терным размером ~600 км. Давление в центре 
циклона отличается от нормального атмосфер-
ного давления на 40 мбар, т. е. на 4%.

Авторами получены следующие оценки: 
максимальное значение – 5 мсек дуги, или 
2 10 8× -  рад – наклоны достигают на расстоя-
нии ~200 км от центра циклона. На рассто-
янии 1000 км от центра наклоны составляют 
~ 5 10 10× -  рад. Для сравнения: амплитуда вол-
ны М2 на широте Москвы – величина поряд-

ка 5 10 8× - ;  амплитуды суточных волн примерно 
в 2 раза меньше.

Но эти оценки носят «усредненный» харак-
тер, поскольку топографию – фактор, облада-
ющий малым (по сравнению с масштабом рас-
сматриваемого явления) «радиусом действия» – 
авторы не учитывают. «На локальном уровне» 
фактор рельефа может стать решающим.

Второй пример: статья [Латынина, Василь-
ев, 2001]. Авторы анализируют данные, которые 
были получены на Подмосковной станции Прот-
вино. Метеорологическая обстановка в районе 
станции известна, она характеризуется чере-
дованием циклонов и антициклонов. Авторы 
вводят в рассмотрение передаточную функцию 
«от баровариаций к наклонам». Для периодов 
от 2 до 15 суток значение этой функции пример-
но в 7 раз больше теоретической. Авторы счи-
тают, что «причиной возникновения аномально 
больших наклонов земной поверхности являет-
ся латеральная неоднородность поверхностных 
слоев земной коры». Однако не исключено, что 
отчасти это несоответствие обусловлено нали-
чием рельефа, который авторы «не замечают». 
Ниже будет показано, что даже слабый рельеф 
может существенно повлиять на барические на-
клоны.
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Изучено влияние рельефа на барические наклоны. Основное внимание уделено двумерной за-
даче. Вариации барического поля предполагаются равновесными (горизонтальная составляю-
щая градиента давления отсутствует), а рельеф – финитным. Последнее значит, что площадь 
области, заключенной между линией рельефа и осью абсцисс, конечна. Показано, что эта пло-
щадь – единственный геометрический параметр, от которого зависят вертикальные смещения 
и наклоны в дальней зоне. Выписаны асимптотики для вариаций вертикальных смещений и на-
клонов. Дано обобщение на трехмерный случай.
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О влиянии рельефа на атмосферные накло-
ны говорится только в статье [Широков, Ано-
хина, 2003], но авторы ограничиваются конс-
татацией факта и не приводят количественных 
оценок. В данной работе этот пробел будет 
восполнен.

Вариацию барического поля мы будем считать 
равновесной. Это значит, что давление в каждый 
момент времени зависит только от высоты над 
уровнем моря; горизонтальной составляющей 
у градиента давления нет. При наличии рельефа 
даже равновесные вариации давления должны 
сопровождаться изменением наклонов.

Рассмотрение будет вестись в рамках линей-
ной теории упругости. Основное внимание мы 
уделим двумерной задаче. Это связано с тем, что 
рельеф, как правило, имеет линейно-протяжен-
ную структуру (разломы, цепи холмов, речные 
русла). С другой стороны, решить двумерную за-
дачу проще, поскольку ее можно свести к крае-
вой задаче теории функций комплексного пере-
менного.

Этот подход был предложен Г. Колосовым 
[Колосов, 1935]. С его помощью в статье полу-
чен упомянутый в аннотации приближенный 
результат общего характера, а также точное ре-
шение для рельефа специального вида – образа 
нижней полуплоскости при конформном отоб-
ражении:

 z w w a w ic c a w( )= - -( ) ³ > £2 0 0, ; Im .  (1)

Этот рельеф представляет собой впадину, 
выраженную тем более явно, чем больше отно-
шение a c.  Показано, что вклад такого рельефа 
в барические наклоны может на порядок пре-
вышать чувствительность современных накло-
номеров.

1. ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ

1.1. Финитный рельеф

Пусть D – (нижняя) полуплоскость с релье-
фом, ¶D  – линия, ограничивающая ее сверху, 
то есть собственно рельеф. Предположим, что 
у бесконечных ветвей рельефа есть общая гори-
зонтальная асимптота. Введем правую систему 
координат ( , ),x y  совместив с этой асимптотой 
ось абсцисс; ось ординат направим вертикаль-
но вверх. Условимся через y x( )  обозначать ор-
динату точки рельефа с абсциссой x; будем счи-

тать (хотя это и необязательно), что такая точка 
только одна.

Назовем рельеф финитным, если при 
x ®±¥

 ¢( )= ( )y x o 1 ,  y x O x( )= ( )+1 1| | ,α  (2)

где α  – любое положительное число. Кроме 
того, пусть производная ¢y x( )  имеет не более 
конечного числа точек разрыва.

Из (2), в частности, следует сходимость ин-
теграла:

 S y x dx=
-¥

¥

ò ( ) .  (3)

Этот интеграл представляет собой «алгебраи-
ческую площадь» области, заключенной между 
линией рельефа и осью абсцисс. Все дальнейшие 
рассмотрения в полной мере относятся именно 
к финитному рельефу.

ПРИМЕР 1.
¶D  – незамкнутая ломаная, такая, как на 

рис. 1а: вне отрезка, соединяющего крайне пра-
вую и крайне левую вершины, ордината y x( ) .= 0  
У производной ¢y x( )  конечное число точек раз-
рыва (оно равно числу вершин ломаной), поэто-
му условия (2) соблюдены.

Рис. 1. Примеры финитного рельефа: (а) линия 
рельефа – ломаная с конечным числом звеньев; 
(б) линия рельефа – образ действительной оси при 
отображении (1), где c a= 2 .

y0 y0

–H

10Hy

x

(а)

(б)
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g – ускорение свободного падения; ρ»1 2.  кг/м3 – 
плотность воздуха вблизи поверхности Земли.

Деформации и наклоны линейно зависят 
от атмосферного давления p. Поэтому вклад ре-
льефа можно представить как сумму двух слага-
емых: первое пропорционально p0 (слагаемое I); 
второе, учитывающее изменение давления с вы-
сотой – пропорционально ρg y x( ) (слагаемое II). 
Заметим, что слагаемое I в двумерной поста-
новке рассчитывается так же, как вклад рельефа 
в приливные наклоны (для слабого рельефа эта 
задача решена в ст. [Молоденский, 1983]): давле-
ние p0 играет роль приливного напряжения. 

Соотношение слагаемых I и II заслуживает 
отдельного рассмотрения, которое выходит за 
рамки данной статьи. Здесь скажем только, что 
доля второго слагаемого тем значительнее, чем 
«масштабнее» рельеф; но главное – оно пре-
валирует в дальней от активной части рельефа 
зоне. Поэтому, на наш взгляд, оно представляет 
гораздо больший интерес. Именно его мы и бу-
дем анализировать. 

Итак, будем считать, что:

 p g y x=- ( )ρ .  (10)

Двумерную задачу теории упругости (6)–(8) 
можно свести к краевой задаче теории функ ций 
комплексного переменного, используя метод 
Колосова. Этот метод с исчерпывающей пол-
нотой изложен в книге [Мусхелишвили, 1966] 
(см. также [Портон, Перлин, 1981]). Он осно-
ван на том, что компоненты тензора напряже-
ний являются производными бигармонической 
функции, т. н. функции Эри U x y( , ) :  

σ σ σxx xy yy

U

y

U

x y

U

x
=

¶
¶

=-
¶
¶ ¶

=
¶
¶

2

2

2 2

2
, , ,

и на теореме Гурса, в силу которой бигармони-
ческую в области D функцию можно предста-
вить в виде:

U z dz= +( )òRe ,ϕ ψ

где ϕ( )z  и ψ( )z  – аналитические в этой облас-
ти функции комплексной переменной z x iy= + .  
Функции ϕ( )z  и ψ( )z  связаны на границе ус-
ловием:

 ϕ ξ ξϕ ξ ψ ξ ξ ξ( ) ( ) ( ) ( ), .+ ¢ + = Î¶f D  (11)

Здесь f z( )  – «комплексный градиент» функ-
ции U x y( , ) :  

Терминологическое замечание. Если y x( ),  как 
в Примере 1, функция с компакт ным носите-
лем, рельеф будем называть «совсем финит-
ным».

ПРИМЕР 2. ¶D  – граница области, в кото-
рую переходит нижняя полуплоскость комплекс-
ной переменной w при простейшем рациональ-
ном конформном отображении (1), см. рис. 1б). 
Оно имитирует ложбину, глубина которой H 
равна:

 H a c= 2 .  (4)
Интеграл (3) легко вычислить:

 S a
a

c
=- -

æ

è
çççç

ö

ø
÷÷÷÷

π 2
2

2
1

4
.  (5)

Вклад рельефа (1) в барические наклоны бу-
дет вычислен в п. 2.

1.2. Метод Колосова–Мусхелишвили

Обозначим через σ σ σxx xy yy, ,  компоненты 
тензора напряжений, через ( , )u v  – компоненты 
вектора упругих смешений, через λ  и µ  – коэф-
фициенты Ламе (модуль сжатия и модуль сдвига). 
Двумерная задача теории упругости представля-
ет собой систему из семи скалярных уравнений, 
из которых три уравнения выражают закон Гука:

 

σ λ µ σ

λ µ

σ

xx yy

xy

u x v y u x

u x v y v y

= ¶ ¶ +¶ ¶( )+ ¶ ¶ =

= ¶ ¶ +¶ ¶( )+ ¶ ¶

/ / / ,

/ / / ,

2

2

== ¶ ¶ +¶ ¶( )µ u y v x/ / ,

 (6)

два – условия равновесия:

 
¶ ¶ +¶ ¶ =

¶ ¶ +¶ ¶ =

σ σ

σ σ
xx xy

xy yy

x y

x y

/ / ,

/ /

0

0
 (7)

и еще два – краевые условия, заданные на гра-
нице ¶D :

 σ σ σ σxx x xy y x xy x yy y yn n F n n F+ = + =, .  (8)

В (8) n nx y,  – компоненты вектора внешней 
нормали; F Fx y,  – компоненты вектора внеш-
них усилий. В нашем случае, согласно закону 
Паскаля:

 F p n F p nx x y y=- =-, ,  (9)

где p – атмосферное давление, меняющееся 
от точки к точке: p p g y x= - ( )0 ρ .

Здесь p0 – давление «на уровне моря», кото-
рому соответствует значение ординаты y = 0; 
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f z
U

x
i

U

y
( ) ,=

¶
¶

+
¶
¶

он определен с точностью до аддитивной конс-
танты. Функцию f ( )ξ  будем называть нагрузоч-
ной функцией. Ее можно выразить через компо-
ненты вектора внешних усилий:

 f i F iF dsx y

D

( ) ( ) ,ξ = +
¶
ò  (12)

где ds – элемент дуги контура ¶D.  Интегрирова-
ние идет в положительном направлении так, что 
область D находится от нас слева. Подставив (9) 
в (12), получим:

 f p dx idy
D

ξ( )=- × +( )
¶
ò .  (13)

Мы учли, что n dy ds n dx dsx y= =-, .  Нако-
нец, пользуясь (10), приводим (13) к виду:

f f x iy

g y x dx
i

y x y b
b

x

ξ

ρ

( )= +( )=

= ( ) + ( )- ( )( )
æ

è

ççççç

ö

ø

÷÷÷÷÷
+ò 1 1

2 2

2
cconst.

Здесь: x1  – абсцисса текущей точки ¶D; b – 
произвольное действительное число. Если рельеф 
финитный, мы можем положить b=¥,  и, отбро-
сив несущественную константу, написать:

 f g y x dx
i

y x
x

ξ ρ( )= ( ) + ( )
æ

è

ççççç

ö

ø

÷÷÷÷÷
¥
ò 1 1

2

2
.  (14)

Решив задачу (11)–(14), мы с помощью фор-
мулы, принадлежащей Г. Колосову:

 2µ κϕ ϕ ψu iv z z z z+( )= ( )- ¢( )- ( ),  (15)

где κ λ µ λ µ= +( ) +( )3 , сможем найти смещения 
во всей области D. На линии рельефа:
 2 1µ κ ϕ ξ ξ ξu iv f D+( )= +( ) ( )- ( ) Î¶, .  (16)

Нас интересует, в основном, наклоны 
¶ ¶

= Î
v z x

z D
( ) / .

ξ
 Наша ближайшая цель – полу-

чить асимптотику для наклонов при | | .x ®¥  
Мы покажем, что единственный геометри-
ческий параметр, от которого она зависит – 
интеграл (3).

1.3. Вертикальные смещения 
и наклоны в дальней зоне

Обратимся к общей задаче (11) для полуплос-
кости с рельефом. Как уже было сказано, функ-
ция f ( )ξ  в правой части (11) определена с точнос-
тью до постоянного слагаемого. Если его можно 
подобрать так, чтобы величина f ( )ξ  при ξ®¥  

достаточно быстро стремилась к нулю (например, 
как 1 ξ α

,  где α>0),  функция ϕ( )z  на бесконеч-
ности будет регулярной. Это значит, что:

¢( )= ( ) ®¥ϕ z o z z1 , .

Например, для нижней полуплоскости, огра-
ниченной действительной осью, решение гласит:

ϕ
π

ξ ξ
ξ

( )
( )

z
i

f d

z
=

-
¥

-¥

ò
1

2

и ¢ϕ ( )z  убывает как 1 2
z  [Мусхелишвили, 1966]. 

Но функция (14) при обходе контура ¶D  испы-
тывает приращение f

D
[ ]¶ ,  не равное 0:

 f g y x dx gS
D

[ ] = ( ) =-
¶

¥

-¥

òρ ρ1 1 .  (17)

Поэтому применим прием, также описанный 
в кн. [Мусхелишвили, 1966]: будем искать функ-
ции ϕ( )z  и ψ( )z  в виде:

 

ϕ

ψ

z A z z z

z B z z C z

( )= -( )+ ( )
( )= -( )+ + ( )

ln ,

ln .

0

0

Φ

Ψ  (18)

Здесь: z0  – точка, лежащая в верхней полу-
плоскости, выше самой высокой точки облас-
ти D; Φ Ψ( ), ( )z z  – аналитические функции, ре-
гулярные на бесконечности. Под ln z  мы будем 
понимать ветвь логарифма 

ln ln | |z z i z= + Arg ,

где Arg z  – аргумент комплексного числа, ко-
торый меняется в пределах от -π  до π.  Важно, 
что приращение логарифма при обходе контура 
¶D  отлично от 0:

ln .ξ π-( )é
ë

ù
û =-
¶

z i
D0

Подставляем (18) в (11):

Φ Φ Ψ( ) ( ) ( )

( ) ln( ) ln(

_______ ______

__ __

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

+ ¢ + =

= - - - -f A z B z0 0

____
__

__ ___

__

) ,

.

-
-

-

Î¶

ξ
ξ

ξ

A

z
C

D
0

 

(19)
При Re ξ®±¥  правая часть (19) должна ос-

таваться ограниченной, более того – стремиться 
к нулю, откуда:

A B
f

i

gS

i
C

f

i

gS

i
D D= =- = = =-¶ ¶[ ]

;
[ ]

.
2 2 2 2π

ρ
π π

ρ
π

 (20)

При этих значениях A, B и C правая часть 
(19) стремится к 0 по степенному закону: если 
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α£1,  не медленнее чем 1 ξα ,  а в случае α>1  – 
не медленнее, чем 1 ξ.  Следовательно:

 
ϕ

ρ
π

ψ
ρ
π

ρ
π

z
gS

i
z z z

z
gS

i
z z

gS

i
z

( )= -( )+ ( )

( )= -( )- + ( )

2

2 2

0

0

ln ,

ln ,

Φ
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 (21)

где

 ¢( )= ( ) ®¥Φ z o z z1 , .  (22)

Выразим через Φ( )z  вертикальные смещения 
на границе. Подставив (21) в (16), имеем после 
отделения мнимой части:

v
gS

z
gy

=
+
+( )

- - + ( )
æ

è
çççç

ö

ø
÷÷÷÷-

λ µ
µ λ µ

ρ
π

ξ ξ
ρ
µ

2

2 40

2

ln | | Im .Φ

(23)
Мы учли, что согласно (14),

Im .f gy=ρ 2 2

Предположим, что рельеф «совсем финитный», 
т. е. для далеких точек, лежащих на линии рельефа:

y x= =0, .ξ

Тогда в силу (23) вертикальные смещения 
в этих точках:

 v
gS

x z x=
+
+( )

- - + ( )
æ

è
çççç

ö

ø
÷÷÷÷

λ µ
µ λ µ

ρ
π

2

2 0ln | | Im .Φ  (24)

Дифференцируя (24) по x, получаем выраже-
ние для наклонов:

¶
¶

=
+
+( )

-
-

+ ¢( )
æ

è
çççç
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ø
÷÷÷÷
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x

gS x

x z
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2

2 0
2| |

Im .Φ

Принимая во внимание (22), находим асимп-
тотику при x ®¥ :  

 ¶
¶

=-
+
+( )

+ ( )v

x

gS

x
o x

λ µ
µ λ µ

ρ
π

2

2
1 .  (25)

Таким образом, изменение наклона δ¶ ¶v x  
вследствие равновесных вариаций барического 
поля в далеких от активной части рельефа точках:

 δ
λ µ
µ λ µ

δρ
π

¶
¶

-
+
+( )

v

x

g S

x
~

2

2
,  (26)

где δρ  – вариация плотности воздуха. Формулы 
(25) и (26) верны и в случае «просто финитного» 
рельефа, когда функция y x( )  удовлетворяет ус-
ловиям (2).

Будем считать температуру неизменной. Тогда:
δρ δ~ p0,

где δ p0  – вариация давления вблизи поверх-
ности Земли. Если p0 увеличивается или падает 
на 50 мбар, т. е. на 5% по отношению к среднему 
значению, на 5% по отношению к средней плот-
ности 1.2 кг/м3, изменяется плотность ρ,  т. е.:

 δρ » 0 06.  кг/м3. (27)
В дальнейшем мы будем исходить из оценки 

(27). На первый взгляд, она кажется завышенной: 
дневная вариация давления редко превышает 
15 мбар, плотности (при постоянной температу-
ре) – 0.018 кг/м3. Однако на промежутке време-
ни длиной ~10 суток вариация давления в дан-
ном пункте вполне может составить 50–55 мбар, 
а «… при последовательном прохождении циклона 
и антициклона… перепад давления может дости-
гать 100 мбар» [Латынина, Васильев, 2001]. Этому 
перепаду давления отвечает вдвое большая, чем 
(27), вариация плотности: δρ = 0 12.  кг/м3.

Но плотность воздуха ρ  не только пропорцио-
нальна давлению, она обратно пропорциональна 
абсолютной температуре. Поэтому δρ  может быть 
еще больше, если температура и давление меняют-
ся в противофазе. Рассмотрим ситуацию, типич-
ную для среднеширотной зимы: циклон уступает 
место антициклону, при этом температура падает 
на 15 20- °. Тогда δρ~ 0 18 0 20. .-  кг/м3.

Модули λ  и µ  мы примем равными:

 λ µ= = ×3 1010 н/м2. (28)
Значения вариации плотности (27) и коэффи-

циентов Ламе (28) будем называть стандартными.
ПРИМЕР 3. Область D – протяженный карьер 

(траншея, русло реки) сечением 100 ´ 100 м 
(см. рис. 2). Тогда S =-104  м2. В силу (26), при 
стандартных значениях δρ , λ и µ на расстоянии 
x =1000 M от карьера вариация наклона, обуслов-
ленная изменением атмосферного давления, равна:

 δ
¶
¶

= × -v

x
0 5 10 10.  рад. (29)

Мы получили величину в пределах точности 
наклономера. Но (29) – это, скорее, оценка сни-
зу: значения упругих модулей (28) характерны 
для консолидированной среды с преобладанием 
гранита и базальта. Там, где преобладают осадоч-
ные породы, модули на полпорядка меньше [Ла-
тынина, Васильев, 2001]. Кроме того, речь идет 
о дальней зоне; максимальное значение вариа-
ции наклона, очевидно, в несколько раз больше. 
Следовательно, эффект от равновесной вариации 
давления при данной геометрии рельефа может со-
ставить ~5 10 10× -  рад, а это – доступная измере-
нию величина.
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2. ОТОБРАЖЕНИЕ (1).
Рассмотрим подробно рельеф, определяемый 

отображением (1). Параметры a и c имеют следу-
ющий геометрический смысл: пусть H – глубина 
впадины, r – радиус кривизны в самой низкой 
точке дна. Тогда:

a H rH H c rH H2 22 2= + = +, .

При фиксированном значении с рельеф пред-
ставляет собой впадину, выраженную тем рез-
че, чем больше a. Случаю a c=1,  показанному 
на рис. 3б, соответствует значение r = 0.  Тогда 
ложбина превращается в каньон, и:

a c H= = ,

где H – глубина каньона. Функция y x( )  содержит 
точку заострения x y c= =-0, ,  в которой произ-
водная ¢y x( )  скачком меняется от -¥  до +¥.

Для области D, задаваемой отображением (1), 
решение задачи о наклонах, обусловленных рав-
новесными вариациями барического поля, вы-
ражается через элементарные функции, правда, 
формула получается весьма громоздкая. Запи-
шем нагрузочную функцию (14) в виде:

f g d
i

( ) Im ,ξ ρ ξ ξ
ξ

=
¥- ×
ò 1 1

0

где интегрирование идет по контуру ¶D.  Про-
образом точки ξÎ¶D  служит точка η,  принад-
лежащая действительной оси комплексной 

плоскости w. Перейдем к (действительной) пе-
ременной η.  Из (1) имеем:

 ξ η
η

η= -
-

=
a

ic

2

0, Im .  (30)

Отсюда:
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Следовательно:
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Очевидно, что этот интеграл «берется». Ре-
зультат можно записать в следующем виде:

f g
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(32)
Здесь S – «алгебраическая площадь» области, 

заключенной между линией ¶D  и осью Im .z = 0  
Формула для S приведена в п. 1, см. (5). Задача 
(11) для области D эквивалентна краевой задаче 
для нижней полуплоскости с условием, задан-
ным на действительной оси:

 ϕ η
ξ η

ξ η
ϕ η ψ η η η( )

( )

( )
( ) ( ) ( ), Im .

______

_______ ______

+
¢

¢ + = =f 0  (33)

Здесь ϕ η( )  и ψ η( )  – граничные значения 
аналитических в нижней полуплоскости функ-
ций ϕ( )w  и ψ( );w  зависимость ξ η( )  – см. (30). 
Опуская промежуточные вычисления, приведем 
решение задачи (33)–(32):
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Рис. 2. Протяженный карьер сечением 10 ´  100 м
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В том, что функции (34) и (35) действительно 
решают задачу (33)–(32)–(30), можно убедиться 
непосредственной подстановкой.

Пользуясь явными выражениями для потен-
циалов ϕ( )w  и ψ( ),w  мы можем найти вектор 
смещений:

 2µ κϕ ϕ ψu iv w
z w

z w

w w+( )= ( )- ( )

¢( )
¢( )- ( )_______

_______ ______

,  (36)

где κ λ µ λ µ= + +( ) / ( ).3  Формула (36) равно-
сильна формуле Колосова (15). Она справедлива 
при всех w с неположительной мнимой частью, 

а значит, с ее помощью мы можем найти компо-
ненты смещения во всей области D. Для того, 
чтобы вычислить компоненты тензора деформа-
ции ¶ ¶u x/  и ¶ ¶v x/ ,  продифференцируем (36) 
по x:
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(37)
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Рис. 3. Наклоны на границе области, задаваемой отображением (1), при λ µ=  и различных значениях 
ε= a c2 2: (а) – слабый рельеф, ε= 0 1. ; (б) – каньон (линия рельефа содержит особую точку), ε=1;  (в) – проме-

жуточный случай, ε= 0 5. .  Толстая линия – линия рельефа; тонкая линия – точное значение 2µ
δρ
¶ ¶v x

gH

/
;  пунк-

тир – асимптотика (26).
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мы учли аналитичность функций ϕ( ),w  ψ( )w  
и z w( ).  Подставив (34) и (35) в (37), положив 
w =η,  где Im ,η= 0  и, отделив мнимую часть, 
получим формулу, которая позволяет вычислить 
наклоны на линии рельефа:

2
8 2 2 1 1
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2
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η η η ε ε

η κ
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4 3 2

6 8 10 4 16

1 3 13 11

c

c 110 22 8 1-( ) + +( )( ))κ ε κ ,

(38)
где 

 ε= a c2 2 .  (39)

Замечание. Параметр ε характеризует «кру-
тизну» рельефа: чем ε  меньше, тем меньше углы 
наклона элементов рельефа к горизонту. Спра-
ведлива оценка:

 | | ,¢( ) £
- +( )

y x
3 3

1 8

ε
ε ε

 (40)

равенство достигается при η ε=± -( )c 1 3.  
Выразим через ε  и c глубину ложбины H 

и «площадь» S: из (4), (5) и (39) имеем:

 H c= ε  (41)

и 

 S c=- -( )πε ε2 1 4/ .  (42)

Целесообразно ввести еще один линейный 
параметр, ширину ложбины b:

 b S H= .  (43)

В терминах c и ε:

 b c= -( )π ε1 4 .  (44)

Ниже мы рассмотрим два крайних случая: 
ε<<1  (слабый рельеф) и ε=1  (каньон), а так-
же среднее значение ε= 0 5. .  

1). Слабый рельеф ( ).ε<<1  В этом случае 
x O= +η ε( ).  Поэтому из (38) имеем:

2 1
2

2

2 2
2µ ρ κ

ε
ε

¶
¶

= × +( )
+

+ ( )v

x

g c x

x c
O .

Вариация наклонов, с точностью до величин 
порядка ε2,  равна:

 δ δρ ε
λ µ
µ λ µ

¶
¶

=
+( )
+( ) +

v

x
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x

x c
2

2 2

2

2
.  (45)

Правая часть (45) достигает экстремума при 
x c=± ,  в точках с ординатой y c H=- =-ε 2 2.  
В этих точках:

δ
λ µ
µ λ µ

δρ
¶
¶

=
+( )
+( )

v

x
gH

2

4
.

ПРИМЕР 4. Зададимся стандартными зна-
чениями δρ,  λ  и µ;  (см. (27), (28)). Пусть 
c= =1000 0 1M, . .ε  Тогда глубина ложбины 
H c= =ε 100 M. В силу (40), угол наклона элемен-
тов рельефа к горизонту не превышает 4°,  т. е. ре-
льеф действительно выражен слабо. Тем не менее, 
на расстоянии 1000 м от дна ложбины вариация 
барического наклона согласно (45) равна:

δ
¶
¶

= × -v

x
7 2 10 10. ,  

что на порядок превышает точность изме-
рений.

Далее: сравним (45) и асимптотику (26) 
(см. рис. 3а). При ε<<1  «площадь» S и эффек-
тивная ширина b:

 S c b c=- =πε π2, ,  (46) 

(см. (41), (43)). Учитывая (46), запишем (45) 
в виде:

 δ δρ
λ µ
πµ λ µ π

¶
¶
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+( )

+( ) +( )
v

x
g S

x

x b

2

2 2 2
/

.  (47) 

Отношение правых частей (26) и (47) рав-
но 1 2 2+b x/ ( ) .π  При x b=±  оно отличается 
от 1 на 1 0 12/ . .π »  Это значит, что вне интер-
вала x b bÎ -( , )  асимптотика (26) дает ошибку 
меньше 10 %.

2). Каньон ( ).ε=1  Глубина каньона H c= ; са-
мая низкая точка является точкой заострения 
(см. рис. 3б). Заменив c на H и ε  на 1, из (38) 
имеем:

¶
¶

= ×
+( ) +( )+ -( )

+( ) +( )
v

x

g H H H

H H

ρ
µ

η κ η κ

η η η

2 2 2 2 4

2 2 2 216

1 3 11 4 2

4
.  

(48)
Если λ µ= ,  то κ= 2.  В этом (и только в этом) 

случае правая часть (48) при η® 0  остается ог-
раниченной. Формула (48) переходит в:
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В вариациях:

 δ
δρ

µ

η η

η η

¶
¶

= ×
+( )

+( ) +( )
v

x

g H H

H H

3

16

3 11

4

2 2 2

2 2 2 2
.  (49)

Результаты вычислений по формуле (49), 
в сравнении с асимптотикой (26), показаны 
на рис. 3б. Удовлетворительную точность (ошиб-
ку <10 %) асимптотика дает при | | . ,x b>1 6  где 
b – эффективная ширина (44); в рассматривае-
мом случае b H=3 4π / .  

Абсолютная величина вариации наклона до-
стигает максимума при η»±H ,  в точках с ор-
динатой y H»- / ,2  – как и в случае слабого 
рельефа. Этот максимум равен » 0 25. / ,δρ µg H  
что при H =100 M (и стандартных значениях ос-
тальных параметров) составляет 5 10 10× -  рад.

3). Промежуточный случай ( . ).ε= 0 5  Резуль-
таты вычислений по формуле (38) при этом 
значении ε  и κ= 2  представлены на рис. 3в. 
Асимптотика (26) дает погрешность, не пре-
вышающую 10 %, при условии | | . ,x b>1 4  где 
b – ширина ложбины: при ε= 0 5.  из (44) и (41) 
имеем b H= 7 4π / .  

Вариация наклона достигает максимума при 
| | . ,η »1 4 H  в точках с ординатой y H»-0 7. .  Сам 
максимум равен » 0 37. .δρ µg H  При H =100 M  
и стандартных значениях остальных параметров, 
наибольшее значение, как и в случае 1), состав-
ляет 7 2 10 10. × -  рад.

Итак: для рельефа, задаваемого конформным 
отображением (1), величина эффекта определя-
ется, в основном, глубиной ложбины H a c= 2 .  
В зависимости от крутизны рельефа, которую 
характеризует параметр ε= a c2 2 ,  максимальное 
значение вариации наклона меняется незначитель-
но, в пределах от 0 25. /δρ µg H  до 0 37. / .δρ µg H  
При H =100 M  и стандартных значениях δρ  
и µ  (см. (27) и (28)) это – величины ~5 10 10× - .  
Но вариация плотности | |δρ  может оказаться 
вдвое и даже втрое больше, а модуль сдвига µ  – 
в 3–5 раз меньше стандартного значения; тогда 
эффект составит ~ 7 10 9× -  рад.

Максимального значения наклоны достигают 
примерно на половине глубины, в точках с ордина-
той y H~- / .2

Асимптотика (26) «начинает работать» 
на расстояниях порядка эффективной ширины 
b S H| | /  от самой низкой точки дна. Она дает 
погрешность, не превышающую 10 %, в случае сла-
бого рельефа – при | | ;x b>  в противоположном 
случае a c= ,  когда рельеф содержит точку заос-
трения – при | | . .x b>1 6

3. ОБСУЖДЕНИЕ ОСНОВНОГО 
РЕЗУЛЬТАТА: СВЯЗЬ С РЕШЕНИЕМ 
БУССИНЕСКА И ВОЗМОЖНОСТЬ 

ОБОБЩЕНИЯ НА ТРЕХМЕРНЫЙ СЛУЧАЙ 

Статья посвящена оценке влияния рельефа 
на барические наклоны.

Вариации барического поля мы считаем рав-
новесными: это значит, что горизонтальной со-
ставляющей у градиента давления нет. Наклоны 
возникают, по большей части из-за того, что 
на поверхности Земли атмосферное давление 
меняется от точки к точке, в зависимости от вы-
соты «над уровнем моря». В отсутствие рельефа, 
ответные напряжения в земной коре не влия-
ли бы на наклоны. «Равновесная» постановка 
задачи кажется автору наиболее естественной. 
К тому же, в ней есть элемент новизны: до сих 
пор в работах, посвященных влиянию атмосфе-
ры на наклоны элементов земной коры, задава-
лось неравновесное распределение давления, 
а влияние рельефа игнорировалось.

В данной работе рельеф предполагался дву-
мерным и финитным. Последнее означает, что 
площадь S области, образованной линией рель-
ефа и общей для обеих бесконечных ветвей ре-
льефа горизонтальной асимптотой, конечна.

Основной результат был получен в п. 1: это 
формула (26). Из нее следует, что S – единствен-
ный геометрический параметр, от которого за-
висит вариация наклонов в дальней от активной 
части рельефа зоне.

Теперь рассмотрим двумерную задачу Бусси-
неска: на границу нижней полуплоскости (т. е. 
на ось x) действует единичная сосредоточенная 
сила, приложенная к началу координат и на-
правленная вертикально вверх. Требуется най-
ти вертикальную компоненту смещения точки x 
на границе полуплоскости G x( ).  

Решение этой задачи хорошо известно:

 G x x( )=-
+

+( )
λ µ
πµ λ µ

2

2
ln | | .  (50) 

Сравнивая (26) и (50), видим, что:

δ δρ
¶
¶

¶
¶

v

x
g S

G

x
~ .  

Иными словами: вариации наклонов в даль-
ней зоне пропорциональны производной реше-
ния Буссинеска ¶ ¶G x/ ;  роль коэффициента 
пропорциональности играет величина δρ × ×g S. 

Естественно предположить, что связь меж-
ду наклонами в дальней зоне и решением 
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Буссинеска имеет место и в трехмерном случае. 
Пусть D – полупространство с рельефом, ¶D  – 
гладкая поверхность, ограничивающая его свер-
ху (то есть собственно рельеф). Направим ось z 
вертикально вверх. Предположим, что объем 
области, заключенной между ¶D  и горизонталь-
ной плоскостью xOy  конечен, т. е. интеграл:

V z x y dx dy=
-¥

¥

-¥

¥

òò ( , )  

абсолютно сходится (здесь z x y( , )  высота теку-
щей точки рельефа).

Обозначим через G x y( , )  вертикальное сме-
щение точек на границе «идеального» полупрос-
транства z £0  под действием единичной силы, 
приложенной к началу координат:

 G x y
r

, ,( )= +
+( )

1

4

2 1

π
λ µ
µ λ µ

 (51) 

где r x y= +2 2  [Ландау, Лифшиц, 2003]. И сра-
зу, по аналогии с (26), пишем формулы для ва-
риации наклонов ¶ ¶w x/  и ¶ ¶w y/  в дальней 
зоне:

δ δρ
λ µ
µ λ µ

δρ
π

¶
¶

¶
¶

=-
+
+( )

w

x
gV

G

x

gV x

r
~

2

4 3
,

 δ
λ µ
µ λ µ

δρ
π

¶
¶

-
+
+( )

w

y

gVy

r
~

2

4 3
.  (52)

Конечно, приведенное рассуждение не явля-
ется доказательством. Однако, если рельеф «сла-
бый» ( ,α<<1  где α  – синус угла между норма-
лью к поверхности ¶D  и осью z), формулы (52) 
следуют из теории возмущений. Эта теория была 
развита С.М. Молоденским для оценки влияния 
рельефа на приливные деформации и наклоны 
[Молоденский, 1983]. Идея состоит в том, что-
бы заменить функцию Грина для полупрост-
ранства со слабым рельефом функцией Грина 
для «идеального» полупространства, т. е. реше-
нием Буссинеска. С.М. Молоденский показал, 
что вычисленные таким образом смещения и де-
формации отличаются от истинных значений 
на величину порядка α2.

Пусть на поверхности ¶D  заданы напря-
жения:

σ σ σ σ σ σxx yy zz xy xz yzp= = = = = =; ,0  

где p g z x y= δρ ( , ).  С учетом сделанных выше 
предположений, вертикальное смещение w 
на границе с точностью до величин второго по-
рядка по α  равно:

w g z x y G x x y y dx dy= ( )× - -( )
-¥

¥

-¥

¥

òòδρ 1 1 1 1 1 1, , .

Ограничимся рассмотрением ситуации, ког-
да рельеф «совсем финитный»: вне круга доста-
точно большого радиуса R с центром в начале 
координат высота z x y( , ) .= 0  Тогда координаты 
x y1 1, ,  по которым идет интегрирование, по аб-
солютной величине не превосходят R. Если точ-
ка ( , )x y  находится в дальней зоне (| |,| | ),x y R<<  
то G x x y y G x y( , ) ( , ),- - »1 1  и 

w x y g G x y z x y dx dy

g V G x y

, , ,

, .

( )= ( ) ( ) =

= ( )

òòδρ

δρ

1 1 1 1

 (53)

Что и требовалось: формулы (52) следуют 
из (53) и (51). По-видимому, формулы (52) вер-
ны для любого трехмерного финитного рельефа, 
необязательно слабого.

К сожалению, подходов, сравнимых по эф-
фективности с методом Колосова – именно 
с помощью этого метода была получена асимп-
тотика (26) – в трехмерном случае нет, по край-
ней мере, автору они неизвестны. Поэтому 
подтвердить (или опровергнуть) высказанную 
выше гипотезу можно только «эксперименталь-
но»: то есть, решить трехмерную задачу теории 
упругости для нескольких финитных рельефов 
численно и сопоставить результаты вычислений 
с (52). В ближайших планах автора – выполнить 
такую работу.
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The influence of the relief on baric tilts is studied. Main attention is focused on two-dimensional problem. It is 
assumed that variations of baric field are equilibrium (horizontal component of pressure gradient is absent) 
and the relief is finite. The latter means that the area between the topographic profile and the abscissa axis 
is finite. It is shown that this area is the only geometric parameter that determines vertical displacements 
and tilts in the far zone. The asymptotics for the variations in vertical displacements and tilts are written out. 
The generalization to the three-dimensional case is presented.
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