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ВВЕДЕНИЕ

При поиске и разведке месторождений на су-
ше или шельфе морей, для структурного анализа
среды, проводимого при мониторинге месторож-
дений в процессе их эксплуатации, применяют
геофизические изыскания на основе гравитаци-
онных [Балк, Долгаль, 2019; Mingaleva et al., 2022],
сейсмических [Sen, 2006; Movchan et al., 2022; Gu-
sev et al.,2020; Дубиня и др., 2022], электромагнит-
ных полей [Ермолин и др., 2019; Мартышко и др.,
2013; Шимелевич и др., 2015; 2022]; используют
геохимические методы анализа рассеивания ра-
диоактивных элементов, тяжелых металлов и га-
зов [Philp, Crisp, 1982; Chen et al., 2001; Putikov
et al., 2020]; а также используют комплексирова-
ние различных геофизических методов [Alekseev,
2020; Danilieva et al., 2021; Saunders et al., 2005;
Molodtsov et al., 2013; Баюк, 2011]. Интерпретация
данных измерений геофизических полей осу-
ществляется в некотором “прогнозном” – задан-
ном по форме и свойствам классе сред с примене-
нием математических моделей распространения
физических полей в этих средах. Ограничения на
класс сред базируются на априорной информа-
ции. Основным источником такой информации
являются геологические представления об усло-

виях формирования и истории геологического
развития изучаемых пород. Для сбора информа-
ции на больших по площади исследуемых терри-
ториях привлекаются морские, авиационные (в
т.ч. БПЛА) измерительные системы [Parson, 2000;
Кремчеев, 2019]. Обработка значительного объе-
ма измеренных геофизических данных для извле-
чения геологической информации требует разра-
ботки и внедрения цифровых технологий [Samy-
lovskaya и др., 2022], адекватных практике
математических моделей [Gospodarikov и др.,
2022] и быстрых методов и алгоритмов решения
обратных геофизических задач.

Определение внутреннего строения Земли по
данным измерений геофизических полей – ос-
новная задача геофизики. С математической точ-
ки зрения, она относится к классу обратных не-
корректных задач, представляющих сложность в
силу возможного несуществования, неедин-
ственности или неустойчивости решения [Li,
1996; Tarantola, 2005; Lukyanenko, Yagola, 2016;
Scales et al., 2001; Sen, 2006; Кабанихин, Исаков,
2007; Richter, 2021]. Широко используемым на
практике классическим способом решения об-
ратных некорректных задач является вариацион-
ный метод А.Н. Тихонова поиска экстремума ре-
гуляризирующего функционала [Тихонов, Арсе-
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нин, 1979; Ягола и др., 2017]. В настоящее время
также применяются и неэкстремальные методы
решения обратных задач [Романов, 1980; Юрко,
2001; Ахтямов, 2009; Губатенко, 2011; Beilina, Kli-
banov, 2012; Александров, 2022].

В геофизике решение обратной задачи для на-
хождения аномалиеобразующего объекта по из-
меренным данным искусственно- или естествен-
но-возбуждаемого физического поля [Nguyen,
2012] можно разбить на два этапа: 1й этап – опре-
деление местоположения и границ включения
[Монахов, 2014]; и 2й этап – определение физи-
ческих свойств пород его составляющих.

В настоящей работе полагается, что в среде ис-
кусственно возбуждается геофизическое поле по-
стоянного электрического тока, и первый из этих
двух этапов реализован, т.е. местоположение и гра-
ницы аномалиеобразующего локального включе-
ния найдены. Будем рассматривать этап определе-
ния удельной электрической проводимости грунта
его заполняющего.

В качестве способа решения рассматривается
способ решения обратных задач в линейной по-
становке, изложенный в работе [Александров,
Кризский, 2022], но, в отличие от последнего, ис-
пользующий граничные интегральные представ-
ления решения и граничные интегральные урав-
нения.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
И АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ

Рассмотрим случай кусочно-постоянного изо-
тропного пространства (рис. 1).

Пусть кусочно-изотропная область  с внеш-
ней границей состоит из подобластей ,

, заполненных однородными проводящи-
ми поле грунтами с постоянными удельными
электропроводностями . Обозначим через 
границу области . , где  – внеш-
няя часть границы, и  – внутренняя
часть границы. Если область  не имеет контакта
с внешней границей , то  и . Мате-
матическая модель распределения потенциала

 поля постоянного электрического
тока имеет вид:
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Рис. 1. Кусочно-постоянная изотропная среда в .
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(4)

Здесь:  – функция интенсивности источни-
ков/стоков поля, расположенных в подобласти

;  – множество номеров подобластей , гра-
ничащих с подобластью  и имеющих меньшие
номера, чем ;  – номера подобластей ,
участки границ которых являются частью внеш-
ней границы  области ;  – номера
подобластей с участками границ, уходящими в
бесконечность;  – вектор внешней нормали к
границе области.

Без ограничения общности рассуждений бу-
дем предполагать, что анализируемое локальное
включение – это включение  с известной гра-
ницей  заполнено грунтом с неизвестной
удельной электропроводностью . Границы и
удельные электропроводности остальных подоб-
ластей ,  среды  известны. Обозна-
чим через  одну из подобластей , ,
в которую входит локальное включение .
Удельная электропроводность грунта в подобла-
сти  – .

Интегральное представление решения задачи
(1)–(4) может быть выписано [Кризский, 2009]:

(5)

где:  – вектор внешней нормали в точке  на
границе ;  – множество номеров участков
внешней границы , на которых заданы условия
второго или третьего рода при , а  –
множество номеров участков внешней границы

, на которых заданы условия первого рода (при
, );  – функция Грина

пространства, вмещающего локальное включе-
ние  – функция, описывающая поле точечно-
го источника единичной интенсивности, находя-
щемся в произвольной точке , в обла-
сти с числом кусочно-изотропных подобластей

. Функция Грина удовлетворяет следу-
ющей задаче:
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где  – номера участков внешней границы , на
которых заданы условия второго или третьего ро-
да при , а  – номера участков внешней
границы , на которых заданы условия первого
рода (при , ).

Неизвестные в (5) граничные (на ) значения
потенциала тока находятся из интегрального
уравнения Фредгольма второго рода:

(10)
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тегральное представление (5) и интегральное
уравнение (10) преобразуются к виду:
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где  – избыточная электропровод-
ность включения.

Не уменьшая общности рассматриваемых
сред, описываемых формулами (5) и (10), в даль-
нейшем будем рассматривать случай среды, соот-
ветствующий формулам (11)–(12).
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Разобьем поверхность включения  на эле-
ментарные сегменты приме-
ним в (11), (12) для вычисления интегралов куба-
турные формулы:

где    – кубатурные коэф-
фициенты, ,  и  – остаточные
члены кубатурных формул. Считая остаточные
члены достаточно малыми величинами, предста-
вим равенство (11) в виде:
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где   

, а уравнение (12) – в виде
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.

В (13) и (14) перейдем к матричному виду. Для
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Матричный вид уравнения (14):

(16)

где  – единичная матрица;

; .

Вектор  значений потенциала на границе
включения , согласно равенству (16), может
быть найден через обратную матрицу:
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Обозначив вектор, стоящий в последнем равен-
стве в круглых скобках, через ,

(19)
окончательно получим

(20)

Из (20) следует, что векторы  и  – коллине-
арны, и равенство (20) представимо покомпо-
нентно:  
Откуда

(21)
Из (21) следует, что искомый коэффициент из-

быточной электропроводности 
может быть найден как отношение ненулевых
компонент векторов  и , или, для большей до-
стоверности результата, – как среднее арифмети-
ческое таких отношений

(22)

Здесь  – количество ненулевых компонент.
Определение  в (20) можно осуществить и че-
рез длины векторов по формуле

(23)
Знак “плюс” используется в случае, когда удель-
ная электропроводность включения меньше
удельной электропроводности вмещающей под-
области ( ) , а знак “минус” – в противо-
положном случае. Какой из этих случаев имеет
место – определяется по качественному поведе-
нию аномального поля над включением.

Для решения обратной задачи определения
искомого удельного электрического сопротивле-
ния локального включения остается из равенства

 вычислить :

(24)
Анализ полученных выше формул позволяет

заметить:
1) для нахождения  достаточно одного ис-

точника поля ( );
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2) в формуле (18), если количество приемни-
ков тока  совпадает с числом сегментов разби-
ения поверхности локального включения 
( , то вычисление вектора  может ве-

стись по формуле  ;

3) для вычисления обратных матриц для мат-

риц  или  необходимо, чтобы последние
были невырожденными, что влечет выбор такой
системы наблюдения, описываемой точечными
датчиками , и такого разбиения по-
верхности S на элементарные сегменты

чтобы строки (столбцы) мат-
риц были линейно независимыми. Рост количе-
ства разбиений ( ) поверхности будет умень-
шать расстояние между узлами кубатурной фор-
мулы , “сближая” строки матриц
(делая их “более зависимыми”), и, тем самым, бу-
дет увеличивать число обусловленности матриц,
что будет операцию вычисления вектора  делать
неустойчивой к присутствующим погрешностям
измерений поля в датчиках (к вектору ), и, сле-
довательно, будет приводить к неустойчивости в
определении значений удельной электропровод-
ности включения ;

4) все формулы остаются верными, если ло-
кальное однородное изотропное включение це-
ликом находится в любой другой кусочно-посто-
янной изотропной вмещающей среде (например,
в горизонтально слоистой) в ее сегменте с удель-
ной электрической проводимостью . В этом
случае для вычислений следует использовать
формулы для соответствующей функции Грина

и градиента функции Грина 
вмещающей среды.

В итоге, можно сформулировать следующий
вычислительный алгоритм:

1. Задать:
– вмещающее включение кусочно-однород-

ное пространство, описав его границы и удельные
электрические проводимости составляющих его
сегментов;

– локальное включение , описав его грани-
цу SN (например, параметрически или сплайном);

– координаты источников электрического по-
ля – точек  и интенсивности стекае-
мых с них токов  ;

– координаты измерительных датчиков
электрического поля  и вектор

 измеренных зна-
чений потенциала электрического тока в  дат-
чиках /размерности /.
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2. Осуществить разбиение поверхности ло-
кального включения SN на сегменты 
( ;  и выбрать кубатурную
формулу.

3. Вычислить матрицы  /размерности  × /,
 /размерность / и векторы / размер-

ности /, /размерности /.
4. При  вычислить вектор  /размер-

ности / по формуле , иначе –

по формуле 

5. Вычислить вектор:  /размер-
ности /.

6. Вычислить  по формуле

 или  .

7. Вычислить удельную электропроводность
включения: 

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ
Алгоритм вычислений, представленный вы-

ше, реализован программно.
Рассмотрим простой случай – случай однородно-

го вмещающего полупространства  с удельной
электропроводностью грунта .
Пусть локальной включение  имеет форму ша-
ра радиуса Rsp (м), которое заполнено грунтом
удельной электропроводности . Введем
декартову систему координат с началом на плос-
кой “дневной” поверхности, осью Oz, ортогональ-
но направленной в глубь земли и проходящей че-
рез центр шара. Координаты центра шара –

 (м). Поверхность шара опишем пара-
метрически через азимутальный и зенитный углы.
В экспериментах ниже, если это не оговорено
особо, Rsp = 10 (м),  = 28 (м).

Функция Грина однородного изотропного по-

лупространства известна – 

, где  расстояние

между точками  и , – точка, симметричная
точке Q относительно плоской границы “днев-
ной” поверхности z = 0.

Разместим точечные источники постоянной
электрического тока интенсивности I = 1 (A) в
точках , , ,

 (м) . Здесь . Измерительные
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датчики потенциала электрического тока будем
задавать в узлах сеточной области на “дневной”
поверхности равномерным делением отрезков
изменения x- и y-координат (  и

 соответственно) на  и Ny частей.

Тогда  и  – есть количе-
ство формируемых узлов сетки по оси x и по оси
y, и общее количество датчиков  будет равно

.
Вид сверху на описанное расположение объек-

тов представлен на рис. 2 (значения отметок и
шкалы осей указаны в метрах).

Поверхность включения разбивалась на
 сегментов, где  – количество де-

лений отрезка изменения первого параметра
(азимутального угла) в параметрическом описа-
нии поверхности, а  – количество делений от-
резка изменения второго параметра (зенитного
угла). В качестве формулы интегрирования ис-
пользована кубатурная формула метода ячеек с
вычислением функции в середине прямоуголь-
ника вариации параметров.

В табл. 1 представлены результаты вычислитель-
ного эксперимента, полученные при вариации чис-
ла разбиений поверхности шара .
В данном эксперименте: количество измеритель-
ных датчиков  шт.; величина
шума в “измеренном” потенциале – 0%; удельная
электропроводность шара, при которой опреде-
лялось решение прямой задачи  = 0.12345 См/м;
глубина залегания центра шара  = 28 м.
В столбце 3 показаны значения , вычисленные
на шаге 6 алгоритма через длины векторов

, а в столбце 4 – приближенно вычис-
ленное значение удельной электропроводности
включения  – как решение обратной задачи
(см. шаг 7 алгоритма). По столбцам 5 и 6 таблицы
видно, наблюдается всплеск абсолютной и отно-
сительной погрешностей результата вычислений
в случае, если число сегментов разбиения поверх-
ности шара  превышает количество дат-

чиков . В этом случае матрица ,
обращение которой требуется при вычислениях
вектора  (п. 4 Алгоритма), становится плохо обу-
словленной – ее число обусловленности, посчи-
танное с применением евклидовой нормы мат-
риц, резко возрастает. Видно, что число обуслов-
ленности матрицы , которая используется при
вычислении вектора , в случае  = 5 × 5,

меньше, чем у матрицы , что с точки зре-
ния устойчивости вычислений – лучше. Два этих
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факта дают основания в последующих вычисли-
тельных экспериментах брать число сегментов
разбиения поверхности включения не более ко-
личества измерительных датчиков, а лучше –
брать их совпадающими по количеству. Далее в
вычислительных экспериментах эти количества
брались равными друг другу.

В табл. 2 представлены данные расчетов при
величине шума в “измеренном” потенциале – 0%;
удельной электропроводности шара  = 0.12345 См/м;
глубина залегания центра шара  = 28 м и при

 шт.
Отметим, что при увеличении глубины залега-

ния центра шара , число обусловленности мат-
рицы  растет. С ростом глубины залегания
центра растет и расстояние между точками расче-
та градиента функции Грина. Это, в свою оче-
редь, уменьшает различие строк матрицы , уве-
личивая ее число обусловленности. Следуя этой

σ2

spZ

× = × = ×v v

1 2          5   5x y
d dN N N N

spZ


dvg


dvg

логике, с ростом расстояния между включением и
системой измерительных датчиков, неустойчи-
вость алгоритма будет возрастать.

Эксперименты выше показывают значимость
выбора системы наблюдения для разрешимости
рассматриваемой обратной задачи – с количе-
ством датчиков-приемников, равным числу сег-
ментов дискретизации поверхности в кубатурной
формуле и с расположением этих датчиков относи-
тельно поверхности включения, обеспечивающим
невысокое число обусловленности матрицы .

В табл. 3 рассматривается эксперимент, ими-
тирующий неточное определение границы ано-
малиеобразующего включения на 1-м этапе –
этапе определении местоположения и границы
включения. Предполагая, что радиус шара был
определен неточно, будем решать обратную зада-
чу определения его удельной электропроводно-
сти с неточным радиусом . Вариация радиуса
шара показана в столбце 1 таблицы.


dvg

inv
spR

Рис. 2. Вид сверху.
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Таблица 1. Вариация количества сегментов разбиения поверхности шара

Кол-во сегментов

, шт.

Число 
обусловленности 

матрицы
, См/м ,

См/м
, 

См/м
, %

1 2 3 4 5 6
3 × 3 2.36E + 05 –0.11345 0.12345 0.00000 0.0
4 × 4 3.29E + 10 –0.11345 0.12345 0.00000 0.0
5 × 5 1.09E + 07 –0.11345 0.12345 0.00000 0.0
6 × 6 9.68E + 18 –0.06283 0.07283 0.05062 41.0
7 × 7 4.32E + 18 –0.17375 0.18375 0.06030 48.8

×1 2     N Nv v

Δσ  2σ = − 2 2Δ σ σ Δδ = ×
σ2

100
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В этом эксперименте: величине шума в “изме-
ренном” потенциале – 0%; исходная удельная
электропроводность шара  = 0.12345 См/м;
глубина залегания центра шара  = 28 м;

 шт.; точечный источ-
ник тока один ( ), имеет интенсивность
I = 1 (A) и расположен в точке  (м). От-
метим, что с увеличением радиуса шара возраста-
ет число обусловленности матрицы  (столбец 2),
увеличивается найденное удельное электриче-
ское сопротивление шара  (столбец 3). Данные
в столбцах 5 и 6 показывают, что с увеличением
отклонения радиуса шара  от истинного (10.0 м.)
растет и величина абсолютной (столбец 5) и отно-
сительной (столбец 6) погрешности вычислений.

В табл. 4 демонстрируется влияние уровня шу-
ма в “измеренных” данных. Шумовые помехи
рассчитывались по равномерному закону распре-
деления. Эксперимент проведен при следующих
значениях параметров: исходная удельная элек-
тропроводность шара  = 0.12345 См/м; радиус
шара Rsp = 10 (м); глубина залегания центра шара

 = 28 м;  шт.; то-
чечный источник тока интенсивности I = 1 (A)
расположен в точке  (м).

σ2

spZ

× = × = ×v v

1 2           2   2x y
d dN N N N

= 1aN
( )1 10, 7, 0A


dvg

 2σ

inv
spR

σ2

spZ × = × = ×v v

1 2      2   2x y
d dN N N N

( )1A 10,  7,  0

В столбцах 3–6 таблицы, в верхней строке, де-
монстрируются данные, полученные при исполь-
зовании на шаге 6 алгоритма формулы вычисле-

ния , а в нижней строке –

при использовании формулы . Вид-
но, что с ростом уровня шума точность определе-
ния  падает. Сравнение строк демонстрирует,
что применение при расчетах формулы

 более предпочтительно. Значитель-
ные погрешности, возникающие при использова-
нии первой формулы, связаны с делением на
имевшиеся близкие к нулю (но не нулевые) зна-
чения компонент вектора . В нижней же строке,
для второй формулы, при делении на длину век-
тора эти погрешности, как правило, отсутствуют
(не отвергается все же возможный случай, когда и
длина вектора  тоже будет близка к нулю). Отме-
тим, что в табл. 1–табл. 3 вычисления значений
избыточной электропроводности  были про-
изведены на основе формулы .

ВЫВОДЫ

Произведенные в работе исследования де-
монстрируют возможность решения обратной
задачи геоэлектрики – задачи определения

=
≠ ≠

Δσ =  v

v

10
0,   0

1
j j

N j
j
a b j

a
bN

Δσ = ±
  a b

2σ

Δσ = ±
  a b


b


b

Δσ
Δσ = ±

  a b

Таблица 2. Вариация глубины залегания центра шара 

 ,
м

Число обусловленности 
матрицы , См/м ,

См/м
, 

См/м
, %

1 2 3 4 5 6

27.0 9.28E + 06 –0.11345 0.12345 0.00000 0.0
28.0 1.09E + 07 –0.11345 0.12345 0.00000 0.0
30.0 1.60E + 07 –0.11345 0.12345 0.00000 0.0
40.0 9.33E + 07 –0.11345 0.12345 0.00000 0.0
50.0 3.46E + 08 –0.11345 0.12345 0.00000 0.0

spZ

spZ Δσ σ 2 Δ = σ − σ2 2 Δδ = ×
σ2

100

Таблица 3. Вариация радиуса шара при решении обратной задачи 

 ,
м

Число обусловленности 
матрицы , См/м ,

См/м
, 

См/м
, %

1 2 3 4 5 6

9.7 56.94 –0.09706 0.10706 0.01639 13.3
9.8 56.99 –0.10209 0.11209 0.01136 9.2
9.9 57.05 –0.10754 0.11754 0.00591 4.8

10.0 57.13 –0.11345 0.12345 0.00000 0.0
10.1 57.22 –0.11979 0.12979 0.00634 5.1
10.2 57.31 –0.12652 0.13652 0.01307 10.6
10.3 57.42 –0.13305 0.14305 0.01960 15.9

inv
spR

inv
spR Δσ σ 2 Δ = σ − σ2 2 Δδ = ×

σ2
100
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удельной электрической проводимости локаль-
ного включения по известным значениям ано-
мального потенциала электрического поля в
точках расположения измерительных датчиков –
на основе граничных интегральных уравнений.
Для разрешимости задачи (обратимости матриц

 и ) рекомендуется выбирать систему
наблюдения, которая обеспечивала бы линейную
независимость строк/столбцов матриц, и, следо-
вательно, невырожденность матриц. Использова-
ние матрицы  предпочтительнее, чем матрицы

, т.к. умножение матрицы  на ее транс-

понированную , в общем случае, делает обра-

щение матрицы произведения  процеду-
рой менее устойчивой. Использование же матри-

цы  (не ) требует, чтобы число
сегментов, на которое разбивается поверхность
включения для вычисления поверхностного ин-
теграла путем применения кубатурной формулы,
совпадало с количеством измерительных датчи-
ков системы наблюдения.

Результаты вычислительных экспериментов
показывают предпочтительность использования
для вычисления избыточной электропроводности

 расчетной формулы через длины векторов –
.
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 ,
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См/м
, %

1 2 3 4 5 6
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On Determination of the Electrical Conductivity of a Local Inclusion of Piecewise-
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Abstract—This work is a continuation of the authors' research on solving inverse problems of mathematical geo-
physics in a linear formulation. Unlike previous works, where the solution was built on the basis of volumetric in-
tegral equations, boundary integral representations and emerging boundary integral equations are used here to
solve the inverse coefficient problem of geoelectrics to find the constant electrical conductivity of a local isotropic
inclusion, located in a piecewise-constant electrical conductivity isotropic enclosing medium.
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