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Методом линейной теории для малых возмущений исследуется неустойчивость тяжелого включе-
ния в верхних слоях Земли. Существование такого рода включений с повышенной плотностью свя-
зано с химической неоднородностью или фазовыми переходами. Вязкоупругость геоматериала
описывается реологической моделью Максвелла. Рассмотрены два варианта расположения вклю-
чения с повышенной плотностью. Тяжелое включение в холодном верхнем упругом слое коры не
меняет своего расположения при малых возмущениях, т.е. является устойчивым по линейной тео-
рии. Тяжелое включение, которое расположено в горячем вязком слое коры, подстилающем верх-
ний холодный слой, является неустойчивым (медленно погружается в лежащие ниже вязкие слои
мантии).
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ВВЕДЕНИЕ
Анализ неустойчивости, основанный на ли-

нейной теории для малых возмущений, т.е. тео-
рией Ляпунова, является локальным, поскольку
проблема устойчивости существенно нелинейна.
Состояние системы, которое по линейной теории
считается устойчивым, может оказаться неустой-
чивым при достаточно больших возмущениях.
Поэтому линейная теория дает только достаточ-
ное условие неустойчивости. При глобальном
анализе устойчивости величина рассматривае-
мых возмущений не ограничена. Глобальный
анализ использует энергетический метод, кото-
рый, как правило, дает только достаточное усло-
вие устойчивости, а следовательно, метод линей-
ной теории и энергетический метод дополняют
друг друга при исследовании устойчивости [Джо-
зеф, 1981]. Энергетический метод успешно при-
меняется при рассмотрении гравитационной
устойчивости упругих слоев Земли в работах [Му-
хамедиев и др., 2016; Рыжак и др., 2016; Рыжак,
Синюхина, 2019], в которых авторам удается по-
лучить не только достаточные, но и необходимые
условия устойчивости.

Однако линейный анализ устойчивости имеет
свои преимущества. Глобальный анализ дает кри-
терий устойчивости рассматриваемой системы,
но не прослеживает эволюцию того или иного на-

чального возмущения. В частности, такой анализ
не учитывает вязкость, которая характеризует ис-
следуемую систему, поскольку устойчивость (или
неустойчивость) системы не зависит от вязкости.
Вязкость определяет скорость возвращения си-
стемы в начальное состояние после возмущения
(если система устойчива) или скорость, с которой
система удаляется от начального состояния после
возмущения (если система неустойчива). Для гео-
физических приложений важно знать характер-
ное время развития неустойчивости. Если систе-
ма обладает огромной вязкостью, что характерно
для верхних слоев Земли, может оказаться, что в
глобально неустойчивой системе неустойчивость
заметно развивается только на временах, сравни-
мых со временем существования самой системы
(несколько миллиардов лет для Земли). Линейная
теория прослеживает эволюцию начальных воз-
мущений той или иной пространственной фор-
мы. Поэтому линейная теория позволяет гово-
рить об устойчивости системы к возмущениям
определенного типа, что не имеет смысла в рам-
ках глобального анализ. Согласно линейной тео-
рии, система устойчива, если она устойчива к ма-
лым возмущениям любого типа, и неустойчива,
если она неустойчива хотя бы к одному типу ма-
лых возмущений.
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В геодинамике при рассмотрении медленных
процессов, связанных с гравитационной не-
устойчивостью, обычно рассматриваются только
малые начальные возмущения, а развитие возму-

щения представляется в виде , где  начальное
возмущение, а λ – комплексный инкремент. Если
действительная часть λ отрицательна, имеет место
устойчивость, а если положительна – неустойчи-
вость. Когда начальное возмущение мало, а

 (устойчивость) линейная теория полно-
стью описывает эволюцию начального малого
возмущения. Когда  (неустойчивость),
линейная теория описывает эволюцию возмуще-
ния только на не слишком больших временах,
при которых возмущение остается малым.

В настоящее время принята такая реологиче-
ская модель земной коры, в которой эффектив-
ная вязкость уменьшается с глубиной на несколь-
ко порядков, что вызвано ростом температуры
[Karato, 2008; Birger, 2013]. Поэтому верхняя кора,
где вязкость очень велика, ведет себя как упругая
среда при не слишком высоких сдвиговых напря-
жениях (при достаточно больших напряжениях –
как хрупко-упругая), а подстилающие ее слои
нижней коры и мантийной литосферы, ведут себя
как вязкие при медленных течениях и как упругие
при быстрых. Тяжелые включения в коре могут
вызвать гравитационную неустойчивость, при
которой возникают медленные течения, пред-
ставляющие интерес для геологии.

В настоящей работе методом линейной теории
исследуется неустойчивость тяжелого включения
в земной коре. Существование такого рода вклю-
чений с повышенной плотностью связано с хи-
мической неоднородностью или фазовыми пере-
ходами. Будет исследована неустойчивость для
двух вариантов расположения тяжелого включе-
ния: тяжелое упругое включение в верхнем холод-
ном упругом слое коры и тяжелое вязкое включе-
ние в более глубоко расположенных горячих и
вязких слоях Земли.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается двухслойная модель. Ниж-
ний слой представлен как полупространство. На-
чало координат помещено на нижней поверхно-
сти верхнего слоя, а ось z направлена вертикально
вверх. Слой (0 < z < d) моделирует верхнюю упру-
гую кору, а полупространство (z < 0) – подстила-
ющую литосферу и мантию. Начальное состоя-
ние в решаемой задаче – это литостатическое
равновесие. В этом состоянии отсутствуют девиа-

λtae a

<Reλ 0

>Reλ 0

торные напряжения, а давление связано с плот-
ностью уравнением

(1)

где:  – ускорение силы тяжести, а плотность
определена как

В состоянии литостатического равновесия Земля
испытывает огромное давление, вызванное гра-
витацией. Еще Рэлей ввел представление, соглас-
но которому напряжение в Земле складывается из
литостатического давления и небольшого доба-
вочного напряжения, которое связано с деформа-
циями, отсчитываемыми от равновесного состоя-
ния, обычными соотношениями линейной теории
упругости или вязкоупругости. Это представление,
широко используемое в современной геофизике,
применяется и в данной статье.

Уравнения, описывающие возмущения лито-
статического равновесия несжимаемой среды, за-
писываются в виде:

(2)

(3)

(4)

где: p – возмущение давления; ,  и  – ком-
поненты девиаторного тензора напряжений;  и

 – смещения. Все эти переменные являются
функциями вертикальной пространственной ко-
ординаты , горизонтальной координаты x и вре-
мени t. Уравнения (2) и (3) описывают двумерное
движение среды, а уравнение (4) представляет со-
бой условие несжимаемости. К этим уравнениям
добавляются уравнения состояния, связывающие
девиаторные напряжения с деформациями ,
которые определены как

(5)

Уравнения (1)–(5) справедливы и для верхнего, и
для нижнего слоя, моделированного как полу-
пространство. Однако плотности и реологиче-
ские свойства слоев отличаются. Чтобы учесть
скачок плотности на границе между слоями необ-
ходимо ввести граничные условия.

На верхней деформируемой границе слоя об-
ращается в нуль сила, действующая на единицу
площади поверхности, откуда следует, что на не-
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деформированной верхней границе  вы-
полняются условия

(6)

Индекс 1 относится к нижнему слою (полупро-
странству), индекс 2 – к верхнему. Вывод уравне-
ний (6) приведен в Приложении 1. На границе
(  между верхним слоем и полупростран-
ством непрерывны смещения

и сила, действующая на единицу площади по-
верхности, откуда следует (см. Приложение 1),
что:

(7)

На нижней границе полупространства ( )
наложено условие ограниченности вертикальных
и горизонтальных смещений.

Вертикальное смещение представим в виде:

(8)

где λ – комплексный инкремент, k – действи-
тельное волновое число. В аналогичном виде
представим и все oстальные физические пере-
менные, причем в выражения для ,  и  вхо-
дит не , а . Такое представление
позволяет свести систему уравнений в частных
производных (2)–(5) к системе обыкновенных
дифференциальных уравнений, в которой все пе-
ременные, характеризующие смещения, дефор-
мации, напряжения и давление, зависят только от
вертикальной координаты z.

Для среды Максвелла уравнение состояния
(реологическое соотношение) имеет вид:

(9)

где: t – время; μ – упругий модуль сдвига; η – ко-
эффициент вязкости; индекс 1 соответствует ко-
ординате x, а индекс 2 – координате z. Поскольку
зависимость от времени определена как ,
уравнение Максвелла (7) принимает вид:

(10)

Как следует из уравнения (10), если вязкость η

очень велика  , уравнение Максвелла

вырождается в уравнение состояния для упругой
среды

(11)
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а если упругий модуль сдвига μ очень велик

, уравнение Максвелла вырождается в

реологическое соотношение для вязкой ньюто-
новской жидкости

(12)

В рамках линейной теории устойчивости ско-
рости связаны со смещениями простым соотно-
шением , поэтому уравнения, описываю-
щие движения упругой среды, и уравнения, описы-
вающие течения вязкой среды, имеют аналогичный
вид. Из уравнений для упругой среды, в которые
входят смещения  и модуль сдвига μ, сразу полу-
чаются уравнения для вязкой среды, если заме-
нить  на , а μ на . Записывая уравнения для
вязкой среды не в скоростях, а в смещениях, сле-
дует ввести эффективный модуль сдвига вязкой
среды .

Вязкость геоматериала сильно зависит от тем-
пературы, которая в Земле быстро растет с глуби-
ной. Поэтому верхняя кора обладает очень высо-
кой вязкостью и ведет себя как упругая среда, а
более глубокие слои Земли, где вязкость значи-
тельно ниже, ведут себя как вязкая среда.

Медленные безынерционные течения, кото-
рые называют ползущими, характеризуют геоло-
гические движения, возникающие при тепловой
конвекции и при восстановлении изостазии.
В настоящей работе рассматриваются ползущие
геологические течения, вызываемые возмущени-
ями плотности земной коры. В правой части
уравнения (2) стоит инерционный член , а
левая часть этого уравнения в случае упругой сре-
ды содержит член . Аналогичная ситуация и
в уравнении (3), которое содержит члены  и

. Следовательно, для пренебрежения инер-
ционностью упругой среды, необходимо выпол-
нение условия

(13)

Сжимаемостью упругой среды можно пренебречь
при условии

(14)

где  – модуль всестороннего сжатия, ν – коэф-
фициент Пуассона. Для геоматериала ν ≈ 0.3,

, и условие несжимаемости (14), строго го-

воря, не выполняется. Однако учет сжимаемости,
как показали проведенные автором расчеты, ка-
чественно не изменяет результаты, полученные
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для несжимаемой упругой среды и представлен-
ные в настоящей статье. В уравнения, учитываю-
щие сжимаемость среды, модуль всестороннего
сжатия входит в виде безразмерного параметра

, который можно считать малым. Условия

безынерционности и несжимаемости для вязкой
среды записываются в виде:

(15)

(16)

Эти условия можно получить из требований (13) и
(14) для упругой среды, подставив  вместо
упругого модуля сдвига μ.

Подставляя (8) в уравнения (2)–(5) и наклады-
вая на величину инкремента ограничение (13),
которое позволяет пренебречь инерционными чле-
нами в уравнениях (2) и (3), выражаем все физиче-
ские переменные через вертикальное смещение:

(17)

(18)

(19)

(20)

а для амплитуды вертикального смещения получа-
ем обыкновенное дифференциальное уравнение:

(21)

Уравнения (17)–(21), в которых введен диффе-
ренциальный оператор , записаны для
упругого верхнего слоя. Чтобы рассматривать
вязкую среду, подстилающую упругий слой, в
уравнения (18)–(20) следует вместо упругого мо-
дуля сдвига μ подставить .

Уравнение (21) имеет общее решение:

(22)

(23)

где  и  (i = 1, 2, 3, 4) – произвольные констан-
ты. Уравнение (23) следует из требования ограни-
ченности смещений в подстилающем слой полу-
пространстве. Согласно (23), смещения в полу-
пространстве убывают с глубиной как .
Полупространство моделирует нижний слой, в
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котором смещения проникают на глубину, зави-
сящую от волнового числа .

Коэффициент вязкости земных недр оценива-
ется как  [Cathles, 1975]. Упру-
гий модуль сдвига и плотность недр можно оце-
нить как , . Все
дальнейшие соотношения будут выписаны для
безразмерных физических переменных, для кото-
рых сохраняем те же самые обозначения, что и
для размерных. В качестве масштаба длины ис-
пользована толщина верхнего упругого слоя ко-
ры, которая оценивается как d = 10 км, масштаб
напряжения – упругий модуль сдвига μ, масштаб
времени , где η коэффициент вязкости для глу-
боких слоев Земли. В приповерхностном слое вяз-
кость выше на несколько порядков, и этот слой ве-
дет себя как упругий даже на временах, сравнимых
с возрастом Земли. Время , выбранное в каче-
стве масштабного, называется временем Максвел-
ла. Согласно приведенным оценкам, получаем
масштаб времени . После
введения масштаба времени можно сказать, что
глубокие слои Земли ведут как вязкая среда, если

. Нет смысла рассматривать возмущения,

длина волны которых  превышает 1000 км. Та-

кое ограничение, наложенное на длину волны,
приводит к ограничению , наложенно-
му на безразмерное волновое число. При этом из
условия (16) следует ограничение , нало-
женное на безразмерный инкремент, а условия
(13) и (15) приводят к значительно более слабому
ограничению . Таким образом, при
выполнении условия  слои Земли, подсти-
лающие верхнюю упругую кору, можно рассмат-
ривать как вязкую среду, пренебрегая инерцион-
ностью и сжимаемостью.

На всех графиках в этой статье представлены
безразмерные инкременты λ и безразмерные вол-
новые числа k. При выбранных масштабах длины
и времени волновое число k измеряется в масшта-
бе обратной длины , а инкремент λ – в

масштабе обратного времени . В этих
масштабах построены все графики в статье. Рас-
четы, в результате которых получены эти графи-
ки, проведены для безынерционной несжимае-
мой среды, т.е. заранее предполагается, что

. Если бы какой-нибудь расчет давал без-
размерный инкремент, не удовлетворяющий тре-
бованию , это означало бы только то, что в
этом случае не появляется ползущее безынерци-
онное течение. Однако ни в одном из случаев, ко-

k

η ≈ × ⋅194 10 Па с

μ ≈ × 106 10 Па ρ ≈ × 3 33 10 кг м

η μ

η μ

η μ ≈ × ≈86 10 с 20  лет

λ 1!

π2
k

−> × 26 10k

λ 2!

λ × 71.5 10!

λ 1!

− −4 110 м
− −× 9 11.7 10 с

λ 1!

λ 1!
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торые будут рассмотрены далее, такая ситуация
не возникает.

Для устойчивой системы ( ), используемая
линейная теория справедлива на любых време-
нах, поскольку возмущение, зависящее от времени
как , остается малым. Когда рассматрива-
емая система неустойчива ), использование
линейной теории перестает быть законным, ко-
гда . Поэтому в случае неустойчивости ре-
зультаты линейного анализа устойчивости спра-
ведливы только на временах , но это огра-
ничение не является сильным в случае, когда

.
Учитывая соотношения (18)–(19) и вводя без-

размерные переменные, уравнения (6) и (7) пере-
пишем в виде:

(24)

(25)

В уравнениях (24) и (25) введены безразмерные пара-

метры , , где  –

скачок плотности на границе между верхним слоем
и полупространством. Если считать, что плотность
верхнего слоя выше, чем плотность подстилающего
полупространства, перепад плотности  и пара-
метр  положительны. Поскольку в недрах Земли

перепады плотности малы, .

Итак, решается краевая задача: обыкновенное
дифференциальное уравнение четвертого поряд-
ка (21) имеет общее решение, в которое входят 8
произвольных констант (по 4 для верхнего и ниж-
него слоев). Граничных условий тоже 8. На верх-
ней свободно деформируемой границе  на-
ложены условия (24). На границе между слоями

 наложены условия (25) и условия непре-
рывности горизонтальных и вертикальных сме-
щений. В силу (17) и (20) условия непрерывности
горизонтального смещения и касательного на-
пряжения сводятся к условиям непрерывности
первой и второй производной вертикального
смещения  по z. На нижней границе нижнего
слоя  наложено условие ограниченности
смещений. Из этого условия следует равенство
нулю двух произвольных констант нижнего слоя,
что учтено в уравнении (23). Краевые условия,
как и само уравнение, записаны в терминах
функции .

λ < 0

( )λexp t
λ >( 0

λ 1t @

≤ λ1t

λ 1!

( ) ( ) ( ) + = − + ϕ = 
 
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DD k U D U
k
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   − + = λ −   
   

2 12 2 2 2

3 3
2 2 1
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,

.3 3

z z

z z z

D k U D k U

D DD U RU D U
k k

( )ρϕ =
μ

2 gd Δρ=
μ
gdR ( ) ( )Δρ = ρ − ρ2 1

Δρ 
 R

Δρ=
ϕ ρ

1R !

( )= 1z

( )= 0z

zU
= −∞z

( )zU z

При такой постановке задачи исследуется
устойчивость бесконечного горизонтального
слоя к возмущениям, характеризуемым любыми
волновыми числами k. Однако постановку зада-
чи можно интерпретировать по-другому. Пусть в
верхней коре имеется возмущение плотности (тя-
желое включение), охватывающее область с гори-
зонтальном размером . Вертикальный размер d
этой аномальной области выбран в качестве мас-
штаба длины и, следовательно, равен 1. Такое
возмущение плотности создает возмущение гра-
витационной силы, которое вызывает течение.
Возможность перехода от рассмотрения возму-
щения с горизонтальным размером L к периоди-
ческому по горизонтали возмущению связана с

тем, что первая гармоника  дает основ-

ной вклад в разложение Фурье возмущения с го-
ризонтальным размером L [Cathles, 1975; Биргер,
2016; 2017]. Волновое число k, характеризующее
периодичность по горизонтали, связано с гори-
зонтальным размером аномальной области как

. При периодическом движении среда, не-

ограниченная по горизонтали, разбивается на
бесконечный набор вертикальных столбов. Дви-
жение в одном из вертикальных столбов

 моделирует движение, которое возни-
кает в случае, когда возмущение плотности про-
исходит в области с горизонтальном размером .
В столбе  вертикальное смещение за-
висит от горизонтальной координаты как

, а горизонтальное смещение – как

. Поэтому на боковых краях столба

( ) горизонтальное смещение отсут-
ствует, а вертикальное смещение максимально и
направлено вверх, а в центре ( ) столба
вертикальное смещение имеет ту же величину, но
направлено вниз.

УСТОЙЧИВОСТЬ ТЯЖЕЛОГО
УПРУГОГО СЛОЯ

В случае упругого тяжелого слоя на вязком по-
лупространстве граничные условия приводят к
системе из шести однородных уравнений для ше-
сти произвольных констант:

(26)

L

( )π2cos x
L

π= 2k
L

( )< <0 x L

L
( )< <0 x L

( )π2cos x
L

( )π2sin x
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= =0,  x x L

= 2x L
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( ) ( )

− −

−

+ + + + − + =
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1 2 3 4
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1 2 3 4 1 2
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Приравнивая нулю определитель этой системы
линейных уравнений (если определитель отличен
от нуля, все константы равны нулю), получаем
биквадратное уравнение

(27)
где:

Решая уравнение (27), находим два значения ин-
кремента  и зависимость каждого значения ин-
кремента  от k при различных значениях пара-

метра  и фиксированном значении па-

раметра  (такая оценка

соответствует верхнему слою земной коры толщи-

ной порядка 10 км). Безразмерный параметр , где

λ + λ + =2 0,a b c

( ) ( )( )= − ϕ + + + ϕ32 8 4 4 4 ch 2 2 sh 2 ,a k k k k k k k

( )
( ) ( ) ( )

= − − + ϕ + +
+ ϕ − + ϕ

3 28 4 4 16 sh 2
2 sh 2 4 ch 2 8 ch 2 ,

b Rk Rk Rk k k
R k Rk k k k

( ) ( )
( ) ( )

= − + ϕ − + ϕ − −
− ϕ + ϕ +
+ − +

2 4 2 2

2

8 2 16 8 8
2 ch 2 4 sh 2

8 ch 2 4 sh 2 .

с Rk R k k k
R k k k

k k Rk k

λ
λ
Δρ=

μ
gdR

ρϕ = ≈
μ

0.005gd

Δρ
ρ

 – плотность тяжелого верхнего слоя, лежит в

интервале . Этот параметр равен едини-

це только в случае, когда плотность нижнего слоя

равна нулю. Поскольку , параметр  мо-

жет изменяться в интервале .

Когда , уравнение (27) имеет два дей-
ствительных отрицательных корня λ, зависи-
мость которых от R и от k представлена на рис. 1 и
рис. 2.

Таким образом, тяжелое включение в верхнем
упругом слое земной коры устойчиво. Эта устой-
чивость обеспечивает восстановление изостати-
ческого равновесия: земная поверхность, возму-
щенная в начальный момент, со временем воз-
вращается в исходное равновесное состояние
даже при наличии тяжелого включения в верхней
коре. Примером восстановления изостазии явля-
ется процесс послеледниковых поднятий земной
поверхности [Cathles, 1975; Биргер, 2016; 2017].
Расчеты показывают, что неустойчивость могла
бы возникнуть только в том случае, когда пара-

метры  и  на несколько порядков пре-

вышают их оценки для земной коры, т.е. при не-

ρ
Δρ< <
ρ

0 1

Δρ=
ϕ ρ
R R

< < ϕ0 R

< ϕR

ρϕ =
μ
gd Δρ

ρ

Рис. 1. Зависимость инкремента  от параметра R при
 и фиксированном волновом числе k = 0.1.

На этом рисунке, как и на всех последующих, безраз-
мерный инкремент λ измеряется в масштабе

.
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Рис. 2. Зависимость инкремента  от волнового числа
k при фиксированном значении параметров

, . На этом рисунке, как и на всех
последующих, безразмерное волновое число k изме-

ряется в масштабе .
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реально малом модуле упругости и при нереально
большом перепаде плотности. Например, если
принять , , получаем неустойчивость,
при которой зависимость  от k показана на рис. 3.

Результаты анализа устойчивости тяжелого
упругого слоя, лежащего на упругом полупро-
странстве, представлены в Приложении 2.

НЕУСТОЙЧИВОСТЬ ТЯЖЕЛОГО 
ВЯЗКОГО СЛОЯ

В случае тяжелого включения в вязком слое
, лежащем на вязком полупространстве,

граничные условия приводят к системе однород-
ных уравнений:

(28)

Приравнивая определитель этой системы линей-
ных уравнений нулю, находим для  и

 зависимость λ от k, показанную на
рис. 4. В случае, когда , т.е. когда нет скачка
плотности, верхняя кривая на рис. 4 исчезает, а
оставшаяся нижняя кривая показывает устойчи-
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ϕ = 0.005
= 0.001R

= 0R

вость, которая приводит к восстановлению изо-
статического равновесия.

Зависимость λ от параметра  при  пока-
зана на рис. 5. Вязкий тяжелый слой, подстилае-
мый вязким полупространством с тем же самым
коэффициентом вязкости, неустойчив при

, т.е. при сколь угодно малом перепаде
плотности. Такая неустойчивость, называемая
неустойчивостью Рэлея–Тейлора, хорошо из-
вестна в гидродинамике и геофизике [Теркот,
Шуберт, 1985].

Однако задача о тяжелом вязком слое, подсти-
лаемым вязким слоем с меньшей плотностью, не
соответствует реальной ситуации в Земле, где хо-
лодный верхний слой ведет себя как упругая сре-
да даже на очень больших временах. Чтобы учесть
влияние верхнего упругого слоя, можно модели-
ровать этот слой как тонкую упругую пластину.
Тогда на верхней поверхности (z = 1) должны вы-
полняться граничные условия, определяемые си-
ловым воздействием упругой пластины:

(29)

(30)

R = 1k
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Рис. 3. Зависимость инкремента  от волнового числа
k при фиксированном значении параметров ,
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Рис. 4. Зависимость λ от k при фиксированных пара-
метрах  и  для тяжелого вязкого
включения.
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(31)

где  – коэффициент Пуассона;  – изгиб-
ная жесткость упругой пластины, имеющей тол-
щину . Будем считать, что толщина упругой
пластины  равна толщине , лежащего
под ней тяжелого вязкого слоя. Когда заданы гра-
ничные условия (29)–(31), первые два уравнения
из системы уравнений (28) принимают вид:

(32)

(33)

Приравнивая нулю определитель полученной си-
стемы уравнений, находим зависимость λ от R
при фиксированных значениях  и

, показанную на рис. 6. Сравнение рис. 6 с
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рис. 5 показывает, что учет самого верхнего упру-
гого слоя, моделируемого как тонкая пластина,
снижает значения инкрементов , т.е. снижает
неустойчивость.

Фиксируя  и , находим
зависимость λ от k, которая показана на рис. 7а.
На рис. 7б показана та же самая зависимость в
другом масштабе.

Приближение тонкой пластины применимо в
случае, когда рассматриваются возмущения с
длиной волны, значительно превышающей тол-
щину слоя. Этому условию удовлетворяют только
возмущения с волновыми числами . Кроме
того, приближение тонкой пластины не учитыва-
ет вес упругого слоя. Поэтому приходится приме-
нять трехслойную модель, рассматривая упругий
верхний слой ) с плотностью ρ. Под этим
упругим слоем находится тяжелый вязкий слой

) с плотностью . Под тяжелым вяз-
ким слоем находится слой, который моделирует-
ся как полупространство  с плотно-
стью ρ. На верхней границе  (земная поверх-
ность) отсутствуют нормальные и касательные
напряжения, т.е. наложены граничные условия
(23) и (24). На внутренних границах  и 
выполняются условия непрерывности смещений
и напряжений. Распределение вертикальных сме-
щений в верхнем слое имеет вид:

λ

−ϕ = × 35 10 −= × 55 10R

πk !
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≤ ≤(0 1z ρ + Δρ

( )−∞ ≤ ≤ 0z
= 2z

= 1z = 0z

Рис. 5. Зависимость инкремента λ от параметра  при
фиксированном волновом числе  для тяжелого
вязкого включения.
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(34)

где  – произвольные константы, а в нижних
слоях справедливы распределения (20) и (21). По-

− −= + + +
≤ ≤

1 2 3 4,
1 2,

kz kz kz kz
zU e A ze A e A ze A

z

iA

сле подстановки этих распределений в граничные
условия, получаем систему из 10 уравнений:

(35)
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Рис. 7. (а) – Зависимость инкремента λ от волнового

числа k при фиксированных параметрах  и

 в случае, когда верхний упругий слой мо-
делируется как тонкая пластина; (б) – та же самая за-
висимость, что и на рис. 7а, при малых значениях ин-
кремента λ.
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Приравняв нулю определитель системы урав-
нений (35) и решив полученное уравнение 3-го
порядка по λ, получаем зависимость корней λ от
волнового числа . На рис. 8 представлена зави-
симость положительного корня λ от волнового
числа при фиксированных значениях 
и .

Как видно из рис. 8, наиболее неустойчивой
является мода, для которой . Таким обра-
зом, при фиксированном вертикальном размере

 тяжелого включения, наиболее не-
устойчиво включение с горизонтальным разме-

ром . Для волнового числа 

значение безразмерного инкремента .
Возмущение развивается во времени как .
Поскольку был введен масштаб времени

, характерное время развития возму-

щения, т.е. время, за которое возмущение возрас-
тает в  раз, составляет 4 миллиона лет.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Цель проведенного исследования состоит в

том, чтобы установить при каких условиях возму-
щения плотности коры вызывают медленные

k

−ϕ = × 35 10
−= × 55 10R

≈  1.8k

=  10 кмd

π ≈2 35 кмd
k

≈ 1.8k

−λ ≈ × 65 10
( )λexp t

η ≈
μ

20  лет

≈ 2.7e

(ползущие) течения в недра Земли, изменяющие
рельеф земной поверхности в геологических мас-
штабах времени. Ползущие течения являются
безынерционными и характеризуются малыми
значениями инкрементов и волновых чисел. Воз-
никновение ползущих течений связано с крупно-
масштабными возмущениями плотности земной
коры. Показано, что тяжелое включение, которое
расположено в вязком горячем слое коры, под-
стилающем верхний холодный упругий слой, яв-
ляется неустойчивым (медленно погружается в
лежащие ниже вязкие слои мантии).

Кроме того, показано, что тяжелое включение
в холодном верхнем слое коры является устойчи-
вым. Именно упругость холодного верхнего слоя
определяет устойчивость, препятствуя погруже-
нию тяжелого включения в подстилающие вязкие
слои. Материал земной коры, как и любой поли-
кристаллический материал, обладает не только
упругостью, но и ползучестью, которая определя-
ется имеющимися дефектами в идеально пра-
вильной кристаллической структуре. Упруго –
ползучая реология хорошо описывается моделью
Максвелла, которая представляет полную дефор-
мацию в виде суммы упругой деформации и вяз-
кой деформации. Ползучесть геоматериала, ко-
нечно, не описывается вязкой ньютоновской мо-
делью, однако можно ввести эффективную
ньютоновскую вязкость, зависящую от характер-
ной продолжительности рассматриваемого про-
цесса. Материал, описываемый моделью Макс-
велла, ведет себя как вязкий при медленных про-
цессах, характерное время которых значительно
превышает время Максвелла, представляющее
собой отношение коэффициента вязкости к
упругому модулю сдвига. В процессах с характер-
ным временем, значительно более коротким, чем
время Максвелла, материал ведет себя как упру-
гий. При линейном анализе устойчивости зави-
симость от времени задается в виде , а харак-

терное время процесса определяется как . Вяз-

кость геоматериала сильно зависит от
температуры, которая в Земле быстро растет с
глубиной. Поэтому верхняя кора обладает очень
высокой вязкостью и может вести себя как упру-
гая среда в то время, когда более глубокие слои
Земли, где вязкость значительно ниже, ведут себя
как вязкая среда. Однако при очень малом инкре-
менте λ (сверхмедленный процесс) холодный
верхний слой коры ведет себя как вязкий, и имеет
место неустойчивость Рэлея – Тейлора, при кото-
рой включение с повышенной плотностью в
верхнем вязком слое погружается в подстилаю-
щую вязкую среду при любом (даже очень малым)
перепаде плотности. Таким образом, можно
утверждать, что тяжелое включение в верхней ко-

λte
1
λ

Рис. 9. Зависимость инкремента от волнового числа в
случае, когда вязкость верхнего холодного слоя на
4 порядка выше, чем вязкость подстилающих горячих
слоев.
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ре всегда неустойчиво, хотя движение, вызванное
неустойчивостью, происходит крайне медленно.
Сделанное выше утверждение о том, что тяжелое
включение в верхнем холодном слое коры являет-
ся устойчивым, подразумевает только невозмож-
ность наблюдать такой медленный процесс на
ограниченном промежутке времени. Эффектив-
ная вязкость верхнего слоя на несколько поряд-
ков выше, чем вязкость подстилающих слоев. На
рис. 9 представлены результаты расчетов, выпол-
ненных для случая, когда верхний слой с тяже-

лым включением  имеет вязкость на 4

порядка выше, чем вязкость  под-
стилающего слоя, который моделируется как по-
лупространство.

Как видно из рис. 9, наиболее неустойчивым
является тяжелое включение, которому соответ-
ствует безразмерное волновое число  и без-
размерный инкремент . Поскольку мас-
штаб длины –  (толщина верхнего слоя),
такое включение имеет горизонтальный размер

. В качестве масштаба времени при-

нято отношение коэффициента вязкости верхне-
го слоя к упругому модулю сдвига .

Безразмерному инкременту  соответству-
ет огромное характерное время развития неустой-

чивости , которое значительно

превосходит возраст Земли. Если верхний холод-
ный слой коры рассматривается как упругий, ему
приписывается бесконечно большая вязкость,
при которой тяжелые включения в этом слое
устойчивы. Однако вязкость этого слоя хотя и ве-
лика, но не бесконечна. Поэтому тяжелые вклю-
чения в этом верхнем слое коры неустойчивы, но
эта неустойчивость развивается так медленно,
что тяжелые включения в верхнем слое коры
практически не меняют своего положения за пе-
риод времени, сравнимый с возрастом Земли.

ПРИЛОЖЕНИЕ 1

Полное давление представимо в виде
, где  – начальное литостатическое

давление, а  – возмущение давления, которое
входит в исходные уравнения (2)–(4) и определя-
ется соотношением (16). На верхней деформиро-
ванной поверхности обращается в нуль сила, дей-
ствующая на единицу площади поверхности. Это
условие можно перенести на исходную плоскую
поверхность ( , если учесть, что после де-

 Δρ = ρ 
0.01

η ≈ × 194 10 Па·с

≈ 1.5k
−λ ≈ 510

= 10 мd

π ≈2 40  кмd
k

μ ≈ × 106 10 Па
−≈ 5λ 10

≈ × 10η 2 10 лет
λμ

( ) +0p z p ( )0p z
p

= )z d

формации поверхность испытывает вертикаль-
ное смещение :

(П1.1)

где  – компоненты единичного вектора, направ-
ленного по нормали к деформированной поверх-
ности, а  – начальное давление в той
точке, из которой материальная частица переме-
стилась в точку с вертикальной координатой

. В рамках линейной теории предполагается,
что смещение мало и поверхность деформируется
слабо. Следовательно:

(П1.2)

(П1.3)

где . Как следует из (П1.2) и (П1.3), урав-
нение (П1.1) принимает вид:

что соответствует уравнению (6). Аналогичный
учет деформируемости внутренней граничной
поверхности ( использован и при выводе
уравнения (7).

ПРИЛОЖЕНИЕ 2
В настоящем исследовании предполагается,

что верхний упругий слой коры имеет толщину
10 км. Если тяжелое включение находится в са-
мой верхней области этого слоя и имеет толщину
1 км, то можно применять модель, в которой тя-
желое упругое включение подстилается упругим
полупространством. В этом случае принимаем
масштаб длины d = 1 км, а параметр  оценивает-

ся как  . Для такой модели произ-

вольные константы   связаны уравнениями:

(П2.1)

где  – отношение модуля сдвига упругого

полупространства к модулю сдвига верхнего слоя.
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Инкремент λ не входит в уравнения (П2.1), а
применяемый в настоящей работе метод исследо-
вания неустойчивости по Ляпунову основан на
поиске всех значений λ, характеризующих рас-
сматриваемую систему. Поэтому упругая среда –
не самый удачный объект применения метода Ля-
пунова. Геоматериал хорошо описывается реоло-
гическими моделью Максвелла (или более слож-
ными реологическими моделями максвелловско-
го типа). В рамках модели Максвелла упругий
материал – это материал с бесконечно большим
коэффициентом вязкости η. Если перейти от
упругой модели к модели Максвелла, уравнения
(П2.1) заменились бы уравнениями, содержащи-
ми инкремент λ. Когда коэффициент вязкости η
очень велик, среда ведет себя как упругая даже
при очень малых инкрементах λ. Однако даже
уравнения (П2.1) позволяют сделать определен-
ные выводы об устойчивости. Приравнивая нулю
определитель системы уравнений (П2.1), получа-
ем характеристическое уравнение, связывающее
переменные  и . Функция  определяет для
фиксированного параметра  такое значение ,
при котором возникает неустойчивость и в изна-
чально плоской коре появляются вертикальные
смещения, пропорциональные . При тех
значениях параметра , которым соответствует
какие-либо значения волнового числа , имеет
место неустойчивость, вызванная тяжелым вклю-
чением в верхней коре. Если считать, что в коре

R k ( )k R
R k

( )cos kx
R

k

не возникают большие начальные смещения, при
тех значениях параметра , которым не соответ-
ствует ни одно значение волнового числа , кора
устойчива.

Значение  в уравнениях (П2.1) соответ-
ствует случаю, когда модуль сдвига для упругого
полупространства равен модулю сдвига тяжелого
верхнего слоя. Положив  (модуль сдвига для
упругого полупространства равен нулю), рас-
сматриваем тяжелый упругий слой, под которым
находится идеальная жидкость. В этом случае
определитель системы уравнений (П2.1) совпада-
ет с определителем системы уравнений (26), в ко-
торой λ = 0. Дело в том, что, когда смещение за-
висит от времени как , а λ = 0, сдвиговые
напряжения в вязкой среде обращаются в нуль,
поэтому вязкая среда ведет себя как идеальная
жидкость и ничем не отличается от упругой среды
с нулевым модулем упругости. Другими словами,
эффективный модуль упругости вязкой среды 
обращается в нуль при .

Решая характеристическое уравнение, соот-
ветствующее системе уравнений (П2.1) при фик-
сированном параметре  , видим, что
при любых значениях  и при введенном ра-
нее естественном ограничении , нало-
женным на значения параметра , не существует
волнового числа k, которое удовлетворяет этому
уравнению. Поэтому можно утверждать, что тя-
желые включения в верхнем упругом слое коры
устойчивы. Неустойчивость могла бы возникнуть
только в том случае, когда  (упругий слой
подстилается идеальной жидкостью), а парамет-

ры  и  на несколько порядков превы-

шают их оценки для земной коры, т.е. при нере-
ально малом модуле упругости и при нереально
большом перепаде плотности. Например, если
принять  и , получаем неустойчи-
вость, при которой зависимость  от R показана
на рис. 10.

В этой работе исследованы связанные с малы-
ми инкрементами медленные течения, при рас-
смотрении которых можно пренебречь упруго-
стью и инерционностью. При рассмотрении
больших инкрементов  и быстрых течений мож-
но пренебречь вязкостью, но необходимо учиты-
вать упругость и инерционность. В случае чисто
упругой среды инкремент оказывается чисто
мнимым , неустойчивость не возникает, а
задача сводится к стоячим волнам Рэлея в среде
со скачком плотности, который дает действи-
тельную поправку к рэлеевской частоте.
Частота рэлеевской волны слабо зависит
от модуля объемного сжатия , но сильно зависит
от модуля сдвига. Таким образом, именно сдви-

R
k

= 1m

= 0m

( )exp λt

ηλ
=λ 0

φ = 0.0005
≠ 0m
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Рис. 10. Зависимость волнового числа k от параметра
R при фиксированном параметре  в случае, когда
упругий слой подстилается идеальной жидкостью.
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говая упругость определяет движения среды
вблизи свободной границы.
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Gravitational Instability in the Earth's Viscoelastic Crust
B. I. Birger*

Schmidt Institute of Physics of the Earth of the Russian Academy of Sciences, Moscow, 123242 Russia
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This paper studies instability of a heavy inclusion in the Earth's upper layers by the linear theory method for
small perturbations. The existence of such inclusions with increased density is associated with chemical in-
homogeneity or phase transitions. The viscoelasticity of the geomaterial is described by the Maxwell rheolog-
ical model. Two layouts of the inclusion with increased density are considered.  The heavy inclusion in the
cold upper elastic layer of the crust does not change its location under small perturbations, i.e., it is stable ac-
cording to the linear theory. The heavy inclusion which is located in the hot viscous crustal layer underlying
the upper cold layer, is unstable (slowly sinking into the underlying viscous mantle layers).

Keywords: gravitational instability, viscoelasticity of the geomaterial, Maxwell rheological model


