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ВВЕДЕНИЕ

Информация об объектах Солнечной сис-
темы, полученная благодаря межпланетным 
миссиям, таким как Mariner-10, Messenger, 
BepiColombo, позволяет уточнять внутреннее 
строение планет и доказывать правоту выдвину-
тых ранее гипотез о происхождении физических 
полей, например, о внутреннем происхождении 
магнитного поля Меркурия. Благодаря данным 
Mariner-10 исследователи сделали вывод о внут-
реннем происхождении магнитного поля Мер-
курия [Ness et al., 1974; 1975; Johnson et al., 2012; 
Alexeev et al., 2010; Wicht et al., 2014 ]. Меркурий, 
как выяснилось, обладает целым рядом особен-
ностей – в частности, достаточно сильным маг-
нитным полем. 

Миссия Messenger позволила изучить поверх-
ность Меркурия, историю геологического разви-
тия, химический состав и магнитосферу [Hauck 
et al., 2007; Benkhoff et al., 2010; Anderson et al., 
2007; 2008, Milillo et al., 2020]. Роль этого косми-
ческого зонда в исследованиях Меркурия труд-
но переоценить: данные, собранные Messenger, 

свидетельствуют о существовании жидкой части 
ядра планеты [Anderson et al., 2010; 2011; 2012; 
2013], что противоречит существовавшей до 
1970-х годов гипотезе о наличии в ядре Мерку-
рия лишь твердой фазы [Plageman, 1965]. Токи 
во внешнем, жидком, ядре создают внутреннее 
магнитное поле Меркурия. В работе [Anderson 
et al., 2012] было установлено, что магнитный 
экватор расположен в северной полусфере пла-
неты, и этот факт послужил основанием для 
моделирования внутреннего поля Меркурия 
как поля единичного диполя. Значение диполь-
ного момента Меркурия приведено в  работе 
[Anderson et al., 2012]. Оказалось, что угол на-
клона диполя по отношению к оси вращения 
планеты невелик: он составляет около  0.8°. 
Изучались также и временные вариации магнит-
ного поля Меркурия [Philpott et al., 2014]. 

Магнитное поле ближайшей к Солнцу пла-
неты отличается весьма сложной структурой: 
есть составляющая, порождаемая движением 
горячей проводящей жидкости внутри ядра, 
а также поле плазмы в окружающем Меркурий 

DOI: https://doi.org/10.31857/S0002333724030083, EDN: AINMQO

Ключевые слова: магнитное поле, совместная интерпретация, линейные интегральные представления, 
эквивалентные источники.

Предложена новая методика одновременного построения магнитного и гравитационного 
“изображений” Меркурия по данным спутниковых миссий на основе региональной версии ме-
тода линейных интегральных представлений. Математическая постановка обратной задачи по 
нахождению “образов” планеты по данным о потенциальных полях, полученных в разное время 
и с разной точностью, редуцируется к решению систем линейных алгебраических уравнений 
с приближенно заданными правыми частями. По найденным из решения плохо обусловлен-
ной системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) аналитическим аппроксимациям 
магнитного и гравитационного полей Меркурия определяются распределения эквивалентных 
источников на сферах. Приводятся результаты математического эксперимента по нахождению 
магнитного “изображения” Меркурия по продолженным в сторону источников поля значениям 
радиальной компоненты вектора магнитной индукции.
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пространстве. Однако по отдельности эти “ком-
поненты” рассматривать нельзя: поле ядра ак-
тивно взаимодействует с солнечным ветром. 
В магнитосфере Меркурия имеются области пе-
ресоединения магнитного поля, головные удар-
ные волны и, так называемые, “магнитопаузы” 
(reconnection regions, bow shock and magnetopause). 
Одним из “удивительных”, если можно так вы-
разиться, свойств магнитосферы Меркурия яв-
ляется наличие своеобразных вихрей, которые 
образуются благодаря взаимодействию внутрен-
него поля с солнечным ветром.

Многими исследователями предпринимались 
попытки построения аналитических моделей 
как “полного” магнитного поля, включающего 
в себя поле жидкого ядра [Margout et al., 2007] 
и  поле магнитных масс, находящихся в  коре 
Меркурия, так и отдельных составляющих маг-
нитной индукции [Langlais et al., 2020]. Подход, 
основанный на разложении физических полей 
в ряд по сферическим гармоникам [Cain et al., 
1989], является продуктивным в случае, когда 
измерения охватывают планету в глобальном 
масштабе [Wicht, Heyner, 2013]. Если же изме-
рения более разрозненны и доступны только 
для отдельных областей планеты, то сфериче-
ские гармоники также могут быть полезны, но 
при наложении дополнительных условий на ко-
эффициенты разложения и выполнении про-
цедуры регуляризации [Uno et al., 2009]. 

Магнитное поле Меркурия некоторые авто-
ры [Langlais et al., 2020] пытаются описать как 
поле дипольных, квадрупольных и октупольных 
моментов. Перед выполнением интерпретации 
сигнал, соответствующий компоненте магнит-
ного поля, проходит через узкополосный фильтр 
по методу Capon. Таким образом, восстанавли-
ваются отдельные компоненты спектра магнит-
ного поля, в том числе – компоненты поля ли-
тосферного происхождения. Нередко при реше-
нии подобного рода задач применяется метод 
дискретных дипольных моментов [Langlais 
et al., 2004; Langlais, Purucker, 2007; Hood et al., 
2018]. Этот метод (дискретных точечных источ-
ников поля, сокращенно ESD) остается востре-
бованным уже на протяжении порядка 40  лет 
[Mayhew, 1979]. 

Так называемые локальные методы тоже при-
меняются при разработке аналитических моде-
лей полей планет [Thébault et  al., 2006; Hood 
et al., 2018]. 

Отличительные черты магнитного поля 
Меркурия накладывают ряд ограничений на 

построение модели магнитного динамо этой 
планеты, по сравнению с известными моделями 
палеодинамо Марса [Cao et al., 2014; Christensen, 
2006;].

В наших предыдущих работах [Kolotov et al., 
2022; Stepanova, 2023] мы строили аналитиче-
ские модели магнитного поля Меркурия (так 
называемое “магнитное изображение” Мерку-
рия) на основе методики интегральных уравне-
ний. Под магнитным “образом” или магнитным 
“изображением” Меркурия мы понимаем рас-
пределение магнитных диполей в коре планеты, 
эквивалентное по внешнему полю.

После дискретизации соответствующих не-
прерывных постановок получались системы 
линейных алгебраических уравнений относи-
тельно компонент вектора магнитного момента, 
заданного на некоторой сетке. Матрицы систем 
линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) 
не являются при таком подходе симметрически-
ми и положительно полуопределенными, и этот 
фактор влияет на выбор стратегии регуляриза-
ции обратных задач. 

Миссия Messenger позволила также продви-
нуться в создании математических моделей гра-
витационного поля ближайшей к Солнцу плане-
ты. Стоит отметить работу [Konopliv, 2020], в ко-
торой на основе данных станции Messenger были 
предложены три подхода (описанные как набор 
ограничений на возможные решения) к ап-
проксимации гравитационного поля Меркурия. 
Аналитические модели, описанные в указанной 
статье, согласованы с рассчитанной траекторией 
движения орбитальной станции: авторами пред-
ложен эффективный итерационный алгоритм 
уточнения модели гравитационного поля в зави-
симости от значений координат станции в пла-
нетоцентрической системе. Степень разрешения 
гравитационных данных варьировалась в широ-
ких пределах: от n = 12 в районе Южного полюса 
Меркурия до n = 154 в достаточно узкой области 
вблизи Северного полюса (такая детализация 
гравитационного поля стала возможной благо-
даря экстремально низким орбитам Messenger 
в конце периода работы станции). Через n здесь 
обозначен порядок гармоники при разложении 
поля в ряд по сферическим функциям.

В начале 2000-х был предложен весьма кон-
структивный подход, основанный на методе ли-
нейных интегральных представлений [Strakhov, 
Stepanova, 2002a; 2002b], который является обоб-
щением в некотором смысле метода интеграль-
ных уравнений. С помощью различных версий 
метода линейных интегральных представлений 
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были получены аналитические аппроксимации 
различных физических полей Земли и Марса 
[Gudkova et al., 2020; 2021; Salnikov et al., 2021; 
Раевский, Степанова, 2015а; 2015б; Степанова, 
2020]. Метод линейных интегральных представ-
лений позволяет находить устойчивые прибли-
женные решения обратных задач геофизики 
даже при ограниченной информации об изуча-
емых элементах глобального или аномального 
поля, при наличии во входных данных помех 
различной природы. Основная идея метода за-
ключается в представлении поля в виде простого 
и двойного слоев, распределенных на некоторых 
носителях (размерность носителей может при-
нимать значения от единицы до четырех), а так-
же в виде интегралов Радона и Фурье.

При совместной интерпретации данных по 
гравитационному и магнитному полям планет 
целесообразным представляется применение 
следующего подхода. Во-первых, данные спут-
никового зондирования должны быть отсорти-
рованы таким образом, чтобы распределение 
эквивалентных простого и двойного слоев мож-
но было определить с минимально возможной 
ошибкой. Как этого добиться? Значения фи-
зических величин, измеренные космическими 
аппаратами в удаленных относительно поверх-
ности планеты точках эллиптической орбиты, 
должны либо исключаться из выборки, по кото-
рой строится аналитическая модель поля, либо 
учитываться с весовыми множителями. Во-вто-
рых, значения гравитационного и магнитного 
полей нужно пересчитать на оптимальной в не-
котором смысле сети наблюдений. Матрицы 
СЛАУ для компонент различных полей могут 
иметь как аналогичную, так и различную струк-
туру: параметрический подход метода линейных 
интегральных представлений позволяет с  вы-
сокой точностью восстанавливать пространст-
венное распределение самых разнообразных 
сигналов, а также находить аналитическое про-
должение гравитационного и магнитного полей 
вниз, в сторону источников, как было показано 
в наших предыдущих работах. Наша методика 
одновременной интерпретации “сырых” маг-
нитных и синтетических гравитационных дан-
ных фактически является одним из способов 
цифровой обработки сигналов. Мы ищем такие 
распределения магнитных и гравитирующих 
масс в коре Меркурия, которые обеспечивают 
минимальное среднеквадратическое отклонение 
измеренных значений полей от их интеграль-
ных представлений, т.е. мы сравниваем иска-
женный интегральным представлением сигнал 
с его истинным изображением. В роли фильт ра 

Винера выступает неизвестная плотность масс, 
в  роли сигнала  – значения производных раз-
ных порядков гравитационного потенциала, 
создаваемого точечными массами в  заданных 
пунктах наблюдения. Результат свитки таких 
производных с  неизвестной плотностью рас-
пределения – это и есть наблюдаемый сигнал. 
Возможны различные вариационные постанов-
ки, в которых учитываются корреляционные 
свойства сигнала и его изображения. Значения 
радиальных компонент гравитационного поля 
мы находили на  трех сферических поверхно-
стях, удаленных на 10, 50 и 100 км от поверхно-
сти планеты. При этом мы учитывали разложе-
ние гравитационного потенциала Меркурия по 
сферическим гармоникам до порядка 100. Маг-
нитное поле было нами сначала проинтерпрети-
ровано с помощью метода интегральных уравне-
ний, а затем пересчитано в точки той же самой 
сети, на которой рассматривалось гравитацион-
ное. В дальнейшем мы предполагаем построить 
оптимальную сеть наблюдений. Здесь имеется 
в виду такая схема расположения пунктов изме-
рений гравитационного (или магнитного) поля, 
чтобы определитель матрицы СЛАУ, к которой 
редуцируется решение обратной линейной зада-
чи, был отличен от нуля. Тогда решение СЛАУ 
находится однозначно, и этот факт позволя-
ет существенно ограничить произвол в выборе 
эквивалентных по внешнему полю источников. 
Как правило, геофизические задачи отличаются 
тем, что СЛАУ плохо или очень плохо обуслов-
ленные – т.е. ранг матрицы СЛАУ меньше или 
существенно меньше числа неизвестных. Эле-
менты матрицы СЛАУ в рамках метода S-ап-
проксимаций зависят от декартовых (локаль-
ный вариант) или сферических (региональный 
вариант) координат точек наблюдения. Если мы 
расположим точки наблюдения таким образом, 
чтобы определитель в нуль не обращался или, 
в крайнем случае, ранг матрицы был ненамного 
меньше числа неизвестных, то качество реше-
ния обратной линейной задачи по поиску рас-
пределения носителей масс на некоторой по-
верхности (в некотором объеме) значительно 
повысится. 

Вне источников поля (т.е. вне внешнего жид-
кого ядра Меркурия) сигнал вполне хорошо мо-
жет быть представлен в виде ряда по сфериче-
ским гармоникам, интеграла Фурье и т.п. [Фрик 
и др., 2021;Титов и др., 2020; Казанцев, Карда-
ков, 2019], но наиболее близкую к действитель-
ности математическую модель магнитного поля 
планеты, обладающей динамо (подобно магнит-
ному полю Земли), невозможно получить без 
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учета уравнений магнитной гидродинамики, ко-
торым удовлетворяют компоненты вектора маг-
нитной индукции и скоростей заряженных ча-
стиц, генерирующих это поле [Reshetnyak, 2015]. 

Как известно [Арнольд, Хесин, 2007], суще-
ствует теория кинематического динамо, соглас-
но которой движение несжимаемой жидкости 
в магнитном поле описывается следующей си-
стемой уравнений:

∂
∂
=−{ }+
=







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B

t
v B B
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, ,

,

η∆

div 0

где: B r t( , )  – это вектор магнитной индукции 
в некоторой области пространства М; v r t( , ) – 
скорость жидкости; η – малый безразмерный 
параметр, представляющий собой магнитную 
вязкость; v B,{ }  – это скобка Пуассона двух 
бездивергентных векторных полей. В трех-
мерном пространстве ее можно записать как 
v B v B, .{ }=− ×( )rot  В более общей постановке, 

магнитное поле B r t( , ) и поле скоростей v r t( , )
определяются из системы уравнений
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Здесь ∇p – градиент давления. Это – система 
уравнений магнитной гидродинамики.

Предлагаемые в данной работе аналитиче-
ские аппроксимации магнитного поля Мерку-
рия в дальнейшем могут рассматриваться как 
нулевые или первые приближения к решению 
нелинейной системы уравнений в частных 
производных (2) при решении прямых началь-
но-краевых задач магнитной гидродинамики, 
а также служить ориентиром при построении 
регуляризирующих операторов для широкого 
спектра обратных задач в этой области науки. 
Математические модели физических полей 
планет Солнечной системы, помимо чисто 
теоретического интереса, имеют и некоторую 
практическую ценность – с их помощью мож-
но уточнять внутреннее строение небесных 
тел, а также изучать движение заряженных ча-
стиц вблизи планет. 

ОПИСАНИЕ МЕТОДИКИ

Мы применили для совместной интерпре-
тации гравитационных и магнитных данных 
Меркурия метод линейных интегральных пред-
ставлений, основы которого изложены в рабо-
тах [Strakhov, Stepanova, 2002a; 2002b]. В отли-
чие от наших предыдущих работ, в данном ис-
следовании рассматривались сразу два варианта 
вариационного подхода, а также выполнялось 
сравнение результатов моделирования гравита-
ционного и магнитного полей в рамках вариа-
ционного и структурно-параметрического под-
ходов. Последнее обстоятельство имеет прин-
ципиальное значение при цифровой обработке 
сигналов: необходимо подобрать в некотором 
смысле оптимальный фильтр, через который 
проходит искаженное “изображение” гравита-
ционного или магнитного поля. Для поиска на-
илучшего фильтра необходимо формулировать 
условно-вариационные задачи таким образом, 
чтобы априорная информация об источниках 
поля (“истинном изображении”) учитывалась 
наиболее полно; кроме того, мелкие детали не 
должны отбраковываться при воздействии на 
искаженное поле. Метод линейных интеграль-
ных представлений и условно-вариационные 
постановки первого типа неоднократно рассма-
тривались в наших работах [Страхов, Степано-
ва, 2002; Степанова и др., 2020; Gudkova et al., 
2020; 2021], мы хотели бы напомнить основные 
моменты при построении аналитических моде-
лей физических полей. 

Пусть задана совокупность величин fi, ,δ

 f f fi i i, ,δ δ= +     i N=1, 2, ..., , (1)

и при этом величины fi  имеют представления 
вида

f Q di r r
i

r

Mr

R

r

= ∫∑
=

ρ ξ ξ µ ξ( ) ( ) ( ),( )

1

   i N=1, 2, ..., , (2)

где Qr
i( )( ),ξ  i N=1, 2, ..., ,  r R=1, 2, ..., ,   – задан-

ные функции, удовлетворяющие условиям:

 Q dr
i

r

Mr

( )( ) ( ) ,ξ µ ξ( ) <+∞∫
2

 (3)

и Mr  – области (конечные или бесконечные) или 
даже многообразия (поверхности, кривые) в R3, 
µ ξr ( ) – заданные на Mr  меры. Встречающиеся 
в подынтегральных выражениях в (2) функции 
ρ ξr ( )  – неизвестные, подлежащие определе-
нию по заданным величинам fi, ,δ  i N=1, 2, ..., , 
а  также имеющейся априорной информации 
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о векторе помехи δ f  (N-векторе с компонента-
ми δfi ) и о свойствах искомых функций.

Основной смысл нахождения функций ρ ξr ( ), 
т.е. построения интегральных представлений ве-
личин fi, см. (2), состоит в том, чтобы, получив 
приближенные (аппроксимирующие) представ-
ления:
 ρ ξ ρ ξ ξr r

a
rM( ) ( ) ,( )≈ ∈,        r R=1, 2, ..., , (4)

далее использовать их для нахождения прибли-
женных значений любых величин вида:

p P ds r r
s

r

Mr

R

r

= ∫∑
=

ρ ξ ξ µ ξ( ) ( ) ( ),( )

1

   s = 1, 2, ..., S, (5)

где Pr
s( )( )ξ  – заданные функции, по соотноше-

ниям:

p p P ds s
a

r
a

r
s

r

Mr

R

r

≈ = ∫∑
=

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ),ρ ξ ξ µ ξ
1

  s = 1, 2, ..., S.
 (6)

Учет априорной информации о свойствах 
искомых функций ρ ξr ( ) и вектора помехи δf
имеет важное значение при аналитическом мо-
делировании любых физических полей.

Предположим, что существуют такие функ-
ции ρ ξr ( ) :> 0

 
0≤ ≤ ≤ <+∞

∈

m m

M

r
r

r

r

min max ,

,

( ) ( )( )ρ ξ
ξ

 (7)

что выполняются неравенства:

 ρ ξ
ξ

µ ξr

r
r

M
p

d

r

2( )

( )
( ) ,∫ <+∞    r R=1, 2, ..., . (8)

Неравенства (8) всегда имеют место, если одно-
временно выполняются два условия:

min
ξ

ξ
∈

>
M

p
r

r ( ) ,0

 ρ ξ µ ξr r

M

d

r

2( ) ( ) .∫ <+∞  
(9)

Более специфическими свойствами функции 
ρ ξr ( ) могут не обладать, что несущественно 
при нахождении интегральных представлений 
полей.

Но ситуация, когда min
ξ

ρ ξ
∈

=
Mr

r ( ) 0  требует 

детального рассмотрения, поскольку большое 
практическое значение имеют случаи, когда 
Mr – это конечные объемы или конечные куски 
поверхностей, на которых ставятся граничные 
условия:

 ρ ξr

rM
( ) .
∂

= 0  (10)

Эти условия удовлетворяются, если принять

 p
M

r

r

( ) .ξ
∂
= 0  (11)

Мы будем также считать, что априорно из-
вестными являются константы в неравенствах

 0 2 2 2< ≤ ≤ <+∞δ δ δmin maxf
Ε

 (12)

и что априорно известным является равенство

 ( ) .f f, δ = 0  (13)

В основной проблеме нахождения решения за-
дачи построения аппроксимаций ρ ξr

a( )( ) функ-
ций ρ ξr ( ) по заданному вектору fδ (с компонен-
тами fi, ),δ  f f fδ δ= + , у которого компоненты 
f – полезного сигнала – имеют аналитические 
выражения (2), имеются два основных подхода: 
I)  вариационный; II)  структурно-параметри-
ческий.

Мы полагаем, что известна величина:

 δ δ δ δ δ2 2 2 2 2= ≤ ≤f
Ε

; min max .  (14)

ВАРИАЦИОННЫЙ ПОДХОД

В первом варианте этого подхода используется 
постановка условной вариационной задачи:

Ω( )
( )

( )
( )

( )

( ) ( ),
( )

ρ ρ ξ
ξ

µ ξ
ρ ξ

ρ ξ ξδ

= =

−

∫∑
=

r

r
r
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R

r

i r r
i

p
d

f Q

r

2

1

min ,

dd i Nr
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R

r

µ ξ( )= =∫∑
=

0 1 2
1

, , , ..., .

 (15)

Таким образом, в этом подходе минимизируется 
функционал Ω( )ρ  при линейных – точечных – 
ограничениях.

Во втором варианте вариационного подхода 
используется другая постановка условной вари-
ационной задачи:

 

Ω( )
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( )
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( ) ( ),
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ρ ρ ξ
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==












=

1

2

1

2,

 (16)

где δ2 есть априорно заданная величина. Таким 
образом, во втором подходе минимизируется 
тот же самый функционал, но при одном квад-
ратичном ограничении в виде равенства.
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Каждая из двух сформулированных условных 
вариационных задач решается методом множи-
телей Лагранжа, т.е. переходом к семейству безу-
словных вариационных задач, зависящих от па-
раметров – множителей Лагранжа.

В случае безусловной вариационной зада-
чи (15) (первый вариант вариационного метода) 
семейство безусловных вариационных задач та-
ково:

ρ ξ
ξ

µ ξ

λ ρ ξ ξ µ ξδ

r

r
r

Mr

R

i i r r
i

r
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p
d

f Q d

r

r

2

1

2

( )

( )
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( ) ( ) ( ),
( )

∫∑

∫
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+ −
===
∑∑












=

11

R

i

N

r

min
ρ ξ( )

.  (17)

В (17) через λi обозначены множители Лагранжа, 
с помощью которых учитываются фигурирую-
щие в (15) линейные условия; в дальнейшем че-
рез λ обозначается вектор этих множителей

 λ λ λ λ= ( ) .1 2
T, , ..., N  (18)

В случае же условной вариационной зада-
чи (16) (второй вариант вариационного метода) 
семейство безусловных вариационных задач 
имеет вид:
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µ ξ

µ ρ ξ ξ µ ξδ
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r
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=1
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min
ρ ξ( )

,  (19)

где µ> 0 – множитель Лагранжа.
Методы вариационного исчисления позволя-

ют сделать вывод, что в случае семейства безу-
словных вариационных задач (19) имеют ме-
сто соотношения (здесь �ρ ξ λr ( );  – решение зада-
чи (19) при фиксированном векторе λ):

�ρ ξ λ ξ λ ξr r i r
i

i

N

p Q( ) ( ) ( ),( ); =
=
∑

1

   r = 1, 2, ..., R. (20)

Подчеркнем, что множители λi в представлении 
функций �ρ ξ λr ( );  одни и те же, т.е. не зависят от r.

В случае же семейства безусловных экстре-
мальных задач (16) применение классических 
рецептов вариационного исчисления приводит 
к таким представлениям (здесь �ρ ξ µr ( );  – реше-
ние задачи (16) при фиксированном значении 
параметра µ):

�ρ ξ µ µ ξ ξµr r i r
i

i

N

p f Q( ) ( ) ( ),,
( ); =

=
∑∆

1

   r = 1, 2, ..., R, (21)

где через ∆fi,µ обозначены компоненты вектора

 ∆f f fµ δ µ= − � ,  (22)

и 

� �f Q di r r
i

r

Mr

R

r

,
( )( ) ( ) ( ),µ ρ ξ µ ξ µ ξ= ∫∑

=

;
1

  i = 1, 2, ..., N, (23)

суть приближенные представления компонент 
fi вектора полезного сигнала. Отсюда ясно, что 
величины ∆fi,µ представляют собой оценки ком-
понент вектора помехи δf.

Снова подчеркнем тот факт, что функции 
�ρ ξ µr ( );  зависят от одного и того же параметра µ, 
который от r не зависит.

Далее. Ясно, что если использовать представ-
ления (20), то для нахождения вектора λ множи-
телей Лагранжа λi получаем систему линейных 
алгебраических уравнений

 Aλ δ= f ,  (24)

в которой fδ является вектором входных данных 
задачи, см. (1), а A есть матрица с элементами

 
a p Q Q d

i N j N

ij r r
i

r
j

r

Mr

R

r

=

≤ ≤ ≤ ≤

∫∑
=

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )ξ ξ ξ µ ξ
1

1 1

,

, ,

 (25)

т.е. обладающая свойством

 A A T= ≥0.  (26)

При наличии априорной информации (13) 
целесообразно использовать приближенные 
решения системы (24), которые определяются 
с помощью некоторого регуляризирующего ал-
горитма при условиях

 f Lδ λ δ− =A �
Ε

2 2,     δ δ δmin max .2 2 2≤ ≤  (27)

Аналогично, если исходить из представле-
ний (20)–(22), то для нахождения вектора ∆fµ 
получается система линейных алгебраических 
уравнений (при заданном значении параметра µ)

 ( ) ,E A+ =µ µ δ∆f f  (28)

в которой A есть та же самая (N × N)-матрица, 
что и в системе (24), т.е. обладающая свойст-
вом (25) и имеющая элементы aij по (26).

Из вышеизложенного можно сделать вывод 
о том, что и в рассматриваемом втором варианте 
вариационного метода нахождения приближен-
ных представлений при наличии информации (13) 
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имеем уравнение для нахождения значения пара-
метра µ:

 ∆
Ε

fµ δ
2 2= .      δ δ δmin max .2 2 2≤ ≤  (29)

Система линейных алгебраических уравне-
ний (28) при условиях (29) может применять-
ся для нахождении фильтра Винера при реше-
нии задач цифровой обработки изображений. 
В принципе, с этой же целью можно рассматри-
вать и постановки в рамках первого варианта 
вариационного подхода (15). Роль фильтра (или 
передаточной функции) играют функции (21) 
или (20), которые, как это будет показано ниже, 
могут представлять собой плотности простого 
и двойного слоев, распределенных на некото-
рых поверхностях (в частности, сферах). Изоб-
ражениями считаются значения компонент маг-
нитного или гравитационного поля в точках не-
которой сети наблюдений (вопрос построения 
оптимальной сети наблюдений мы планируем 
рассмотреть в ближайшем будущем). А исход-
ный сигнал – это значения различных произ-
водных гравитационного или магнитного потен-
циала в точках среды, специфическим образом 
связанных с точками сети наблюдений. Факти-
чески, пункты наблюдений – это “зеркальные” 
изображения точечных источников (масс или 
диполей), расположенных под землей. “Зерка-
ло” может быть как плоским (в случае локаль-
ных S-аппроксимаций), так и сферическим (ре-
гиональные аппроксимации). 

Далее заметим, что из уравнения (28) следует:

 �f fµ µµ= A∆ .  (30)

Иначе говоря, вектор оценки полезного сиг-
нала �fµ  выражается через вектор оценки по-
грешности (помехи) δf . Но векторы f и δf , во-
обще говоря, никак функционально не связаны. 
Поэтому дополнительным фактором, который 
может повысить устойчивость решения обрат-
ных задач к  помехам во входных данных, мы 
считаем априорное задание функциональной 
зависимости векторов помехи и полезного сиг-
нала, даже если зависимость подобного рода 
сводится к ортогональности векторов помехи 
и компоненты поля.

СТРУКТУРНО-ПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ 
ПОДХОД

Переходим к рассмотрению второго, струк-
турно-параметрического, подхода к нахожде-
нию приближенных представлений искомых 
функций ρ ξr ( ) по вектору экспериментальных 

данных о поле fδ. Структурно-параметрический 
подход представляет собой чисто формальное 
обобщение основных приближенных представ-
лений искомых функций ρ ξr ( ), возникающих 
в рамках вариационного подхода. Точнее гово-
ря, соотношение (20) просто обобщается следу-
ющим образом:
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1  (31)

(первый вариант структурно-параметрического 
подхода), а соотношение (21), соответственно, 
принимает вид:

 
�ρ ξ µ µ ξ ξµr r r r i r

i
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p f Q

r R
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1, 2, ..., ,
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1  (32)

где теперь

 µ µ µ µ= ( ) ,1 2
T, , ..., R  (33)

и вектор ∆fµ (с компонентами ∆ fi, )µ  зависит уже 
не от скаляра µ, а от вектора µ с R-компонента-
ми, определенными по (33).

Смысл обобщений, используемых в кон-
струкциях (31) и (32), состоит в том, что пара-
метры, от которых зависят аналитические выра-
жения искомых функций, делаются зависящими 
от индекса r.

Нетрудно показать, что в случае первого ва-
рианта структурно-параметрического метода 
получаем систему линейных алгебраических 
уравнений:

 A
� �

λ δ= f ,  (34)

в которой λ
�

 есть блочный вектор вида:
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а матрица A
�

 суть блочная матрица следующего 
вида:

 A A A A(1) (2) ( )
� � � �
= R ,  (36)
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в которой блоки A( )r
�

 имеют элементы

 
a p Q Q d

r R

ij
r

r r
i

r
j

r

Mr

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
�
=

=

∫ ξ ξ ξ µ ξ ,

1, 2, ..., 

 (37)

и обладают свойством:

 A A ,

1, 2, ..., 

( ) ( ),Tr r

r R

�
= ≥
=

°
0

.
 (38)

Система (34) является сильно недоопределен-
ной системой (в ней N уравнений и NR неиз-
вестных). Поэтому целесообразно использовать 
переход к нормально определенной системе 
с симметричной положительно полуопределен-
ной матрицей, возникающей после использова-
ния второй трансформации Гаусса системы (34). 

Структурно-параметрический подход, при-
мененный к решению обратных задач геофи-
зики в рамках метода линейных интегральных 
представлений, обладает рядом замечательных 
свойств: он позволяет находить согласованные 
с  априорной информацией о сигнале распре-
деления эквивалентных источников гравита-
ционного и магнитного полей при рассмотре-
нии вариационных постановок в пространст-
ве функций, интегрируемых с квадратом, а не 
в  пространстве функций с равномерной нор-
мой (или дифференцируемых функций с огра-
ничениями нормы самой функции и ее произ-
водных). Это – принципиальный момент при 
выполнении исследований в области линейных 
и (особенно!) нелинейных обратных задач гео-
физики и при восстановлении источников сиг-
налов любой природы по искаженным, в об-
щем случае, изображениям. Зависимость векто-
ра параметров в (37) от структурного элемента 
(выражающаяся в наличии индекса “r” у ком-
понент вектора решения) позволяет построить 
простые аналитические модели различных фи-
зических полей. Мы можем по измеренным на 
одной и той же сети точек значениям различных 
компонент гравитационного поля, магнитного 
поля и другим данным об объекте исследования 
воссоздать источники этих полей с приемлемой 
точностью в случае наличия априорной инфор-
мации об источниках, а также предложить ме-
трологические аппроксимации полей, если ни-
какой количественной информации о мощно-
сти и геометрии гравитирующих и магнитных 
масс нет (а именно так и бывает при изучении 
планет). 

Если известны компоненты магнитного или 
гравитационного поля (например, первая про-
изводная потенциала по r на некотором релье-
фе), то можно представить компоненты поля 
в виде суммы простого и двойного слоев, созда-
ваемых совокупностью горизонтальных плоско-
стей, расположенных ниже заданного рельефа. 

Если учитывать сферичность Меркурия, то 
необходимо применить региональный вариант 
S-аппроксимаций лапласовых полей (т.е. век-
торных полей, являющихся одновременно по-
тенциальными и соленоидальными).

Представим себе идеализированный Мер-
курий как внутренность сферы радиуса R0. Ре-
альный Меркурий тогда может трактоваться как 
область трехмерного пространства, ограничен-
ная замкнутой кусочно-непрерывной поверхно-
стью S, незначительно отклоняющейся от сфе-
ры радиуса R0. Предполагается, что приближен-
ные значения функции G x( ), гармонической вне 
этой сферы, заданы в произвольном множестве 
точек x i Ni( ), , , ,=1 2 …  на поверхности S:
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=
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Так как G(x) гармонична при r R> 0, она имеет 
следующее интегральное представление:
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 (40)

Функция σ ϑ ϕ( , )� �  в (40) называется плотностью 
простого слоя, распределенного на сфере радиу-
са R0, w( , )� �ϑ ϕ  – плотность двойного слоя, распре-
деленного на той же сфере; R x( )ξ−  – расстояние 
между текущей точкой сферы ξ и точкой наблюде-
ния x. Дифференцирование правой части (40) по 
различным координатам точки наблюдения G(x), 
даже если эти производные (например, ∂

∂
V
r

 – ра-
диальная производная гравитационного потен-
циала) не являются гармоническими функциями.

Формула (40) является одной из форм интег-
рального представления гармонической функции 
вне сферы радиуса R [Владимиров, 1981]:
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где �n  – внешняя нормаль к единичной сфере 
(мы можем написать ∂

∂r
, r – радиальная коор-

дината радиус-вектора x). 
Условно-вариационная задача для σ  и  w 

[Strakhov, Stepanova, 2002b] в рамках второго ва-
рианта вариационного подхода (см. (17)) имеет 
следующее решение: 
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где Qi
( )( )1 ξ  и Qi
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Величины λi являются компонентами N-век-
тора λ, дающего решение системы линейных 
уравнений:

 A f f f fλ δδ δ= = +, ,  (44)

где fδ имеет компоненты fi,δ (39) и элементы ма-
трицы A AT= ≥0 записываются как
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Здесь h R

r
h

R

ri
i

j
j

= =0 0, ; αij – угол между векто-

рами xi и x j . Мы предполагаем, что вектор xi па-
раллелен оси Oz , а вектор x j лежит в плоскости 
zOx (мы всегда так можем выбрать систему ко-
ординат). Тогда указанные вектора будут иметь 
координаты:

x ri i= ( , , )0 0  и x r rj j ij j ij= ( , , ).sin cosα α0

Функция F k( , )ϕ  – эллиптический интеграл 
первого рода. 

Если ограничиться представлением элемен-
тов магнитного поля Меркурия в виде потенциа-
ла простого слоя, то элементы матрицы систе-
мы (45) принимают тогда вид:
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Если применяется первый вариант вариа-
ционного подхода (см. (16)), то матрица систе-
мы (45) характеризуется элементами:
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Значения параметра µ можно вычислять по 
рекуррентной формуле:

µ αµ µ α( ) ( ) ( ), , ..., ; . ; .k k k+ = = ∞ = < <1 00 0 5 0 1  (48)

Однако параметры метода можно определять 
и иначе: можно считать, что µ  – это еще одна 
неизвестная величина, которая восстанавлива-
ется из решения некоторой системы алгебраиче-
ских уравнений (подчеркнем, соответствующая 
система уравнений является нелинейной). 
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РЕЗУЛЬТАТЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО 
ЭКСПЕРИМЕНТА

Данные миссии Messenger за несколько дней 
полета были интерпретированы с помощью трех 
различных модификаций метода линейных ин-
тегральных представлений. Точек в наборе было 
10 000. В файлах, содержащих “сырые данные”, 
указывались декартовы координаты точек на-
блюдения в километрах, при этом начало сис-
темы координат совпадает с центром масс Мер-
курия. Носители простого и двойного слоев при 
аппроксимации лапласовых полей располага-
лись в коре Меркурия, т.е. на расстоянии от 0.1 
до 100 км от поверхности планеты. 

Для радиальной компоненты поля строятся 
региональные S-аппроксимации как в рамках 
вариационного, так и в рамках структурно-па-
раметрического подходов. 

Структурно-параметрический подход подра-
зумевает следующее: для каждого из носителей 
определяется свой вектор решения [Salnikov 
et al., 2021]. Во всех случаях системы линейных 
алгебраических уравнений (СЛАУ), к которым 
редуцируется решение обратной задачи по вос-
становлению магнитного поля Меркурия, реша-
ются с помощью метода регуляризации Холец-
кого (БМХР) и усовершенствованного блочного 
метода решения СЛАУ (УБМ) [Раевский, Степа-
нова, 2015а; 2015б; Gudkova et al., 2020; Степа-
нова и др., 2020; Salnikov et al., 2021]. При этом 
мы полагали, что Меркурий представляет собой 
шар, радиуса R0 2439 0= .  км. Результаты аппрок-
симации представлены в таблице.

Орбита космической миссии в некоторые 
моменты времени достаточно далеко уходила 
от поверхности Меркурия (на расстояние до 0.6 
среднего радиуса планеты), поэтому для выделе-
ния из “сырых” данных составляющих магнит-
ной индукции, генерируемых токами в жидком 
ядре и коре (так называемого внутреннего маг-
нитного поля Меркурия), можно воспользовать-
ся приближением “the thin shell approximation” 
[Toepfer et  al., 2021]. При таком подходе точ-
ки наблюдения должны находиться в пределах 
“тонкой” (по сравнению с некоторыми парамет-
рами, характеризующими топологию планеты) 
оболочки, окружающей Меркурий. Полоидаль-
ное и тороидальное магнитные поля, создавае-
мые токами в плазме вокруг Меркурия, “исчеза-
ют” в этом случае. Мы проводили математиче-
ский эксперимент, не выходя за рамки модели 
“тонкой оболочки”: каждый отрезок из некото-
рого набора данных, полученных при движении 
спутника, находится в пределах сферической 

оболочки, толщина которой составляет при-
близительно 0.1 радиуса Меркурия, т.е. 240 км. 
Процесс создания математической модели маг-
нитного поля по “сырым” спутниковым данным 
подразумевает прохождение следующих этапов. 

1. Выполняется аппроксимация измеренных 
вдоль всех траекторий значений магнитной ин-
дукции.

2. Находятся значения компонент вектора 
магнитной индукции в нескольких шаровых 
слоях, толщина которых не превышает 240 км, 
с помощью определенных на предыдущем этапе 
распределений эквивалентных источников.

3. Строятся аппроксимации поля и находятся 
эквивалентные распределения по синтезирован-
ным на втором этапе данным.

4. Выбираются в некотором смысле опти-
мальные эквивалентные распределения масс 
в рамках двух вариантов вариационного и струк-
турно-параметрического подходов.

Для того чтобы в наборе, по которому выполня-
лись аппроксимации, оставалось 10 000, мы син-
тезировали, если можно так выразиться, дополни-
тельные промежуточные узлы и “приписывали” 
им некоторые усредненные значения элементов 
магнитного поля. По найденным распределениям 
эквивалентных источников мы находили про-
странственное распределение элементов маг-
нитного поля, таким образом, продолжая или 
экстраполируя аппроксимированное поле в дру-
гие точки рассматриваемых орбит спутника. После 
того, как в некотором смысле оптимальное рас-
пределение эквивалентных по внешнему магнит-
ному полю распределение магнитных масс в коре 
Меркурия было найдено, мы рассчитали значения 
радиальной компоненты на трех сферических по-
верхностях, расположенных на расстоянии 10, 50 
и 100 км от поверхности планеты (определяемой 
средним радиусом Меркурия). 

Далее, в точках той же самой сети наблюдений, 
для которой были вычислены значения радиаль-
ной компоненты магнитного поля по известной 
формуле для разложения гравитационного потен-
циала в ряд по полностью нормированным при-
соединенным функциям Лежандра [Gudkova et al., 
2020], нами были выполнены расчеты радиальной 
компоненты гравитационного поля Меркурия.

Данные гравитационного поля и топографии 
Меркурия, представленные в виде разложения 
относительно центра масс по нормализован-
ным сферическим функциям, можно найти на 
сайте Системы Планетных данных (http://pds-
geosciences.wustl.edu):
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где: V(r, ϕ, λ)  – гравитационный потенциал; 
r – расстояние от точки наблюдения до начала 
координат; ϕ и λ – ареоцентрические широта 
и долгота; М – масса планеты; G – гравитаци-
онная постоянная; Re – экваториальный радиус 
(нормирующий радиус); R0  – средний радиус 
планеты; Cgnm и  Sgnm  – нормализованные гра-
витационные моменты; Ctnm и Stnm – гармони-
ческие коэффициенты в разложении рельефа 
(в метрах); ng и nt – степени гармоник до ко-
торых проведено разложение гравитационного 
поля и топографии по сферическим функциям 
соответственно; Pnm – нормализованные функ-
ции Лежандра степени n и азимутального чи-
сла m, удовлетворяющие соотношению:

 P
m

m
d dnm

2

1

1

0

2 2

2
4

−
∫∫ ( )

( )
( )








( ) =
π

ϕ
λ

λ
ϕ λ πsin

cos

sin
sin .  

При дифференцировании гравитационного 
потенциала по радиусу получается выражение 
для радиальной компоненты гравитационно-
го поля. Мы рассматривали разложения грави-
тационного поля Меркурия до 100 гармоники 
включительно. С помощью двух вариантов вари-
ационного подхода и в рамках структурно-пара-
метрического подхода нами определялись экви-
валентные по внешнему гравитационному полю 
распределения масс, залегающие на нескольких 
сферических поверхностях в коре Меркурия. 
Для “чистоты” эксперимента параметры сфер 
выбирались такими же, как и в случае “сырых” 
данных по магнитному полю. Необходимо под-
черкнуть следующее: метод линейных интег-
ральных представлений в различных вариантах 
и при применении различных подходов позво-
ляет единообразно описать процесс постро-
ения математической модели любого сигнала. 
В настоящей работе мы исследуем возможность 
решения обратных линейных задач для стацио-
нарных сигналов, но, как указывалось нами 
в  работе [Степанова и  др., 2022], эффектив-
ные алгоритмы интерпретации данных можно 
строить и для дифференциальных операторов, 

зависящих от времени, т.е. для нестационарных 
полей. Ключевым вопросом при одновременной 
интерпретации разнородных данных в рамках 
описанного в настоящей работе подхода являет-
ся следующий: как влияют параметры сети наб-
людений и скорость убывания сигнала в зависи-
мости от расстояния от источника на точноcть 
аппроксимации компонент поля и на точность 
решения линейных обратных задач? Что пони-
мается под точностью решения линейной обрат-
ной задачи при неизвестных распределениях 
масс (как магнитных, так и гравитационных)? 
Мы предлагаем следующий критерий условной 
точности решения: если по разным выборкам 
аппроксимированного поля получаются мало 
отличающиеся распределения эквивалентных 
источников, то такое решение обратной линей-
ной задачи можно назвать адекватным реаль-
ным данным. Количественно можно описать 
предложенный критерий качества решения так:

 ′ =
−

≤ =
−

−
∆

x x

x
k

k k

E
k

E

( ) ( )

( )
, , , ....

1

1
0 1ε  (51)

В (51) под x k( ) понимается плотность рас-
пределения потенциала простого или двойно-
го слоя, полученная по k-й выборке значений 
поля. В наших математических экспериментах 
мы восстанавливали фиктивные источники по 
значениям гравитационного (синтезирован-
ного!) и магнитного (также синтезированного, 
но другим способом – с помощью модифици-
рованных S-аппроксимаций) полей на сферах, 
отстоящих от поверхности Меркурия на 10, 50 
и 100 км. Подчеркнем, что мы не “удалялись” от 
поверхности планеты на слишком большое рас-
стояние (максимум – на 100 км). 

В таблице приводятся результаты аппрок-
симации магнитного и гравитационного полей 
по пересчитанным на указанные сферы дан-
ным, а также результат решения СЛАУ по “сы-
рым” магнитным данным (пример 1). Примеры 
2–3  в  таблице соответствуют аппроксимации 
магнитного поля по синтезированным данным 
на расстоянии 50 и 100 км от поверхности пла-
неты в рамках структурно-параметрического 
подхода; примеры 4–6 демонстрируют реализа-
цию структурно-параметрического подхода при 
нахождении модифицированных региональных 
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S-аппроксимаций синтезированного на рас-
стоянии 10, 50 и 100 км, соответственно, грави-
тационного поля. 

На рис. 1a изображено магнитное поле (r-ком-
понента) Меркурия по данным миссии Messenger; 
на рис. 1б представлено магнитное поле вблизи 
поверхности, построенное с помощью регио-
нальных S-аппроксимаций в рамках структурно-
параметрического подхода (пример 3 в таблице. 
На рис. 2 представлена проекция орбит станции 
Messenger на плоскость экватора.

На рис. 3 и рис. 4 изображены распределения 
эквивалентных магнитных масс, восстановлен-
ных по синтезированному магнитному полю на 
расстоянии 50 и 100 км от поверхности плане-
ты. Синтез радиальной компоненты магнитного 
поля осуществлялся по полученным решениям 
обратной задачи для “сырых” данных, измерен-
ных на эллиптической орбите. Мы рассчита-
ли модельное гравитационное поле по форму-
лам (49), (50), значения радиальной компоненты 
гравитационного поля Меркурия приведены на 

рис. 5. На рис. 6 показано распределение грави-
тационных масс, определенных по синтезиро-
ванному гравитационному полю (см. формулы 
(49)–(51)) на сферической поверхности, отсто-
ящей от поверхности Меркурия на 50 км соот-
ветственно. Из рис. 3, рис. 4 видно, что характер 
распределения эквивалентных носителей пра-
ктически не меняется в зависимости от сферы, 
на которой вычислялось синтезированное поле. 
Характеристика “точности” эквивалентного ре-
шения (см. (51)) практически не менялась при 
расчетах на сферах, удаленных от поверхности 
планеты на расстояние не более 100 км. Для гра-
витационного поля она составила 1–5%, для 
магнитного – 3–7%.

В целом, необходимо отметить, что при ре-
шении линейных обратных задач по нахожде-
нию эквивалентных по внешнему полю рас-
пределений гравитационных и магнитных масс 
наиболее эффективным оказывается структур-
но-параметрический подход, который предпола-
гает поиск векторов множителей Лагранжа для 

Модифицированные S-аппроксимации z-компоненты магнитного и гравитационного полей Меркурия 
по данным Messenger

№ B

N

g

N
r , R R1 2, , км R

Метод 
решения 

СЛАУ
σmin, нТл 
или мГал

σmax, нТл 
или мГал

σ0, нТл 
или мГал

∆
t

1
Br

10 000
2400,
2380 БМХР 0.012 0.024 0.015 1 1 10

34 15

3.

:

× −

2
Br

7000

2400,
2380,
2489

БМХР 0.0027 0.0039 0.0029 1 4 10

15 34

6.

:

× −

3
Br

7000

2400,
2380,
2539

УБМ 0.001 0.0015 0.0014 1 5 10

11 12

8.

:

× −

4
g

7000

2400,
2380,
2449

УБМ 0.001 0.0015 0.0011
1 24 10

45 22

8.

:

× −

5
g

7000

2400,
2380,
2489

УБМ 0.01 0.015 0.014 1 22 10

20 36

4.

:

× −

6
g

7000

2400,
2380,
2539

УБМ 0.001 0.0015 0.0011 1 16 10

31 15

7.

:

× −

Примечания:  σ δ=
−Ax f

N
E  – среднеквадратическое отклонение; σ δ

max
max ,=
2

N
 σ δ

min
min ;=
2

N
 ∆=

−Ax f

f
E

E

δ

δ
 – показатель 

качества решения; σ0 – среднеквадратическое отклонение, полученное в результате решения СЛАУ; t – время в минутах 
и секундах.
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Рис. 1. (а) – Bz-компонента магнитного поля Меркурия по данным миссии Messenger; (б) – карта изолиний маг-
нитного поля Меркурия вблизи поверхности, построенного с помощью региональных S-аппроксимаций.
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Рис. 2. (а) – Схематическое изображение проекций траекторий пролета станции Messenger на плоскость экватора 
Меркурия; (б) – схематическое изображение траекторий пролета станции Messenger как поверхности в трехмер-
ном пространстве.
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каждого из носителей (т.е. для потенциалов про-
стого и двойного слоев записываются отдельные 
системы линейных алгебраических уравнений, 
см. (31)–(33)). 

Значение показателя качества решения мо-
жет быть меньше, чем относительная погреш-
ность данных наблюдений. Это происходит 
в тех случаях, когда СЛАУ относительно хорошо 
обусловлена и решение СЛАУ находится с по-
мощью регуляризованных методов практически 
сразу, число итераций по параметру регуляри-
зации не превышает 2–3. Однако при построе-
нии аппроксимаций по “сырым” данным, такое 
случается сравнительно редко, и поэтому алго-
ритм нахождения пробных решений [Strakhov, 
Stepanova, 2002a; 2002b], удовлетворяющих ог-
раничениям по невязке как сверху, так и снизу, 
остается актуальным.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предлагаемая в настоящей работе методика 
одновременной интерпретации данных о маг-
нитном и гравитационном полях может быть 
полезна при цифровой обработке изображе-
ний, поскольку нахождение эквивалентных по 
внешнему полю плотностей простого и двойно-
го слоев в рамках второго варианта вариацион-
ного подхода аналогично определению фильтра 
Винера при анализе сигнала и его изображения. 

Различие заключается в том, что измеренные 
вне планеты поля являются изображениями 
источников, расположенных внутри планеты, 
т.е. область определения изображения не совпа-
дает с областью определения исходного сигнала. 
Но не совпадают только значения z-координат 
источника и изображения: интегрирование по 
горизонтальным координатам в локальном ва-
рианте метода S-аппроксимаций или по сферам 
в региональной версии того же метода выполня-
ется одинаково для сигнала и его изображения. 
Роль фильтра в нашем случае играет плотность 
простого или двойного слоя, а роль источни-
ка сигнала  – производная потенциала точеч-
ного источника гравитационного или магнит-
ного поля, т.е. функция Грина соответствующей 
краевой задачи. Это становится очевидным, 
если внимательно присмотреться к интеграль-
ным представлениям и виду плотностей просто-
го и двойного слоев (41)–(43). 

Мы упомянули во Введении так называемый 
метод ESD [Emilia, 1973; Langlais et al., 2004]. 
Существуют модификации этого метода, учиты-
вающие зависимость магнитных свойств среды 
от времени. В основе этого метода лежит пред-
ставление полного поля Меркурия в виде су-
перпозиции полей, создаваемых глубоко зале-
гающими магнитными диполями. Количество 
таких диполей может достигать нескольких сот 
миллионов. Авторы метода предполагают, что 
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источники залегают глубоко в недрах планеты – 
вблизи ядра, регуляризирующие алгоритмы при 
применении метода, в основном, не рассматри-
ваются. Помимо этого, авторы метода ESD по-
лагают, что разложение магнитного поля плане-
ты по сферическим гармоникам дает надежные 
результаты лишь при охвате всей планеты в це-
лом, т.е. локальные и региональные неоднород-
ности определить в рамках указанного метода не 
представляется возможным.

В настоящей работе интерпретация грави-
тационных и магнитных данных выполняется 
с  помощью региональных S-аппроксимаций, 
которые позволяют восстанавливать источники 
сигналов в различных масштабах: при решении 
обратных задач по данным, полученным на вы-
тянутых, эллиптических, орбитах можно пере-
ходить в системы координат, обеспечивающие 
невырожденность матрицы СЛАУ на вспомога-
тельной сетке.

Наша методика позволяет реконструировать 
как глобальное, так и аномальное поля. Послед-
нее можно достаточно определить с приемлемой 
точностью, если из “сырых” данных, получае-
мых с помощью космических аппаратов, вы-
честь длинноволновые компоненты, соответст-
вующие полю ядра. Исходные, “сырые”, данные 
также могут применяться при решении линей-
ных обратных задач геофизики. 

В дальнейшем предполагается развить опи-
санный в статье подход и изучить влияние гео-
метрии орбит спутников на точность, получае-
мую при решении обратной задачи восста-
новления эквивалентных по внешнему полю 
источников. Поле литосферного происхождения 
может быть исследовано в локальном варианте 
(в этом случае носители магнитных и гравитаци-
онных масс можно располагать на некоторых те-
лах известной формы и ограниченного размера). 
Глобальное поле предполагается изучать с помо-
щью разработанной нами методики изменения 
топологии носителей в зависимости от структу-
ры физических полей. 

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

В настоящей работе мы построили анали-
тические аппроксимации Br-компоненты маг-
нитного поля и радиальной производной грави-
тационного потенциала Меркурия в сфериче-
ской системе координат, начало которой жестко 
связано с центром масс планеты. Эллиптич-
ность планеты не учитывалась. Измерения маг-
нитного поля выполнялись с помощью аппа-
ратуры, установленной на станции Messenger, 
при ее пролетах вокруг Меркурия (мы поста-
рались учесть результаты наблюдений на не 
слишком больших расстояниях от поверхности 
планеты). Также  была предпринята попытка 
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Рис. 6. Распределение эквивалентных гравитационных источников, определенное по полю на высоте 50 км от 
поверхности Меркурия.
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аналитического продолжения магнитного поля, 
измеренного на орбите спутником, вниз, в сто-
рону источников. Таким образом, мы воссозда-
ли поле на поверхности планеты и на расстоя-
ниях, приблизительно равных 10, 50 и 100 км 
от Меркурия. Относительная точность матема-
тического моделирования поля на спутнико-
вой орбите оказалась достаточно высокой – она 
не превышала 1 1 10 3. .× −  Магнитометры, уста-
новленные на Messenger, могли измерять поле 
с точностью до 0.0004 нТл, но при оценке по-

казателя качества решения, ∆=
−Ax f

f
E

E

δ

δ
, необ-

ходимо учитывать множество факторов: ошибки 
в определении координат космического аппа-
рата, систематические ошибки приборов, вза-
имодействие магнитного поля планеты и сол-
нечного ветра и т.п. Реальная точность измере-
ний, по оценкам разных авторов, не превышает 
0.05  нТл. По нашему мнению, основным мо-
ментом при разработке методики математиче-
ского моделирования физических полей Земли 
и планет должно быть соответствие полученных 
результатов реальным, “сырым”, данным. Ап-
проксимированное поле не должно “распадать-
ся” при приближении к поверхности планеты. 
Ввиду существенной неоднозначности решения 
обратных задач геофизики, нахождение эквива-
лентных по внешнему полю распределений масс 
является одним из возможных способов интер-
претации разнородных и разноточных данных.
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Abstract – A new technique for simultaneous reconstruction of “gravity” and “magnetic” images of Mercury 
from satellite data based on the regional version of S-approximations is proposed. The mathematical 
statement of the inverse problem on finding the images of a planet from the data on the potential fields 
recorded at different times with different accuracy is reduced to solving ill-conditioned systems of linear 
algebraic equations (LAES) with approximate right-hand sides. Based on the analytical approximations 
of the Mercury’s magnetic and gravity fields determined from the solution of the ill-conditioned SLAE, 
the distributions of the equivalen sources on the spheres are determined. The results of the mathematical 
experiment on constructing the magnetic image of Mercury from the radial component of the magnetic 
induction vector analytically continued towards the field sources are presented.
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