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ВВЕДЕНИЕ

Энергетические спектры показывают нали-
чие локального максимума на синоптических 
масштабах [1]. Это означает, что, моделируя 
движения в океане, мы обязаны разрешить эти 
масштабы или параметризовать их. Несмотря 
на грандиозный прогресс в вычислительной 
технике расчеты по глобальным вихреразреша-
ющим моделям на длительный период времени 
остаются нереализуемыми из-за малости вну-
треннего радиуса деформации Россби, особенно 
в высоких широтах. Особенно трудно изучать 
и моделировать вихревые структуры в высоких 
широтах [2], прибрежных зонах [3, 4], динами-
чески активных акваториях [5, 6]. Помимо тако-
го практического аспекта имеет место и другой, 
чисто научный аспект важности исследования 
параметризации синоптических движений в океа  - 
не: физически разумные параметризации вихрей 
позволяют лучше понять динамику океана, взаи-
модействие вихрей со средним потоком и др.

Проблеме параметризации вихрей в океа-
не посвящены многочисленные исследования  
[2, 8–25]. Вихревые потоки в океане можно раз-
делить на потоки трассеров (температура, соле-
ность и т. д.) и потоки импульса (рейнольдсов-

ские напряжения). Большой прогресс в послед-
ние 20 лет достигнут в параметризации трассеров 
с помощью метода предложенного в [26]. Благо-
даря этому методу было улучшено воспроизведе-
ние целого ряда особенностей циркуляции Ми-
рового океана в моделях с грубым разрешением.

Наибольшие проблемы связаны с параме-
тризацией вихревых потоков импульса. Хоро-
шо известно, что параметризация подсеточных 
процессов в уравнениях движения в виде гармо-
нического или бигармонического оператора от 
средней скорости не является параметризацией 
синоптических вихрей [27, 28]. Модели исполь-
зуют такого рода операторы для вычислитель-
ной устойчивости и не связаны с физикой взаи-
модействия вихрей со средним потоком.

Наиболее популярным подходом для параме-
тризации вихревых потоков является "диффузи-
онная параметризация" – пропорциональность 
вихревого потока некоторой субстанции A ее 
среднему градиенту 

     


A v K
A

xj
j

, (1)

где vj – компонент скорости, j – координата, 
черта сверху означает осреднение, штрихами 
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помечены вихревые компоненты, K – коэф-
фициент переноса, в общем случае тензор, для 
простоты – скаляр.

Оказывается, что диффузионная параметри-
зация может применяться только к сохраняю-
щимся величинам. Она не должна применяться 
к импульсу, который не сохраняется из-за гра-
диента давления. Использование диффузионной  
параметризации для импульса как раз ведет к гар-
моническому оператору от средней скорости.

Перспективным направлением в параметри-
зации вихревых потоков в моделях динамики 
океана является диффузионная параметриза-
ция потоков потенциального вихря. Поскольку 
потенциальный вихрь является сохраняющей-
ся величиной, то применение для него диффу-
зионной параметризации физически разумно. 
Важно отметить, что если мы можем использо-
вать диффузионную параметризацию потенци-
ального вихря, то нет необходимости отдельно 
параметризовать рейнольдсовские напряжения, 
т. к. они уже учтены в этой схеме.

Проблема параметризации синоптических 
вихрей была существенно продвинута для слу-
чая зонального канала для зонально-осреднен-
ных величин. Важными проблемами параметри-
зации являются формулировка интегральных 
ограничений (и, соответственно, ограничений 
на коэффициенты) и вывод основных определя-
ющих параметров, от которых зависит решение. 
Интегральные ограничения базируются на ос-
новных законах сохранения импульса и энергии 
[10], [13]. Дело в том, что такие законы сохране-
ния при использовании вводимой параметриза-
ции не будут автоматически выполняться, а тре-
буют некоторых дополнительных интегральных 
ограничений на используемые коэффициенты 
[15, 17, 18]. Этот аспект исключительно важен 
для формулировки корректных схем параметри-
зации, т. к. если параметризация даже приводит 
к решениям близким к экспериментальным, 
например из "вихреразрешающих расчетов", но 
не удовлетворяет этим интегральным ограниче-
ниям, она (схема параметризации) должна быть 
исключена из рассмотрения, как нефизическая.

Положение с вихревыми потоками потенци-
ального вихря существенно усложняется из-за 
наличия ротационного компонента в этих пото-
ках, напрямую не влияющих на средний поток. 
Т. е. любой вектор 



E , в нашем случае вихревой 
поток потенциального вихря, может быть разло-
жен на дивергентную и ротационную состав-
ляющую

 
  

E E E div rot ,  (2)

где rot div



E   0 , div rot



E   0 .
Таким образом, ротационный компонент 

исключается из динамического баланса (т. к. 
он входит в уравнение под оператором дивер-
генции), и связь со средним градиентом потен-
циального вихря надо устанавливать для дивер-
гентного компонента, а не для полного вихре-
вого потока. Принципиальным затруднением 
в этой проблеме является невозможность одно-
значного разделения потока для ограниченной 
области из-за краевых условий [29]. Т. е. бес-
смысленно говорить о вихревом потоке потен-
циального вихря как "по градиенту" или "против 
градиента" среднего потенциального вихря, ба-
зируясь на решении вихреразрешающей модели 
без разделения потока на дивергентную и рота-
ционную компоненту. Такая величина не несет 
информации о знаке коэффициента переноса 
и может быть отрицательной, что, казалось бы, 
исключает возможность ее использования в рас-
четах. На самом деле это не так.

Мы можем оценить является ли вихревой 
поток «по градиенту» для среднего потенциаль-
ного вихря или «против градиента» используя 
уравнение для вихревой энстрофии. Изучение 
этой проблемы имеет смысл начинать с про-
стейшей из содержательных моделей – квазигео-
строфической однослойной (т. е. баротропной) 
модели. В [30] было показано, что в баротроп-
ном зональном канале средний коэффициент 
вихревой диффузии в квазигеострофическом 
приближении неотрицателен.

Основная цель данной статьи заключается 
в формулировке новой диффузионно-ротацион-
ной параметризации вихревых потоков потен-
циального вихря. Полученное решение также 
важно для понимания динамики зональных по-
токов и влияния на них топографии.

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Запишем уравнения для баротропной моде-
ли в квазигеострофическом приближении [7]. 
Имеем

 


     q

t
J q T F FB H , , (3)

где q,\ - квазигеострофический потенциальный 
вихрь (КПВ) и функция тока соответственно. 
Компоненты скорости v v  u,  могут быть за-
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писаны как u
y

  


 , v  
 x

  в зональном и 
меридиональном направлении соответственно, 

J a b
a

y

b

x

a

x

b

y
,    





 





 – якобиан, T, FB , 

FH  – внешнее воздействие, придонное и гори-
зонтальное трение соотвественно. КПВ в ба-
ротропном потоке представляет собой сумму  
относительного и планетарного вихря, а также 
топографического члена и выражается как

 q l
l

H
B   2 0 , (4)

где l , l0  – параметр Кориолиса и его отсчетное 
значение, B – отклонение дна от постоянной 

средней глубины H,   


 


2
2

2

2

2x y
 – оператор 

Лапласа.

ГЕНЕРАЦИЯ ВИХРЕВОЙ ЭНСТРОФИИ 
И ФОРМУЛИРОВКА СХЕМЫ 

ПАРАМЕТРИЗАЦИИ

В [30] было введено частично-зонально-вре-
менное осреднение:

 A x y
T

A x t dx dt
x x

x

t

t T

x

x

, ,       





1

2 



, (5)

где G x , T  – масштабы осреднения по x t,  соот-
вественно. Такое осреднение больше подходит 
для исследования динамики потоков в зональ-
ном периодическом канале, чем простое осред-
нение по времени. При использовании только 
временного осреднения вихревое сопротивле-
ние давления на рельефе равно нулю, поскольку 
рельеф дна не меняется во времени, а компо-
нента вихревого потока КПВ, связанная с топо-
графией равна нулю.

Важную роль в параметризации вихрей игра-
ет уравнение для вихревой квазигеострофи-
ческой потенциальной энстрофии (ВКПЭ).  
Чтобы получить это уравнение следует осред-
нить (3) по времени и вычесть его из (3). Полу-
чаем уравнение для флуктуации КПВ �q . Умно-
жая его на �q  и осредняя, получаем уравнение 
для ВКПЭ:

 
1

2

1

2

1

2

2
2 2 


       

           

q

t
div q div q

q q T q F qB

 



v v

v  F qH

 (6)

Здесь и далее черта сверху означает осредне-
ние согласно (5), а штрихом помечены вихре-
вые компоненты. Второй член в левой части (6) 
описывает перераспределение ВКПЭ средним 
потоком, а третий член – перераспределение 
ВКПЭ вихревым потоком. Первый член в пра-
вой части (6) описывает генерацию ВКПЭ. Вто-
рой – четвертый члены в правой части описы-
вают приток ВКПЭ от внешнего источника и 
его диссипацию придонным и горизонтальным 
трением. Заметим, что генерация ВКПЭ необя-
зательно положительна в каждой точке. Важно, 
чтобы интеграл от нее по всей площади был не-
отрицательным.

Представим вихревой поток КПВ � �


v q  в виде 
суммы дивергентной комоненты, направленной 
по градиенту среднего КПВ (т. е.  k q ) и рота-
ционной компоненты s s sx y ( , ) . Тогда генера-
ция ВКПВ может быть записана так:

         

v q q k q s q( )2 , (7)

где k - коэффициент диффузии КПВ. Для кор-
ректного решения коэффициент k  должен быть 
неотрицательным.

Множество численных экспериментов с вих-
реразрешающими моделями демонстрируют, 
что генерация КПВ (левая часть (7)) локально 
может иметь оба знака ([31], Й. Вольф персо-
нальное сообщение). При заданной схеме (7) 
это может быть достигнуто только при наличии 
нетривиальной ротационной компоненты s , 
поскольку генерация ВКПЭ дивергентной ком-
понентой (первый член в правой части (7)) всег-
да положительна.

Формулируя ротационную компоненту мы 
предполагаем ее связь с компонентой ротора го-
ризонтальной скорости, т. е.      v/ /x u y , 
пропорциональной вращению элемента жидко-
сти. При этом необходимо, чтобы

 div s
s

x

s

y
x y 








 0. (8)

Предположим, что

 s
y x

u

yx   





 








 0

v , (9)

 s
x x

u

yy 






 








 0

v , (10)

где  0  const – коэффициент, который мы на-
зываем ротационным.
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На твердых стенках, при y y L  0,  мы тре-
буем выполнение условия непротекания: v  0 .

Мы определяем коэффициент k  таким обра-
зом, чтобы он равнялся постоянному значению 
k0  внутри области с требуемой точностью и 
уменьшался до нуля на твердом контуре, обе-
спечивая отсутствие нормального вихревого по-
тока КПВ через границу. Это можно обеспе-
чить, полагая

k k e e eL y y L    
   

0 1 / / /   , где   L . (11)

Видно, что k  близко к константе k0  внутри 
области и быстро уменьшается до нуля на гра-
нице. Причем, его отличие от k0 легко оценить.

Где и каким образом дополнительный рота-
ционный компонент влияет на поток? Коэффи-
циенты k  и D 0  вообще говоря, не являются не-
зависимыми друг от друга, поскольку они входят 
в уравнение баланса ВКПЭ. Однако требуются 
значительные усилия для записи остальных чле-
нов в уравнении для ВКПЭ в терминах основ-
ных переменных. Это касается члена "тройной 
корреляции" и диссипации ВКПЭ мелкомас-
штабной турбулентностью, т. е. благодаря при-
донному трению и горизонтальной вязкости, 
отсутствующей у нас, но, вообще говоря, имею-
щей место.

ПОСТАНОВКА И РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ

Постановка задачи. Уравнение для КПВ (3) 
после осреднения (см. (5)) и с учетом параме-
тризации может быть записано так

 
 





 





 





 





  












   

 

y

q

x x

q

y x
k

q

x y
k

q

y

H x y
y x

2

1





.

 
(12)

Здесь W x, W y  – компоненты тангенциального 
трения ветра, придонное трение предполагается 
линейным с коэффициентом H, черта сверху 
над функциями q, \  опущена. Уравнение (12) 
решается в периодическом канале по x, длиной 
Lx, и шириной L.

Предположим, что в исследуемом зональном 
канале рельефа дна имеет большой меридиональ-
ный масштаб соизмеримый с шириной канала.

Зональный же рельеф дна может иметь со-
вокупность масштабов, как больших, так и ма-
лых. Решение будем искать в виде рядов Фурье 

по координатам. Топография дна является глав-
ным фактором возмущения потока. В ряду Фу-
рье по меридиональной координате сохраним 
только первую моду. По зональной координате 
у нас не будет ограничений на количество мод. 
Детальное разрешение по зональной координа-
те важно для динамики зонального канала, т. к. 
позволяет лучше описать важный механизм со-
противления давления на рельефе. Это – невяз-
кий эффективный механизм, благодаря которо-
му зональный перенос уменьшается на порядок 
и более по сравнению с аналогичным каналом 
с плоским дном (при одинаковом внешнем воз-
действии [17, 18]).

Метод решения. Будем искать решение задачи 
в виде суммы зонального потока, со скоростями 
U const  и «возмущенной» функции тока ), 
умноженной на первую меридиональную моду:

        U y x y L sin / , (13)

 B h x y L    sin / , (14)

где h x   – амплитуда возмущения рельефа дна, 
 x  , h x   – периодические достаточно глад-
кие функции по x. Такой подход использован 
в [32] для атмосферного баротропного зональ-
ного канала. Отметим, что полный зональный 
перенос зависит только от средней скорости U, 
т. к. возмущенная функция тока   sin / y L  
изменяет лишь локальные скорости из-за осо-
бенностей рельефа и диффузии КПВ. Подста-
вим (13), (14) в уравнение (12). С учетом (4), по-
лагаем   x y L  0 sin / ,  y  0  (т. е. зональная 
компонента напряжения ветра, принимает мак-
симальное значение в центре канала и синусои-
дально уменьшается до нуля на стенках). Полу-
чаем
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Здесь и далее нижним индексом "x" помече-
ны производные по x от ), h.

Проинтегрируем (15) по y от 0 до L. Слагае-

мое 


  y
q dy

L

0

v  равно нулю, так как нормальный 

вихревой поток через твердый контур равен 
нулю.

Замечая, что интеграл от слагаемого, пропор-
ционального sin / cos / y L y L     также равен 
нулю, имеем
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Легко показать, что слагаемые с коэффици-
ентом ∆ малы и могут быть опущены. Поэтому 
в (16) и в последующих уравнениях мы ими пре-
небрегаем. Умножая (15) на cos / y L  , и инте-
грируя по y от 0 до L и по x от 0 до Lx получим:
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Интегральное соотношение (17) позволяет 
найти неизвестную величину U при условии 
h const� . Если h const� , то задача может иметь 
решение только при  0 0 . Отметим, что необ-
ходимым условием разрешимости задачи явля-

ется dx
Lx

0

0  . В [30] теорема Брезертона (о ра-

венстве нулю полного меридионального вихре-
вого потока КПВ в канале с плоским дном) 
обобщена на случай зонального канала с изме-
няющейся топографией. Показано, что

       v vq dxdy
l

H
B dxdy

L LLL x x

0

0

000

. (18)

Правая часть (18) описывает сопротивле-
ние давления на рельефе, оказываемое вихря-
ми. При выводе (18) в [30] учитывалась только 
дивергентная компонента вихревого потока 
КПВ. Нетрудно показать, что учет ротацион-

ной компоненты не меняет обобщенную теоре-
му Брезертона (18), т. к.

 s dxdyy

LL x

00

0  , (19)

в силу условия периодичности по x.
Полный (проинтегрированный по x) нор-

мальный вихревой поток КПВ через твердый 
контур должен обращаться в ноль. В общем слу-
чае это не означает равентства нулю полного 
потока каждой из компонент. В нашей поста-
новке в ноль обращаются полные вихревые по-
токи обоих компонент, поскольку k  0  при 

y L 0, , а также s dxy y L

Lx

 0

0

0,  из-за условия 
периодичности.

Выпишем полезное энергетическое соотно-
шение. Умножая (16) скалярно на  x  , после 
преобразований получим

 E E k E h E E, , , , ,         , (20)

 E
H

U,     3

8 0, 

 E k
k

L L
dx

x
xx x

Lx

,       







 0 2

2

2

2

0

0  ,

 E h
k

L

l

H
h dx

x
x x

Lx

,    0 0

0

 ,

 E
L L

dx
x

x

Lx

,         







   2

2

2

2

0

0 ,

 E
Uk

,
   

3

2
00 , при k0 0! .

Соотношение (20) является уравнением ба-
ланса кинетической энергии возмущеного тече-
ния в стационарном режиме. Член E,   описы-
вает генерацию энергии ветром, остальные чле-
ны описывают диссипацию. Причем член E k,   
описывает диссипацию за счет перемешивания 
КВП, E h,   – диссипацию при перемешивании 
КВП, связанную с топографией, E,   из-за 
придонного трения, E,   – из-за топогра-
фического сопротивления давления на релье- 
фе, благодаря параметризуемым вихрям ([30]). 
В правой части (20) слагаемые E k,   и E,   
включают квадраты величин, поэтому они по-
ложительны и диссипативны. E h,   тоже поло-
жительно согласно сохранению КПВ. Отметим, 
что задача рассматривается для южного полуша-
рия, где l0 0� . При зональном движении над 
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поднятием рельефа ( hx ! 0 ), меридиональная 
скорость направлена к экватору, т. е.  x  0 . 
Знак у этого члена сохраняется в северном полу-
шарии, поскольку изменение знака параметра 
Кориолиса сопровождается также изменением 
знака меридиональной скорости.

Слагаемое E, , описывая потерю энергии 
при взаимодействии вихрей с топографией мо-
жет быть только неотрицательной величиной. 
Таким образом, слагаемые E k, , E h, и E,   
требуют положительности k0  [30].

Перейдем к решению уравнения (16) с огра-
ничением (17). Представим ) , а также топогра-
фию h x   в виде рядов Фурье

      a n x L b n x Ln x
n

n x
n

cos / sin /2 2  , (21)

h c n x L d n x Ln x
n

n x
n

     cos / sin /2 2  , (22)

где константы an , bn  являются неизвестными, 
а cn и dn – заданы.

Подставляя (21), (22) в (16), (17) и со-
бирая коэффициенты при sin /2n x Lx   и 
cos /2n x Lx   получаем:
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В результате получаем систему ( )2 1n�  урав-
нений с ( )2 1n�  неизвестными a b Un n, , . Не вы-

писывая, из-за громоздкости, решение задачи, 
отметим его важное свойство. Оно состоит 
в том, что для любого U � 0 , от нуля отличны 
только те a bn n, , для которых оба коэффициента 
cn  и dn  не обращаются в ноль. Таким образом, 
если ряды в (22) конечны, то конечны и ряды 
в (21).

Соотношение (25) выражает баланс инте-
грального импульса. Импульс, привнесенный 
в канал извне под действием ветра (правая 
часть (25)), балансируется сопротивлением дав-
ления на рельефе дна благодаря среднему тече-
нию (первый член в левой части (25)), а также 
параметризованным вихрям (второй член в ле-
вой части (25)).

Как уже отмечалось, сопротивление давле-
ния на рельефе дна является главным механиз-
мом баланса притока импульса от ветра для Ан-
тарктического циркумполярного течения (АЦТ) 
[33–35].

Численные эксперименты. Была проведена 
серия экспериментов для различных видов то-
пографии. Расчеты сделаны для "периоди-
ческого" зонального канала протяженностью 
Lx  4 106 м, шириной L  106 м, глубиной  
H H  5 103 м. Канал находится в Южном полу-
шарии с планетарной завихренностью (пара-
метром Кориолиса) l0

41 10    с–1 и параметром 
   1 4 10 11. м–1с–1. В серии экспериментов ис-
пользовались различные значения коэффици-
ентов диффузии потенциального вихря k0 .

Алгоритм решения задачи был следующим. 
Для некоторой заданной скорости U, используя 
аналитическое решение системы (23)–(24), на-
ходятся an, bn , при известных W 0, k0, H . Затем  
из (25) определяется соответствующая амплиту-
да тангенциального напряжения ветра W 0 . Ме-
тодом "пристрелки" мы находим то U, которое 
соответствует нужному значению W 0 .

Возмущения топографии задавались как ам-
плитуды для соответствующей моды, т. е. cn  и 
dn. Данная методика позволяет использовать 
любое количество зональных мод.

Эксперимент 1 использует одну косинусои-
дальную топографическую моду n = 1, с ампли-
тудой c1 = 100 м (рис. 1, верхняя панель).

В первой и четвертой четвертях по зональной 
переменной имеет место поднятие с амплитудой 
100 м, уменьшающееся до нуля на северной и 
южной границах (из-за множител sin / y L   
см. (14)) (рис. 1, верхняя панель). Во второй и 
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третьей четвертях находится впадина. Результи-
рующий поток обтекает препятствия согласно 
сохранению потенциального вихря, т. е. смеще-
ние потока при уменьшении глубины должно 
быть в сторону экватора (рис. 1, вторая и третья 
панели).

Поскольку топография в этом эксперименте 
весьма гладкая, а ее амплитуда всего 100 м, 
то зональный перенос при k0 0  составляет 
значительную величину 2665 Св. Надо осторож-
но сравнивать зональный расход в нашем идеа-
лизированном канале с расходом АЦТ, который 
составляет около 135 Св по данным наблю-
дений. Тем не менее мы используем геофизиче-
ские параметры и амплитуду тангенциально-
го напряжения ветра близкими к реальным 
параметрам в АЦТ, поэтому сравнение расхо-
дов представляет интерес. По мере увеличе-
ния коэффициента k0  расход течения заметно 
уменьшается (см. рис. 1, нижняя панель) и при 
k0 1100 м2с–1 составляет 50 Св.

В эксперименте 2 задавалась амплитуда 
c5 100  м (рис. 2, верхняя панель). В этом слу-
чае имеют место 5 холмов и 5 впадин с амплиту-

дами 100 м. Результирующий поток в обоих слу-
чаях обтекает эти топографические особенности 
(рис. 2, 2-я и 3-я панели). Используемая топо-
графия представляет собой более значительный 
по сравнению с экспериментом 1 барьер для зо-
нального потока, увеличивая топографическое 
сопротивление, а перенос падает. Функции тока 
для k0 0  и для k0 750  похожи (рис. 2, 2-я и 
3-я панели). С увеличением k0  расход продол-
жает уменьшаться (рис. 2, нижняя панель). Так, 
при k0 0  расход составляет 460 Св, а при
k0 750  он равен 45 Св.

Очевидно, что использование ненулевых ко-
эффициентов (амплитуд) для синусоидальной 
моды (т. е. dn вместо cn) приведет к сдвигу топо-
графических особенностей по зональной коор-
динате на  x L nx  / 4 . Использование одина-
ковых амплитуд для одинаковых мод (как на-
пример, при c1 400  м и d1 400  м) не приводит 
к качественному изменению режима потока, 
а ведет к сдвигу по зональной координате, при 
этом переносы у них совпадают.

При этом увеличение амплитуды рельефа 
увеличивает топографическое сопротивление 
давления и тем самым уменьшает перенос. Так, 
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Рис. 1. Топография h (м), функция тока, умноженная на 
толщину слоя H\ (Св) и график зависимости переноса 
зонального течения от k0. Сверху вниз: h, H\ при k = 0 и 
k = 1.1 · 103 (м2/с), зависимость переноса от k0. Экспери-
мент 1, c1 = 100 м.
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c5 = 100 м.
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если в эксп. 1 при c1 100 м (для k0 0 ) перенос 
составляет 2665 Св, то в эксп. 3, при d1 400  м 
(для k0 0 ) перенос составляет 492.5 Св 
(см. рис. 3). С увеличением k0  перенос в эксп. 
3 уменьшается и при k0 800 м c2 �1  он равен 
55 Св.

Использование разных амплитуд для сину-
соидальной и косиносоидальной мод вносит 
значительные изменения в режим потока. Оди-
наковая амплитуда возмущения топографии, 
но для разных разнесенных мод приводит к по-
явлению высокочастотных колебаний функции 
тока (из-за высокочастотной компоненты то-
пографии), наложенной на низкочастотную из-
менчивость. При этом амплитуда высокочастот-
ной компоненты заметно меньше амплитуды 
низкочастотной компоненты.

Мы видим, что топография играет исключи-
тельно важную роль в динамике зонального ба-
ротропного канала. В эксперименте 4 (рис. 4) 
задавались одинаковые по высоте топографиче-
ские возмущения в 40 м для всех первых деся-
ти мод, т. е. c c c d d1 2 10 1 10 40       ... ... м 
(рис. 4, верхняя панель).

В этом случае наиболее значительные пре-
пятствия находятся в начале и конце канала 

(рис. 4, 2-я и 3-я панели), а также видна серия 
топографических особенностей по амплитуде, 
разнесенных по всей длине канала. В результа-
те зональный перенос составляет 139.5 Св. 
при k0 0  и уменьшается до 2.5 Св при 
k0 370  м c2 �1 .

В [30] показано, что k0  должен быть положи-
тельным и ограниченным сверху. Во-первых, 
k k0 � max , где k Hmax /   0 4 , что составляет 
для наших параметров 1 12 103. º м c2 �1 . Это огра-
ничение следует из того факта, что сток ки-
нетической энергии, осуществляемый за счет 
параметризации вихрей должен быть меньше ге-
нерации кинетической энергии ветром (это – 
единственный источник). Заметим, что для всех 
рассматриваемых экспериментов имеет место 
более сильное ограничение сверху k keff0 � , где 
k keff � max , а keff  зависит от конкретной топогра-
фии (разумеется и от других внешних пара-
метров). Так keff  можно оценить, примерно: 
1 11 103. º м c2 �1 , 810 м c2 �1  , 770 м c2 �1  и 375 м c2 �1  
в эксп. 1–4, соответственно.
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Рис. 3. То же, что на рис. 1. Сверху вниз: h, H\ при k = 0 и 
k = 800 (м2/с), зависимость переноса от k0. Эксперимент 3, 
d1 = 400 м.
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Рис. 4. То же, что на рис. 1. Сверху вниз: h, H\ при k = 0 и 
k = 200 (м2/c), зависимость переноса от k0. Эксперимент 4, 
c1 = c2 = … = c10 = d1 = … = d10 = 40 м.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ГЕНЕРАЦИИ ВКПЭ 
ДЛЯ ДИФФУЗИОННО-РОТАЦИОННОЙ 

ПАРАМЕТРИЗАЦИИ

В предыдущем разделе было построено ре-
шение для "возмущенной" функции тока ). 
Это открывает возможность расчета генерации 
ВКПЭ – как его дивергентного, так и ротацион-
ного компонентов. Будем рассчитывать три 
компонента генерации ВКПЭ: генерацию ди-
вергентной части вихревого потока КПВ 
(GENER DIV), генерацию ротационной части 
(GENER ROT) и их сумму (GENER SUM).

Во всех расчетах GENER DIV положительна, 
поскольку это – произведение положительно-
го k0  на квадрат градиента КПВ (рис. 5–8, верх-
ние панели). GENER ROT и GENER SUM мо-
гут быть как положительны, так и отрицатель-
ны. В экс. 1 ( c1 100  м) наибольшие значения 
GENER DIV наблюдаются в северной окрестно-
сти поднятий или южной окрестности впадин, 
где сужается поток и увеличивается кинетиче-
ская энергия возмущенного течения (рис. 5, 
верхняя панель).

Генерация ВКП ротационной компонентой 
может быть представлена суммой симметрич-
ной и антисимметричной по меридиану (отно-
сительно центральной параллели) частей:

 GENER ROT sin_   
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L

h h hxx x x x xxx

sin cos

    . (26)

Первое слагаемое в правой части (26) пред-
ставляет собой симметричную, а второе – анти-
симметричную части. В экспериентах 1–4 анти-
симметричная меридиональная часть заметно 
меньше симметричной (рис. 5–8), в которой 
важную роль играет β-член. Нетрудно пока-
зать, что интеграл от симметричной части по 
всему каналу равен нулю из-за периодично-
сти, а от антисимметричной – по определению.  
Имеем

 GENER_ROT dxdy
LL x

00

0  . (27)

Таким образом, GENER_ROT генерирует 
(или является стоком) ВКПЭ локально, но в ин-

тегральном смысле он лишь перераспределяет 
ВКПЭ. 

При малых значениях ротационного коэф-
фициента D 0  вклад ротационной компоненты 
в генерацию ВКПЭ меньше по модулю вклада 
дивергентной компоненты и поэтому их сумма 
везде положительна (см. рис. 5, 7). С увеличени-
ем положительного D 0  вклад ротационной ком-
поненты увеличивается и их сумма становится 
знакопеременной (см. рис. 6, 8). Нетрудно пока-
зать, что из условия сохранения КПВ генерация 
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Рис. 5. Генерация ВКПЭ: дивергентной компонентой 
(верхняя панель), симметричной меридиональной ро-
тационной компонентой (вторая панель), антисимме-
тричной меридиональной ротационной компонентой 
(третья панель), полной ротационной компонентой (чет-
вертая панель), и суммарной компонентой (нижняя па-
нель) (в с–3). Эксперимент 1, c1 = 100 м, k0 = 500 м2/с,  
D0 = 103 м2/с.

FAO_2019-1.indd   11 03.04.2019   2:00:50



12 ИВЧЕНКО, ЗАЛЕСНЫЙ

ИЗВЕСТИЯ РАН. ФИЗИКА АТМОСФЕРЫ И ОКЕАНА том 55 № 1 2019

ВКПЭ симметричной ротационной компо-
нентой GENER_ROT < 0 там, где hx � 0  и 
GENER_ROT > 0 там, где hx ! 0  (см. рис. 5–8).

ДИСКУССИЯ И ВЫВОДЫ

Не вызывает сомнения важность пробле-
мы параметризации синоптических вихревых 
потоков. Существующие модели океана, даже 
с очень высоким разрешением, не описывают 
таких движений в высоких широтах, где страти-
фикация слабая и радиус Россби мал. С другой 
стороны, чисто научный интерес диктует най-

ти такие записи параметризованных вихревых 
потоков, которые позволили бы лучше понять 
динамику процессов. Можно привести такой 
пример, подтверждающий важность параметри-
зации мезомасштабных возмущений. Известно, 
что в зональном канале с плоским дном синоп-
тические возмущения способствуют концен-
трации среднего зонального импульса в центре 
струи [7, 36]. Это — в чистом виде пример «от-
рицательной вязкости» в потоке. Т. е. если мы 
хотим описать этот эффект, мы должны исполь-
зовать отрицательные значения коэффициента 
горизонтальной вязкости (при традиционной 
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Рис. 6. То же, что на рис. 5. Эксперимент 1, c1 = 100 м, 
k0 = 500 м2/с, D0 = 104 м2/с.
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Рис. 7. То же, что на рис. 5. Эксперимент 3, d1 = 400 м,  
k0 = 300 м2/с, D0 = 103 м2/с.
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параметризации вязкости гармоническим опе-
ратором от скорости), что приводит к некор-
ректной задаче. Использование диффузионной 
параметризации для вихревых потоков потен-
циального вихря позволило описать такой эф-
фект корректным путем: коэффициент для по-
тенциального вихря (разумеется везде положи-
тельный) имеет профиль по меридиональной 
компоненте с локальным минимумом в центре 
потока [14]. Такой профиль был получен с ис-
пользованием уравнения для ВКПЭ [19].

Принципиальным вопросом в диффузион-
ной параметизации КПВ является знак гене-

рации ВКПЭ, поскольку численные вихре-
разрешающие эксперименты демонстрируют 
возможность наличия обоих знаков (положи-
тельных и отрицательных) у этого члена. Таким 
образом, в "чистом виде" (т. е. без ротационной 
компоненты) диффузионная параметризация 
может быть поставлена под сомнение.

Основной задачей настоящего исследова-
ния является введение диффузионно-ротаци-
онной параметризации для вихревых потоков 
КПВ. Такой подход осуществлен в этой статье, 
где сформулирована как параметризация, так и 
найдено решение в виде рядов Фурье.

Был использован метод решения, предло-
женный в [30, 32]. Он позволяет найти любое 
количество зональных мод. Интересно, что два 
из трех полученных уравнений (23), (24) описы-
вают форму n  зональных мод, не зависящих яв-
но от других мод. Уравнение (25) – интеграл по 
зональной координате, описывает баланс им-
пульса. Приток импульса от ветра (правая 
часть (25)) балансируется сопротивлением дав-
ления на рельефе (левая часть (25)), оказывае-
мым средним движением и параметризованны-
ми вихрями. Сопротивление давления на релье-
фе зависит от всех ненулевых мод.

Выведено уравнение баланса кинетической 
энергии возмущенного движения и показано, 
что основной источник описывается членом, 
пропорциональным амплитуде тангенциально-
го напряжения ветра и средней зональной ско-
рости. Имеется два члена, описывающие стоки 
энергии благодаря придонному трению и диф-
фузии КПВ. 

Рельеф дна задается имеющим большой 
горизонтальный масштаб по меридиональ-
ной координате, и набор заданных зональ-
ных масштабов, что важно для динамики зо-
нальных потоков, позволяя лучше описать  
важный механизм сопротивления давления на 
рельефе.

Построенное аналитическое решение бы-
ло применено к большому набору различных 
типов рельефа дна, для зональных крупно-
масштабных, для зональных мелкомасштаб-
ных, их комбинации и т. д. Решение описы-
вает смещение функции тока под влиянием 
рельефа и диффузии потенциального вихря, 
соответствуя нашим представлениям о сохране- 
нии КПВ. 

Используя аналитическое решение, рассчи-
тывается генерация ВКПЭ для предложенной 
диффузионно-ротационной параметризации 
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Рис. 8. То же, что на рис. 5. Эксперимент 3, d1 = 400 м,  
k0 = 300 м2/с, D0 = 104 м2/с.
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для различных типов рельефа дна. Была иссле-
дована зависимость генерации ВКПЭ как ди-
вергентного, так и ротационного компонентoв. 
Суммарная генерация ВКПЭ имела оба зна-
ка для всех типов рельефа при достаточно  
большом D 0, что подтверждает использование  
корректной параметризации для дивергентной 
части (т. е. при положительном коэффици-
енте k).

Таким образом ротационный компонент не 
влияет напрямую на динамику потока, посколь-
ку дивергенция от него равна нулю. Однако он 
влияет на динамику опосредовательно, посколь-
ку выбор коэффициента диффузии КПВ k  за-
висит от ротационного компонента через баланс 
ВКПЭ. 

Мы показали важность уравнения для 
ВКПЭ. Во многих исследованиях, в которых 
вычисляется вертикальная турбулентная вяз-
кость, используется уравнение баланса кинети-
ческой турбулентной энергии [37, 38]. Анало-
гичную роль в нашем случае играет уравнение 
для ВКПЭ. 

Следующим этапом должно быть детальное 
исследование связи дивергентной и ротаци-
онной частей через уравнение для ВКПЭ. При 
этом дополнительные исследования необходи-
мы для понимания и параметризации «тройных 
корреляций» и мелкомасштабной диссипации 
ВКПЭ. 

Данное исследование предполагается про-
должить для бароклинной двухслойной моде-
ли. Следует ожидать определенной коррекции 
результатов в связи с появлением бароклин-
ной неустойчивости и ее воздействия на вихре-
вые потоки. В дальнейшем следует попытаться 
обобщить результаты рассмотренной параме-
тризации на случай примитивных уравнений, 
отказавшись от квазигеострофического прибли-
жения.
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Diffusion-rotational parameterization of eddy fluxes of potential vorticity:  
barotropic flow in the zonal channel
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The problem of parametrization of the eddy fluxes of a potential vorticity is discussed. Traditional diffu-
sion parameterization is complemented by the inclusion of a rotational component. For the analysis of the 
new scheme, a quasi-geostrophic model of the dynamics of the barotropic flow in a zonal channel with 
a non-uniform bottom is used. An analytical solution of the problem is found and the influence of topog-
raphy on the flow disturbances is discussed. It is shown that the equation for the eddy potential enstrophy 
allows to relate diffusion and «rotational» coefficients.

Keywords: eddies parameterization, potential vorticity, quasi-geostrophic approximation, diffusion-rota-
tional parameterization, eddy flow in a zonal channel.
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