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ВВЕДЕНИЕ

В последние десятилетия в рамках ряда меж-
дународных программ исследования глобаль-
ных изменений на планете Земля производится 
сбор, обработка и интерпретация данных, а так-
же ретроспективный анализ и развитие качест-
венных моделей подсистем глобальной биогео-
химической системы с целью развития прогно-
стических моделей в их связи с современными 
моделями глобальной климатической системы. 
В настоящее время разрабатывается скоорди-
нированный подход для развития и применения 
моделей глобальной климатической системы, 
включающей атмосферу, океаны, криосферу и 
биосферу, и оценки чувствительности предска-
зуемости климата с использованием таких со-
вместных моделей.

В связи с исследованиями глобальных из-
менений на планете Земля возрастает инте-
рес к задачам усвоения и обработки данных 
наблюдений с целью ретроспективного ана-
лиза в различных отраслях знаний. В задачах 
геофизической гидродинамики, в частности 
в метеорологии и океанографии, математиче-
ские модели используются для исследования и 

предсказания гидродинамических полей. Осно-
вой этих моделей являются законы гидродина-
мики, которые следуют из сохранения массы, 
импульса, энергии и т. п., что приводит к си-
стемам нелинейных уравнений в частных про-
изводных. Эти уравнения, хотя и необходимы, 
но не достаточны для предсказания эволюции 
полей. Требуется дополнительная информация, 
включающая, в частности, начальные условия 
и параметры модели. Эту информацию можно 
получить с помощью данных наблюдений. Ме-
тоды усвоения данных используются для того, 
чтобы предсказать состояние течения в нужный 
момент на основе учета всех имеющихся на-
блюдений.

В последние десятилетия достигнут значи-
тельный прогресс в науках о Земле благодаря 
улучшению систем наблюдений и пониманию 
закономерностей геосистемы. Одним из фунда-
ментальных требований к успешному прогно-
зу в океанографии является достаточно точное 
описание начальных условий. Цель ассимиля-
ции, или усвоения данных, – получение наи-
лучшей в некотором смысле оценки состояния 
физической системы из ее наблюдений и аде-
кватной математической модели.
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Техника усвоения данных широко применя-
ется в науках о Земле. Наибольшие приложе-
ния она получила в метеорологии и океано-
графии, где наблюдения атмосферы и океана 
ассимилируются в атмосферные и океанские 
модели с целью получения начальных условий 
(или других параметров модели) для дальней-
шего моделирования и прогноза. В последние 
годы методы усвоения данных начинают при-
меняться и для анализа других наблюдений гео-
системы, включая биосферу, криосферу и по-
верхность почвы.

Исследователи всегда хотели не только знать 
и понимать климатические и текущие состоя-
ния гидродинамических полей в атмосфере и 
в океане, но и уметь их предсказывать. Чтобы 
делать прогноз на будущее, необходимо оценить 
текущее состояние, которое, в свою очередь, за-
висит от некоторого состояния в прошлом. Пер-
вые попытки оценить состояние системы на ос-
нове анализа данных наблюдений были сделаны 
в метеорологии еще в середине XIX века адми-
ралом Фитцроем, основателем Британской Ме-
теорологической службы. Субъективный анализ 
(простейшая интерполяция данных) приме-
нялся потом Ричардсоном [1], Чарни [2], Фил-
липсом [3]. Впоследствии объективный анализ 
заменил ручную графическую интерполяцию 
данных наблюдений более строгими математи-
ческими методами, начиная с полиномиальной 
интерполяции, последовательных алгоритмов 
оценивания и заканчивая современными вариа-
ционными методами.

Наибольшее развитие методы усвоения дан-
ных получили в динамической метеорологии и 
физической океанографии, а также в оператив-
ном численном прогнозе атмосферных и океа-
нических полей. В настоящее время теоретиче-
ские и практические идеи ассимиляции данных 
можно найти в технической [4–5], математиче-
ской [6–9] и геофизической литературе [10–13]. 
Седьмой международный симпозиум Всемир-
ной метеорологической организации по асси-
миляции данных наблюдений в метеорологии 
и океанографии (Бразилия, сентябрь 2017 г.: 
http://www.cptec.inpe.br/das2017/) продемон-
стрировал существенный прогресс в практиче-
ском применении современных методов усвое-
ния, основанных как на подходе оптимального 
управления (вариационной ассимиляции дан-
ных), так и на подходе последовательного оце-
нивания (статистические методы), а также на 
комбинации обоих подходов (гибридный ме-
тод).

В настоящее время в ряде стран проводятся 
интенсивные исследования по разработке ин-
формационно-вычислительных систем (ИВС) 
с использованием процедур усвоения данных 
наблюдений (спутниковых, корабельных и др.). 
Разработку и создание современных инфор-
мационно-вычислительных систем с полным 
правом можно отнести к междисциплинарным 
фундаментальным проблемам информатики, 
математики, физики и многих других направ-
лений науки и техники. Создание таких ИВС 
является в наши дни необходимым с точки зре-
ния экономики, национальной безопасности и 
прочих нужд государства и общества. Важней-
шими задачами здесь являются: осуществление 
оперативного краткосрочного и долгосрочного 
прогнозов погоды; определение районов повы-
шенной биологической продуктивности; обе-
спечение безопасности мореплавания и выбор 
оптимальных маршрутов судов; установление 
контроля над экологией моря, обнаружение и 
прослеживание особо опасных явлений типа 
штормовых нагонов и цунами, предсказание 
морских катастроф, оценка возможных ущер-
бов от них и рисков, обусловленных этими ката-
строфами. Для человеческого общества жизнен-
ную важность приобретают вопросы контроля 
и предсказания состояния окружающей среды. 
Новые геоинформационные технологии, к ко-
торым относится технология разработки систем 
вариационного усвоения данных наблюдений, 
позволяют создать единую систему контроля и 
прогноза геосистемы для целей программ гло-
бального мониторинга.

В последние годы происходят качественные 
изменения систем измерений, мировое науч-
ное сообщество получает все больше и больше 
измерений различных характеристик нашей 
геосистемы. Поэтому разработка технологий 
вариационного усвоения данных наблюдений, 
основанных на современных подходах, является 
актуальной проблемой.

В настоящей статье мы приведем обзор и 
анализ подходов к усвоению данных в зада-
чах геофизической гидродинамики, начиная 
с простейших последовательных схем усвоения 
и заканчивая современными вариационными 
методами. Особое внимание уделено новому 
направлению, где автору принадлежит ряд ори-
гинальных результатов, – исследованию задачи 
вариационного усвоения в слабой формулиров-
ке, в частности построению системы оптималь-
ности, и оценке ковариационных матриц оши-
бок оптимального решения.
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1. МЕТОДЫ И ПОДХОДЫ 
К УСВОЕНИЮ ДАННЫХ 

НАБЛЮДЕНИЙ

1.1. Основные обозначения  
и постановка задачи

Рассмотрим математическую модель, описы-
вающую эволюцию гидродинамической систе-
мы (атмосферной, океанской или совместной) 
в виде

 
dx

dt
M x t t

x x
t

   







 

, ,

,

0

0 0

 (1.1)

где x – вектор состояния модели, M – соответ-
ствующий динамический оператор модели, 
x0  – вектор начального состояния. При чис-
ленном моделировании или прогнозе динами-
ческий оператор M в общем случае является 
нелинейным и детерминированным, в то время 
как истинное поле течений отличается от (1.1) 
на случайную или систематическую ошибку. 
Как правило, в геофизической гидродинами-
ке (1.1) есть система нелинейных дифферен-
циальных уравнений в частных производных, 
которую в математической литературе часто 
называют системой с распределенными пара-
метрами. Зависимую переменную x называют 
"полем".

Наблюдения задаются некоторой вектор- 
функцией y t0   , которая удовлетворяет урав-
нению
 y t H xt0      , (1.2)

где H – оператор наблюдений, xt  – истинное 
поле течений, H  – функция ошибки (шум). 
Функция y t0    считается заданной, в то время 
как информация о функции H, как правило, от-
сутствует. Оператор H, так же как M, может 
быть нелинейным. Он задает отображение век-
тора состояния в пространство наблюдений.

Строго говоря, уравнения (1.1), (1.2) должны 
рассматриваться в соответствующих функцио-
нальных пространствах, и в каждом конкретном 
случае для разработки численных алгоритмов 
важно исследовать вопросы разрешимости и 
свойства решения задачи.

При дискретизации модели (1.1) по време-
ни с помощью конечных разностей, конечных 
элементов или (псевдо-) спектральных ме-
тодов часто приходят к дискретной модели, 

описывающей переход от момента времени ti  
в мо  мент ti�1 :

 x t M x ti i i     1 , (1.3)

где x ti   – вектор состояния размерности n , 
i  – номер шага по времени, Mi  – разностный 
оператор динамики вектора состояния. В дис-
кретной модели (1.3) наблюдения y0  в момент 
времени ti  задаются уравнением

 y H x ti i
t

i i
0      ,  (1.4)

где Hi  – оператор наблюдений в момент време-
ни t ti , xt  – истинное состояние, H i  – функ-
ция ошибки. Векторы yi

0  имеют размерности 
pi . В большинстве практических задач pi  много 

меньше n .
Для предсказания эволюции течений в зада-

чах геофизической гидродинамики требуется 
дополнительная информация, например, на-
чальные условия и неизвестные параметры мо-
дели, которую можно получить с помощью дан-
ных наблюдений. Так возникает задача об усвое-
нии данных: при заданной функции наблюдений 
y t0    требуется найти, например, неизвестное 

априори начальное условие так, чтобы вектор 
состояния x удовлетворял задаче (1.1), а вектор 
H(x) был в каком-либо смысле близок к y t0   . 
Найденное в результате решение x называется 
оценкой состояния (или анализом) и обозна-
чается xa .

1.2. Объективный анализ и его обобщения

Первая попытка объективного анализа дан-
ных была выполнена Пановски [14] с использо-
ванием двумерной (2-D) полиномиальной ин-
терполяции данных наблюдений. В дальнейшем 
этот подход был развит Гилкристом и Крессма-
ном [15], которые ввели область влияния для 
каждого наблюдения и предложили использо-
вать так называемое поле начального прибли-
жения (background) – поле из предыдущего про-
гноза.

Подход Бергторссона и Дёёса [16] основан 
на анализе разности данных наблюдений и на-
чального приближения и оптимизации веса, 
приписанного каждому наблюдению. Впослед-
ствии этот подход был модифицирован Кресс-
маном [17], который предложил метод последо-
вательных поправок, или SCM-метод (Successive 
Correction Method), представляющий собой ите-
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рационный алгоритм уточнения вектора состо-
яния:

 x x W y H x kk k k       1 0 0 1, , ,... ,  (1.5)

где k – номер итерации, x xb0   – начальное 
приближение, W – весовой оператор, H – опе-
ратор наблюдений из (1.2). После достаточно 
большого числа итераций x xa k  является 
оценкой состояния. Как было показано в [17], 
последовательные итерации приближают дан-
ные наблюдений на все более мелких масшта-
бах. Недостатком метода является то, что при 
итерациях мы все точнее воспроизводим данные 
наблюдений, ошибки которых никак не учи-
тываются. Тем не менее он достаточно ши-
роко применяется для оперативного прогноза 
погоды.

Обобщением метода последовательных по-
правок для нестационарной задачи (1.1) явля-
ется метод подгонки (nudging), который заклю-
чается в добавлении к правой части динамиче-
ской системы (1.1) слагаемого вида (1.5):

 
dx

dt
M x t W y H x t T

x x

o

t

     






 

, ( ( )), ,

.

0

0 0

  (1.6)

Это слагаемое заставляет решение модели 
как можно точнее воспроизводить данные на-
блюдений. Впервые этот метод был использован 
в метеорологии в работе [18], а позднее в океа-
нографии в работах [19–21]. Этот метод вызы-
вает интерес до сих пор, появились его новые 
варианты, в частности BFN-алгоритм [22].

1.3. Статистические методы,  
последовательные алгоритмы усвоения

Очень важным прорывом в решении задач 
усвоения данных было использование техни-
ки статистической интерполяции. Этот подход 
восходит к А.Н. Колмогорову (1941), работам 
Н. Винера (1949), а в науках о Земле он стал из-
вестен благодаря монографии Л.С. Гандина [23]. 
Этот подход также называют оптимальной ин-
терполяцией (OI – Optimal Interpolation) [24–25].  
Наблюдениям присваивают веса, которые свя-
заны с ошибками наблюдений. В то же вре-
мя поле начального приближения не является 
первым приближением для анализа, как ранее, 
а используется вместе со своей характеристикой 
ошибки наряду с другими данными наблюде-
ний.

Пусть оператор наблюдений H – линейный, 
а функция наблюдений y° и поле первого при-
ближения xb заданы в виде:

 y Hx x xt b t
b

0     , ,   (1.7)

где ошибки ε и εb предполагаются случайными 
гауссовскими векторами с нулевым математи-
ческим ожиданием и ковариационными мат-
рицами
 R E B ET

b b
T ( ), ( ).     (1.8)

Задача оптимальной интерполяции состоит 
в том, чтобы на основе данных (1.7)–(1.8) най-
ти оценку xa, минимизирующую отклонение 
x xt a� , например, в смысле минимального сле-
да ковариационной матрицы анализа:

 trE x x x xt a t a T[( )( ) ] min.     (1.9)

Тогда метод оптимальной интерполяции со-
стоит в определении анализа xa  по формуле 
[11–12]:

 x x BH HBH R y Hxa b b     * * 1 0 ,  (1.10)

где H *  – оператор, сопряженный к H.
Согласно (1.10), анализ xa  вычисляется как 

поле начального приближения xb  плюс поправ-
ка, которая есть не что иное как результат дей-
ствия некоторого весового оператора на вектор 
y Hxb0 � . Последний называют инновационным 

вектором (innovation vector) или невязкой на-
блюдений.

Нетрудно видеть, что метод оптимальной ин-
терполяции в виде (1.10) эквивалентен задаче 
оптимального управления, сводящейся к нахож-
дению минимума квадратичного функционала:

 
J x

B x x x x R Hx y Hx yb b

( )

( ( ), ) ( ( ), ).



      1

2

1

2
1 1 0 0

Для этого следует потребовать обращения 
в нуль его первой производной:

 
 

     

J x x

B x x x R Hx y H x

x

b

( )

( ( ), ) ( ( ), ) .



 1 1 0 0

Отсюда получаем:

 
x B H R H B x H R y

x BH HBH R y Hx

a b

b b

   

     
    


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Алгоритм оптимальной интерполяции (1.10) 
можно разбить на шаги:

 HBH R y Hxb*     0 ,  (1.11)

   BH * ,  (1.12)

 x xa b ,  (1.13)

где уравнение (1.11) записано в пространстве 
наблюдений, а (1.12)–(1.13) – в пространстве 
состояний.

Метод оптимальной интерполяции применял-
ся во многих оперативных центрах, начиная с кон-
ца 1970-х годов [24, 26]. В дальнейшем этот метод 
получил развитие в работах Лоренца [27–28], ко-
торый использовал различные аппроксимации 
для решения уравнений (1.11)–(1.13) и ввел 
метод коррекции анализа, являющийся "гибри-
дом" оптимальной интерполяции и последова-
тельных поправок.

Метод оптимальной интерполяции и его 
модификации до настоящего времени наибо-
лее широко используются для операционного 
анализа данных при предсказании погоды [27, 
29–32], а также при ассимиляции океанографи-
ческих данных [33–35]. Большую популярность 
приобрел метод ансамблевой оптимальной ин-
терполяции (EnOI) [36, 37], который позволяет 
строить параллельные алгоритмы усвоения дан-
ных [38].

Обобщением метода оптимальной интерпо-
ляции является фильтр Калмана, на каждом ша-
ге экстраполирующий динамические перемен-
ные и их ковариации, а затем рекурсивно уточ-
няющий оценку состояния [39]. Непрерывный 
аналог этого метода часто называют фильтром 
Калмана–Бьюси [40]. Существуют различные 
обобщения этого метода на нелинейный случай 
[4]. В настоящее время большим успехом поль-
зуется расширенный фильтр Калмана – метод 
EKF (extended Kalman filter) [41–42], который 
использует линеаризацию модели около неко-
торого известного состояния. Значительный 
вклад в разработку методов фильтра Калмана и 
методов четырехмерного анализа гидрофизиче-
ских полей на основе динамико-стохастических 
моделей океана внесли работы А.С. Саркися-
на, В.В. Кныша, Г.А. Коротаева и др. [43–47]. 
В последние годы большую популярность при-
обретает ансамблевый фильтр Калмана – метод 
EnKF (ensemble Kalman filter) [48–50], основан-
ный на использовании метода Монте-Карло на 
каждом временном шаге.

1.4. Вариационные методы

Значительным прогрессом в решении задач 
усвоения данных было применение вариацион-
ных методов и, в частности, методов оптималь-
ного управления. Очень плодотворной оказа-
лась идея минимизировать некоторый функ-
ционал, связанный с данными наблюдений, 
на траекториях (решениях) рассматриваемой 
модели. Тем самым задача об усвоении данных 
формулируется как задача оптимального управ-
ления. Теоретические основы исследования и 
решения таких задач заложены в классических 
работах Р. Беллмана (1957), Л.С. Понтрягина 
(1962), Н.Н. Красовского (1969), Ж.-Л. Лионса 
(1968), Г.И. Марчука (1961) и др. Впервые вари-
ационный формализм был использован в мете-
орологии Сасаки [51–52], а в задачах динами-
ческой океанографии – Ле Прово и Сальмоном 
[53].

При решении задач минимизации возникает 
необходимость вычислять градиент исходного 
функционала. Важным шагом в этом направле-
нии было использование теории сопряженных 
уравнений (Марчук Г.И., 1964; Лионс Ж.-Л., 
1968). Начиная с известных работ (Пенен-
ко В.В. [54], Марчук Г.И., Пененко В.В. [55]; 
Le Dimet F.-X., Talagrand O. [56], Lewis J.M., 
Derber J.C. [57]), применение сопряженных 
уравнений для исследования и численного ре-
шения задач об усвоения данных (в том числе 
для вычисления градиента функционала) ши-
роко практикуется многими исследователями 
[58–68].

Первые применения трехмерного вариаци-
онного усвоения данных (3D-VAR) для опера-
ционного анализа были сделаны в Националь-
ном Центре по прогнозированию окружающей 
среды NCEP [69], а позднее в Европейском 
Центре среднесрочных прогнозов погоды 
ECMWF [70].

В настоящее время все больший интерес 
вызывает четырехмерное усвоение данных 
(4D- VAR), при котором линеаризованные мо-
дели и сопряженные к ним используются для 
усвоения данных наблюдений не в конкретный 
момент времени, а на заданном временном ин-
тервале. Впервые система 4D-VAR была при-
менена в Европейском Центре прогноза пого-
ды [71].

Остановимся на постановке задачи четырех-
мерного вариационного усвоения данных на 
примере задачи о восстановлении начального 
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условия. Рассмотрим задачу (1.1) на интерва-
ле 0,T  :

 
dx

dt
M x t t T

x x
t

    






 

, , ,0

0 0

  (1.14)

и введем функционал от ее решения:

 
J x C x x x x

C Hx y Hx y dt

t

b

t
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T

0 1 0 0 0 0

2
0 0

0
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2
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       
    

 



,

, ,
  (1.15)

где H – (линейный) оператор наблюдений из 
(1.2), y0  – функция наблюдений, xb

0  – задан-
ный вектор, C1, C2 – весовые операторы, (·,·)  – 
скалярное произведение. Как правило, C1, C2 
выбираются в виде: C1 = B–1, C2 = R–1, где 
B, R – ковариационные матрицы векторов 
 b

b t

t
x x 

0 0
 и   y Hxt0  соответственно: 

B E b b
T ( )  , R E T ( ) в предположении, что ε 

и εb – случайные гауссовские векторы с нуле-
вым математическим ожиданием. Такие весо-
вые операторы (или их приближения) часто при-
меняются в практических задачах [12, 72–73].

Предположим, что начальное условие x0 из 
(1.14) нам неизвестно. Тогда простейшая задача 
об усвоении данных формулируется следующим 
образом: найти x0, x такие, что они удовлетво-
ряют (1.14) и на множестве решений (1.14) 
функционал (1.15) достигает своего наименьше-
го значения. Другими словами,
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dt
M x t t T

x x

J x J v
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  (1.16)

Необходимое условие оптимальности [6] 
приводит эту задачу к системе для трех неиз-
вестных x0 , x , x* :
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dt
M x t t T
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(1.18)

 C x x xb

t1 0 0 0
0  



* ,   (1.19)

где    M x t,
*  – оператор, сопряженный к про-

изводной динамического оператора модели М. 
Система (1.17)–(1.19) носит название "системы 
оптимальности" и играет важную роль для ис-
следования и численного решения задач об 
усвоении данных. Эта система может быть полу-
чена также из принципа максимума Понтряги-
на, сформулированного для задачи (1.16) [61], 
или методом множителей Лагранжа [74].

Разрешимость нелинейных задач об усвое-
нии данных и строгое обоснование численных 
методов их решения – непростая проблема. 
Достаточно полные результаты, касающиеся 
разрешимости линейных задач оптимального 
управления вида (1.16)–(1.19), были получены 
Ж.-Л. Лионсом с использованием разработан-
ного им общего подхода HUM (Hilbert Unique-
ness Method). Некоторые результаты о разреши-
мости слабонелинейных задач усвоения данных 
были получены в работах [60, 67, 75]. Дальней-
шие обобщения и новые приложения были 
предложены в последние годы [68, 76, 77].

Численное решение задач вида (1.16) осу-
ществляется в настоящее время известными 
алгоритмами оптимизации, разработанными 
в классических трудах. Ряд новых итерационных 
алгоритмов решения задач об усвоении дан-
ных с использованием сопряженных уравнений 
предложены в работах [60–63, 67, 68] и др.

Для построения численного алгоритма реше-
ния задачи об усвоении данных можно исполь-
зовать известные методы минимизации для за-
дачи (1.16), либо решать систему оптимальности 
(1.17)–(1.19). При численном решении задачи 
часто необходимо вычислять градиент исходно-
го функционала J. Это можно делать с помощью 
выбранной подходящим образом сопряженной 
задачи. В рассматриваемом случае градиент 
функционала вычисляется следующим образом: 
при заданном v  находим последовательно ре-
шения прямой и сопряженной задач

 
dx

dt
M x t t T

x v
t

    






 

, , ,

,

0

0

  (1.20)

 
         













dx

dt
M x t x H C Hx y t T

x
t T

*
* * *

*

, , ( , )2
0 0

0

 

(1.21)

FAO_2019-1.indd   22 29.03.2019   15:31:31



 МЕТОДЫ УСВОЕНИЯ ДАННЫХ НАБЛЮДЕНИЙ 23

ИЗВЕСТИЯ РАН. ФИЗИКА АТМОСФЕРЫ И ОКЕАНА том 55 № 1 2019

и полагаем

      


J v C v x xb

t1 0 0

* .   (1.22)

В работах многих авторов большое внимание 
уделяется численному построению сопряжен-
ной модели (1.21), которая может быть получе-
на как путем дискретизации непрерывной за-
дачи (1.21) [66, 78, 79], так и непосредственным 
транспонированием кода дискретной линеари-
зованной задачи [68, 80, 81]. В последнем случае 
зачастую используют методы автоматического 
дифференцирования [74, 82–83]. Сравнение 
этих двух подходов к построению дискретной 
сопряженной задачи проводится, например, 
в работах [78, 84].

Наряду с исследованием разрешимости, раз-
работкой и обоснованием алгоритмов числен-
ного решения задач вариационного усвоения 
данных, важную роль играют свойства самого 
оптимального решения. Чрезвычайно важным 
является вопрос о чувствительности оптималь-
ных решений задач вариационного усвоения 
к погрешностям данных наблюдений и по-
грешностям моделей. До недавнего времени 
этот вопрос оставался малоисследованным, но 
в последние годы получен ряд результатов с ис-
пользованием операторов управления [85–92]. 
Получены и исследованы уравнения для ошиб-
ки оптимального решения через погрешности 
данных наблюдений в задаче восстановления 
начального условия, исследована чувствитель-
ность оптимального решения с использовани-
ем сингулярных векторов операторов управ-
ления. Оказалось, что важную роль при ис-
следовании ошибок играют фундаментальные 
функции управления, которые являются син-
гулярными векторами операторов отклика [85, 
88, 90, 92].

Алгоритмы четырехмерного усвоения данных 
[10, 11, 13] представляются в настоящее время 
наиболее эффективными. В последние годы по-
явилось много работ по сравнению ансамбле-
вого метода Калмана (EnKF) и вариационного 
усвоения данных [93–99], кроме того появились 
так называемый гибридный подход, сочетаю-
щий в себе ансамблевый метод Калмана и ва-
риационное усвоение данных – Hybrid 4D-VAR 
[100–104], а также ансамблевый метод четы-
рехмерного вариационного усвоения 4DEnVar 
[105–110].

2. КОВАРИАЦИОННЫЕ МАТРИЦЫ 
ОШИБОК ОПТИМАЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Важной характеристикой оптимального ре-
шения, полученного из системы оптимальности 
задачи вариационного усвоения данных, явля-
ется апостериорная ковариационная матрица. 
Данный раздел посвящен разработке алгорит-
мов для исследования ковариационных опе-
раторов ошибок оптимального решения задач 
вариационного усвоения данных с использо-
ванием гессиана функционала стоимости. Тео-
ретические основы алгоритмов были заложены 
в работах [85, 111–113].

Рассмотрим задачу вариационного усвое-
ния данных на примере задачи инициализа-
ции (1.14), для которой справедлива система 
оптимальности (1.17)–(1.19). Предполагает-
ся, что исходные данные заданы с ошибка-
ми: x x y Hxb t

b
t

0 0
0    , ,  где εb ~ N(0,B), 

ε ~ N(0,R) а x t – точное решение задачи (1.14) 
при x0 = x t0 :
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Здесь ε ~ N(0,R) означает, что случайная ве-
личина ε распределена по гауссовскому закону 
с нулевым математическим ожиданием и кова-
риационной матрицей R Мы будем исследовать 
влияние ошибок εb, ε на оптимальное решение x0, 
полученное в результате решения (1.17)–(1.19), 
и сформулируем алгоритмы вычисления ковари-
ационных операторов ошибок оптимального ре-
шения через гессиан функционала стоимости.

Систему (1.17)–(1.19) с тремя неизвестными 
x x x, ,*

0  можно рассматривать как одно опера-
торное уравнение вида:
 F U U d( , ) , 0   (2.2)

где U x x x U x yd
b  ( , , ), ( , ).*

0 0
0  Аналогичное урав-

нение имеет место и для точного решения:
 F U U d( , ) , 0   (2.3)

где U x x x U x Hx xt t t
d

t t t   ( , , ), ( , ), .* *
0 0 0  Система 

(2.3) есть необходимое условие оптимальности 
следующей задачи минимизации: найти u  и I , 
такие что

 

d
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M t t T

u

J u J v
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где

 
J u C u x u x

C H Hx H Hx dt

t t

t t
T

       
    

1

2

1

2

1 0 0

2

0

,

, . 

Из (2.2)–(2.3) имеем F U U F U Ud d( , ) ( , ) .  0  
Пусть U U U  , U U Ud d d  . Тогда

 F U U U U F U Ud d d( , ) ( , ) .     0   (2.4)

Пусть  x x x x x xt t   , ,0 0 0  тогда GU =  
= (G�x, x*, G�x0),   GUd = (Hb, H). В предположении, 
что оператор М достаточно гладкий, существует 
x x x xt t    ( ), [ , ]0 1  такая, что M(x, t) – 
– M(x t, t) = M � (x, t) G�x. Тогда уравнение (2.4) эк-
вивалентно системе:
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  (2.5)
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x
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*
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,
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0

 
 

(2.6)

 C x xb t1 0 0
0   



* .   (2.7)

Поскольку x x x x x xt t    , , то в пред-
положении малости G x  и гладкости М в (2.5)–
(2.7) можно положить

    M x t M x t M x t M x tt t( , ) ( , ),( ( , )) ( ( , )) .* *  (2.8)

Тогда (2.5)-(2.7) сводится к системе
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  (2.9)

 

         
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t T
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2 0

0

 

(2.10)

 C x xb t1 0 0
0   



* .   (2.11)

Система (2.9)–(2.11) есть линейная задача об 
усвоении данных; при фиксированном xt  – это 

необходимое условие оптимальности следую-
щей задачи минимизации: найти u  и I , такие 
что
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M x t t T

u

J u J v

t

t

v

 



     


    















, , ,

,

inf ,

0

0

1 1

где
J u

C u u C H H dtb b

T

1

1 2

0

1

2

1

2

  

              , , .

 (2.12)

Рассмотрим гессиан ℌ функционала (2.12); 
он определен на v последовательным решением 
задач:
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t
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  (2.13)

 
       




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

dx
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M x t x H C H x t T

x

t

t T
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,
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0
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(2.14)

 ℌv  


C v x
t1 0

* .   (2.15)

Введем вспомогательные операторы R R1 2, .  
Пусть R С1 1 ,  а оператор R2  определен на функ-
циях g по формуле R g

t2 0



 * , где T *  – решение 

сопряженной задачи

 
      













d

dt
M x t H C gt

t T

 



* *
* *

*

, ,

.

2

0

  (2.16)

Из (2.13)–(2.16) заключаем, что система 
(2.9)–(2.11) эквивалентна уравнению для ошиб-
ки G x0 :
 ℌG x0  = R Rb1 2  .   (2.17)

Гессиан ℌ по определению симметричный 
неотрицательно определенный оператор. Мы 
будем предполагать, что ℌ положительно опре-
делен и, тем самым, обратим. Тогда уравнение 
(2.17) можно записать в виде

   x T Tb0 1 2  ,   (2.18)

где Ti = ℌ–1Ri, i = 1,2.
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Мы предполагаем, что ошибки εb, ε являют-
ся случайными, нормально распределенными 
с нулевым средним и некоррелированными 
между собой, при этом, как сказано выше, 
H Hb N B N R~ ( , ), ~ ( , ).0 0  Тогда из (2.18) следует, 
что ошибка G x0  также нормально распределена 
с нулевым математическим ожиданием. Через Р 
обозначим ковариационный оператор ошибки 
оптимального решения: P E x x T [ ( ) ]. 0 0  Из 
(2.18) получаем

 P E x x T BT T RTT  [ ( ) ] ,* * 0 0 1 1 2 2   (2.19)

где Ti
*  – операторы, сопряженные к T ii , , . 1 2  

Для построения оператора P необходимо найти 
операторы T BT T RT1 1 2 2

* *, . Рассмотрим оператор 
T BT1 1

*. Поскольку T1  ℌ–1R1 = ℌ–1С1 = T1
* , то 

T BT1 1
*   ℌ–1С1BC1ℌ–1. Более того, если С B1

1  , 
то
 T BT1 1

*   ℌ–1С1BC1ℌ–1 = ℌ–1 B�1ℌ–1.   (2.20)

Таким образом, алгоритм для вычисления 
w T BT v 1 1

*  состоит в следующем:
1) решаем уравнение ℌp = v;
2) вычисляем C1p;
3) решаем уравнение ℌw = C1p.
В результате формула (2.20) дает вклад ошиб-

ки H b  в ковариационный оператор Р.
Рассмотрим теперь оператор T RT2 2

*.  Посколь-
ку T2  ℌ–1R2, то T RT2 2

*   ℌ–1R2RR 2* ℌ–1. Для отыс-
кания R2

*  рассмотрим скалярное произведение 
(R2, g, p) при фиксированных g и p. Из (2.16) имеем, 

что ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),* * *R g p p H C g dt g R p
t

T

2 0 2

0

2  
    

где R p C H2 2
* ,   а M  – решение задачи (2.13) при 

v = p. Таким образом, оператор T RT2 2
*  определя-

ется последовательным решением следующих 
задач (при заданном v):
 ℌp  v,   (2.21)

 
d

dt
M x t t T

p

t

t

 



    





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,

0

0

  (2.22)

 
       









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

d

dt
M x t H C RC H t Tt

t T

  



* *
* *

*

, , ( , )

,

2 2 0

0

 

(2.23)

 ℌw =  * .
t0

  (2.24)

Тогда T RT v w2 2
* .  Если С R2

1  , то H*C2RC2H =   
= H*C2H и из (2.22)–(2.23) получаем, что  *

t


0
  

= ℌv – C1v, где ℌ – гессиан, определенный фор-
мулами (2.13)-(2.15). Тогда R RR2 2

*   ℌ – C1 и

 T RT2 2
*   ℌ–1(ℌ – C1)ℌ–1.   (2.25)

Таким образом, алгоритм для вычисления 
w T RT v 2 2

*  состоит в следующем:
1) решаем уравнение ℌp = v;
2) вычисляем (ℌ – C1)p;
3) решаем уравнение ℌw = (ℌ – C1)p.
В результате формула (2.25) дает вклад ошиб-

ки H  в ковариационный оператор Р.
Для вычисления суммарного вклада некорре-

лированных ошибок εb, ε следует сложить фор-
мулы (2.20) и (2.25). Тогда

 Р = T BT T RT1 1 2 2
* *� = ℌ–1 С1ℌ

–1 + ℌ–1(ℌ – C1)ℌ–1,

откуда получаем:
 P = ℌ–1.   (2.26)

Последняя формула дает вид ковариацион-
ного оператора Р через гессиан ℌ, определен-
ный формулами (2.13)–(2.15). Для вычисле-
ния обратного гессиана можно воспользоваться 
правилом умножения ℌ на некоторую функ-
цию v согласно (2.13)–(2.15) или методом BFGS 
[114–115], который в результате итераций дает 
приближение для ℌ–1.

3. СЛАБАЯ ФОРМУЛИРОВКА 
ВАРИАЦИОННОГО УСВОЕНИЯ  

ДАННЫХ

Постановку задачи вариационного усвое-
ния данных в виде (1.17)–(1.19) часто называ-
ют сильной формулировкой, или постановкой 
с сильными ограничениями (strong constraint 
в англоязычной литературе). Сильными огра-
ничениями являются уравнения модели (1.17), 
которые должны строго выполняться при ми-
нимизации функционала (1.15). Существен-
ным недостатком постановки (1.17) является 
тот факт, что модель предполагается точной и 
ошибки модели здесь никак не учитываются. 
Ошибки модели могут быть связаны с дискре-
тизацией, с неточным описанием физических 
процессов, с погрешностями исходных данных. 
Чтобы учесть возможные ошибки модели, рас-
сматривают так называемую слабую формули-
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ровку, или постановку со слабыми ограничени-
ями (weak constraint) [51–52, 116–125].

В случае слабой формулировки уравнения 
модели уже не обязательно выполняются точ-
но, и они включаются в исходный функционал 
стои мости. Так, вместо задачи (1.14) рассмотрим 
задачу минимизации следующего функционала:

 

J C x x x x
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 ( , ) , ( , ) ,

  (3.1)

где С С С1 2 3, ,  – весовые операторы: C1 = B–1,  
C2 = R–1, C3 = Q–1, а B R Q, ,  – ковариационные 
матрицы векторов   b, ,  соответственно: B =  
= E R E Q Eb b

T T T[ ], [ ], [ ].      Векторы оши-
бок εb, ε были введены ранее, а [  здесь есть 

ошибка модели:   М x t
dx

dt
t

t

( , ) .  Введем обо-
значение f

dx

dt
М x t  ( , ).  Тогда нетрудно видеть, 

что задачу о минимизации функционала (3.1) 
по х можно сформулировать в эквивалентном 
виде, а именно: требуется найти x f0,  такие, что
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  (3.2)

где
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Таким образом, задача минимизации функ-

ционала (3.1) опять сводится к задаче с сильны-
ми ограничениями, однако здесь неизвестными 
(управлениями) являются не только функция 
начального условия x0 , но и правая часть f .

Для построения системы оптимальности вы-
числим градиенты J по x0  и f  соответственно. 
По определению градиента
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где G x1 , G x2  – решения следующих задач:
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  (3.4)

Нетрудно видеть, что их сумма   x x x 1 2  
удовлетворяет системе в вариациях:
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Для построения градиентов в явном виде вве-
дем сопряженную задачу по отношению к (3.5) 
в виде (1.18). Тогда, пользуясь известным соот-
ношением сопряженности [9], получаем гради-
енты
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J x f x C x x x xx
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t0 0 0 1 0 0 0 0( , ) , ,* 
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T
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0 3

0

 

которые следует приравнять к нулю для любых 
G Gx f0, .  Таким образом, необходимое условие 
оптимальности приводит задачу к системе для 
четырех неизвестных x f x x0, , , *:
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(3.7)

 C x x xb

t1 0 0 0
0  



* ,   (3.8)

 C f x3 0 * .   (3.9)

Заметим, что сопряженная задача (3.7) в по-
лученной системе оптимальности совпадает с со-
пряженной задачей (1.18), а условие (3.8) совпа-
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дает с (1.19) – условием равенства нулю гради-
ента по x0.

Построим ковариационную матрицу Р оши-
бок оптимального решения   u x f T ( , ) ,0  где 
 x x x f f ft

t

t
0 0 0
   


, ,  которая определяет-

ся по формуле P E u u T [ ( ) ].   Для этой цели 
аналогично (2.5)–(2.7) запишем систему опти-
мальности для ошибок, которая в предположе-
нии (2.8) сводится к системе:
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 C x xb t1 0 0
0   



* ,   (3.12)

 C f x3 0   * .   (3.13)

Система (3.10)–(3.13) есть не что иное, как 
условие оптимальности следующей линейной 
задачи об усвоении данных: найти G Gx f0,  та-
кие, что
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где
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Введем в рассмотрение гессиан ℌ функцио-
нала J2, он определяется на u v g T ( , )  последо-
вательным решением задач:
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 ℌv   


( , ) .* *C v x C g x
t

T
1 0 3   (3.17)

Тогда нетрудно видеть, что система 
(3.10)–(3.13) эквивалентна уравнению для ошиб-
ки   u x f T ( , )0 :

 ℌG u  =  1 2  ,   (3.18)
где 

      


( , ) , ( , ) , ( , ) ,* *      b
T

b
T

t

TC C1 1 3 2 0
 

а T *  – решение сопряженной задачи (2.16). 
В предположении обратимости оператора ℌ из 
(3.18) имеем

 G u  =  1 2  ,   (3.19)

где  i  ℌ–1 i i, , .1 2  Последнее уравнение мож-
но использовать для построения ковариацион-
ного оператора Р ошибок оптимального реше-
ния: P E u u T [ ( ) ].   Из (3.19) получаем

 P V R    1 1 2 2
* * ,   (3.20)

где V E
B

Q
T

  






[ ]
0

0
, в предположении, что 

ошибки   b, ,  некоррелированы. Следуя схеме 
доказательства (2.20)–(2.25), можно показать, что

   1 1V
*  ℌ–1 V

1ℌ–1,   2 2R *  ℌ–1 (ℌ – V
1 )ℌ–1,  

(3.21)

где ℌ – гессиан, определенный формулами 
(3.15)–(3.17). Тогда из (3.21) заключаем:
 P = ℌ–1.   (3.22)

Таким образом, получаем результат, анало-
гичный (2.26), только с другим оператором ℌ.

Оператор ℌ, определенный формулами 
(3.15)–(3.17), может быть записан в матричном 
виде:

 ℌ = 
Н Н

Н Н
11 12

21 22







,

где Hĳ – комбинации производных по x  и f . 
Таким образом, размерность ℌ в данном случае 
увеличивается на порядок по сравнению 
с (2.26), поскольку в задаче (3.2) требуется найти 
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не только функцию начального условия x0, но и 
правую часть f , которая зависит от временной и 
пространственных переменных. Другие способы 
учета ошибки модели с использованием пони-
жения размерности задачи рассмотрены в рабо-
тах [119–121, 124–125].

4. СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ  
4D-VAR И АНСАМБЛЕВОГО ФИЛЬТРА 

КАЛМАНА

Как следует из представленного выше обзо-
ра, новые поколения схем ассимиляции бази-
руются на четырехмерном вариационном усво-
ении данных (4D-VAR) и ансамблевом фильтре 
Калмана (EnKF). Каждый из этих современных 
подходов имеет свои достоинства и недостатки, 
и их сравнительному анализу посвящено немало 
работ (см., например, [93–99]).

В случае линейной модели, линейного опера-
тора наблюдений и гауссовских ошибок методы 
4D-VAR и фильтр Калмана дают идентичные 
результаты в конце "окна" ассимиляции, если 
ошибки модели не учитываются [27]. В тех же 
предположениях при достаточно большом чис-
ле элементов ансамбля метод EnKF хорошо ап-
проксимирует фильтр Калмана [36]. Нелиней-
ности модели и оператора наблюдений (и как 
следствие, негауссовость ошибок) являются 
потенциальной причиной расхождения резуль-
татов при применении 4D-VAR и EnKF [95]. 
В том случае, когда ошибки наблюдений и на-
чального приближения остаются гауссовскими, 
а модель динамики нелинейна, метод 4D-VAR 
дает оценку максимального правдоподобия – 
моду функции распределения апостериорной 
условной вероятности [126]. В то же время в об-
щем случае неясно, как отыскание такой моды 
связано с результатом метода EnKF [95].

В большинстве задач геофизической гидро-
динамики размерность вектора состояния си-
стемы столь велика, что приходится искать 
компромисс между вычислительными возмож-
ностями и теоретически оптимальными подхо-
дами. Например, методу EnKF присущи ошиб-
ки выборки (sampling errors) из-за ограниченно-
го размера ансамбля, а в методе 4D-VAR из-за 
большой размерности приходится искать ап-
проксимации ковариационных матриц началь-
ного приближения, что также приводит к ошиб-
кам, которые трудно оценить при сравнитель-
ном анализе методов.

Как мы видели выше, четырехмерное вариа-
ционное усвоение данных (4D-VAR) в виде 

(1.17)–(1.19) использует прямые и сопряженные 
модели для оценки состояния системы, кото-
рая максимально точно воспроизводит данные 
наблюдений на заданном временном интервале 
в смысле минимизации функционала стоимости 
(1.15). Следует отметить, что в методе 4D-VAR 
задачи (1.16) и (1.17)–(1.19) решаются сразу на 
всем интервале по времени (0,Т).

В отличие от 4D-VAR, метод EnKF ассими-
лирует наблюдения последовательно. При за-
данных наблюдениях yi

0  в момент времени ti  
для применения метода требуется ансамбль век-
тора состояний xi

f  с предыдущего шага ti�1 . Ме-
тод EnKF состоит в построении поправки к ма-
тематическому ожиданию (среднему по ансамб-
лю) xi

f  согласно формуле:

 x x K y H xi
a

i
f

i i
f     

0 ,   (4.1)

где xi
a  – средняя по ансамблю оценка состоя-

ния (анализ) в момент времени ti , H – опера-
тор наблюдений, а матрица K  является обоб-
щением матрицы Калмана (gain matrix):

 K P H HP H Ri
f

i
f  * * ,

1
  (4.2)

где Pi
f  – ковариационная матрица ошибок со-

стояния в момент ti . Для получения K  ковариа-
ционные матрицы в определении (4.2) заменя-
ются ковариационными матрицами выборки, 
построенными на основе ансамбля. Таким обра-
зом, метод EnKF строит поправки к xi

f  с учетом 
неопределенностей в данных наблюдений yi

0. 
Эта схема дает ансамбль состояний в момент ti , 
который в дальнейшем служит в качестве на-
чального условия для ансамбля в момент ti�1 .

Итак, уже в самих постановках (1.16) и (4.1)–
(4.2) заложено различие в упомянутых подходах: 
метод 4D-VAR минимизирует функционал J x( )  
сразу на всем временном интервале ( , )0 T , в то 
время как метод EnKF ассимилирует наблюде-
ния последовательно в каждый конкретный мо-
мент времени. В отличие от 4D-VAR, ковариа-
ционная матрица анализа Pi

f  играет ключевую 
роль при ассимиляции методом EnKF, где оцен-
ки этих матриц уточняются на каждом шаге по 
времени.

При больших размерностях вектора состо-
яния работа с ковариационными матрицами 
в методе EnKF становится серьезной вычис-
лительной проблемой. Использование ограни-
ченного числа элементов ансамбля приводит 
к ухудшению аппроксимации фильтра Калма-
на. С другой стороны, в методе 4D-VAR при 
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использовании итерационных градиентных ме-
тодов приходится строить и решать линеаризо-
ванные прямые и сопряженные задачи, что за-
частую является большой проблемой для слож-
ных геофизических моделей. Так, построение 
сопряженной модели для известной системы 
усвоения данных NEMOVAR заняло немало че-
ловеко-часов [73].

Численные сравнения 4D-VAR и EnKF [93–99] 
показали, что эти методы зачастую дают близ-
кие результаты. Для малых интервалов по вре-
мени EnKF дает более точные результаты. Для 
наблюдений с пропусками в данных, когда ан-
самблевые возмущения растут нелинейно и 
становятся негауссовскими, 4D-VAR приводит 
к меньшим ошибкам, чем EnKF [94]. Однако 
с точки зрения распараллеливания вычислений, 
EnKF оказывается предпочтительным, посколь-
ку вычисления для каждого члена ансамбля 
можно проводить независимо [99].

При описании реальных физических систем, 
таких как атмосфера и океан, в моделях появ-
ляются ошибки из-за неточного задания фор-
синга (правой части или краевых условий), па-
раметризаций подсеточных процессов, низкого 
разрешения и т. п. Ошибки могут быть систе-
матическими, случайными, ошибками параме-
тров модели или физических параметризаций. 
В этом случае применяется 4D-VAR в слабой 
формулировке (weak constraint) [116], описан-
ной в разделе 3. С одной стороны, этот подход 
предъявляет высокие требования к вычисли-
тельным системам в силу высокой размерности 
вектора состояния системы, в современных чис-
ленных моделях прогноза погоды достигающих 
~109. С другой стороны, этот подход может при-
вести к улучшению точности прогноза и увели-
чению "окна" усвоения данных за счет рассмо-
трения расширенного функционала стоимости 
в виде (3.1).

В методе EnKF слабая формулировка возни-
кает естественным образом путем добавления 
в саму постановку задачи ковариационной ма-
трицы ошибок модели, оценка которой также 
уточняется на каждом шаге [93]. Это указывает 
на необходимость дальнейших исследований по 
сравнению методов EnKF и 4D-VAR в слабой 
формулировке.

Синтезом широкой дискуссии по сравнению 
методов 4D-VAR и EnKF [93–99] явилось при-
знание необходимости разработки подходов 
к усвоению данных, сочетающих лучшие свой-
ства методов 4D-VAR и EnKF [103]. Так поя-
вился подход Hybrid 4DVar, комбинирующий 

ансамблевый метод Калмана и вариационное 
усвоение данных, [100–104], а также ансам-
блевый метод четырехмерного вариационного 
усвоения данных 4DEnVar [105–110].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе мы привели обзор и анализ 
методов решения задач усвоения данных, раз-
работанных в течение последних десятилетий. 
Развитие систем усвоения данных началось 
с метеорологии и диктовалось необходимостью 
улучшения прогнозов погоды. Помимо совре-
менных сложных метеорологических систем 
усвоения данных, эти методы находят все боль-
шее применение в океанографии и других обла-
стях.

Наряду с прогрессом в решении задач усвое-
ния данных происходят качественные измене-
ния систем измерений. Последние годы отмече-
ны непрерывным ростом количества измерений 
различных характеристик нашей геосистемы. 
Поэтому создание технологий решения задач 
усвоения данных, основанных на современных 
подходах и учитывающих последние достиже-
ния в этом направлении, является актуальной 
проблемой.

Наиболее современными и эффективными 
являются методы вариационного усвоения дан-
ных, поэтому особое внимание следует уделить 
исследованиям в области численного решения 
задач вариационного усвоения данных наблю-
дений для проблем динамики океанов и морей. 
Слабая формулировка задачи вариационного 
усвоения данных позволяет учесть возможные 
ошибки модели и тем самым приводит к более 
точному результату решения задачи. Сформули-
рованные в разделах 2 и 3 алгоритмы могут быть 
использованы для вычисления ковариационной 
матрицы ошибок оптимального решения и от-
дельных вкладов в нее, связанных с ошибками 
исходных данных. Эти алгоритмы дают возмож-
ность исследовать чувствительность оптималь-
ных решений задач вариационного усвоения 
данных с использованием гессиана функциона-
ла стоимости.

Источник финансирования. Работа выполнена 
при частичной поддержке Российского научно-
го фонда (проект проект 17-77-30001, в рамках 
которого проводились исследования в разде-
лах 1–2, 4) и РФФИ (проект 18-01-00267, в рам-
ках которого были проведены исследования 
в разделе 3).
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In this paper we review and analyze approaches to data assimilation in geophysical hydrodynamics prob-
lems, starting with the simplest successive schemes of assimilation and ending with modern variational 
methods. Special attention is paid to the the study of the problem of variational assimilation in the weak 
formulation and construction of covariance error matrices of the optimal solution. This is a new direction, 
to which the author made a contribution: an optimality system is formulated for the problem of variational 
data assimilation in a weak formulation and algorithms for deriving the covariance error matrices of the 
optimal solution are developed.
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