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В работе рассматриваются подходы к построению интегральных моделей конвективного погра-
ничного слоя (КПС), основанных на концепции полной перемешанности. Для проверки основ-
ных гипотез подобия используются результаты вихреразрешающего моделирования (leS – large 
eddy Simulation). Эмпирические константы интегральной модели КПС, полученные по данным 
leS для случая свободной конвекции, хорошо согласуются с ранее опубликованными данными 
лабораторных экспериментов. Также показано, что поток кинетической энергии с верхней гра-
ницы КПС, осуществляемый гравитационными волнами, мал по сравнению с другими составля-
ющими баланса турбулентной кинетической энергии (ТКЭ) в конвективном слое. Впервые при-
менена параметризация генерации ТКЭ за счет сдвига скорости в конвективном пограничном 
слое в терминах скорости трения и средней скорости ветра в КПС; получены все безразмерные 
константы теоретической модели. Результаты работы позволяют сформулировать интегральную 
модель сдвигового КПС, пригодную для практического использования.
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c2 – константа пропорциональности между 
средней ТКЭ в КПС и масштабом генерации для 
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C3, C4 – константы пропорциональности 
турбулентного потока ТКЭ из слоя вовлечения 
в свободную атмосферу для свободной конвек-
ции и конвекции со сдвигом соответственно
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c6 – константа пропорциональности между 
средней ТКЭ в КПС и масштабом механической 
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CD – аэродинамический коэффициент обме-

на с поверхностью
EK – турбулентная кинетическая энергия (ТКЭ)
Df – ширина фильтра leS-модели
f – параметр Кориолиса
F – турбулентный поток ТКЭ 
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h – высота КПС
l – половина толщины слоя вовлечения в ин-

тегральных моделях КПС нулевого порядка
N – частота Вяйсяля–брента
S – механическая генерация ТКЭ, S

z
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u* – скорость трения, u s*
2 1  

Um – модуль скорости ветра в перемешанном 
подслое КПС

Ug – модуль геострофической скорости ветра
DU – скачок модуля скорости ветра в слое во-

влечения
V* – масштаб скорости, определяемый меха-

нической генерацией ТКЭ, V u U m* *
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дорффа, W B hs*
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d  – толщина слоя вовлечения
ε  – скорость диссипации ТКЭ
ζ  – безразмерная высота в КПС,   z

h
t  – вектор вертикального потока импульса
Φ  – универсальная безразмерная функция 

безразмерной высоты КПС

2. ВВеДенИе

Современные модели общей циркуляции ат-
мосферы и океана, предназначенные как для 
прогноза погоды, так и для моделирования 
климата, все еще имеют недостаточное про-

странственное разрешение, чтобы воспроиз-
водить турбулентную конвекцию в явном виде. 
Поэто му используются параметризации кон-
векции [1–5]. При этом высота конвективного 
пограничного слоя часто выступает в качестве 
диагностической переменной. Корректность 
воспроизведения конвекции существенно вли-
яет на рассчитываемую моделями облачность 
и, следовательно, на радиационный перенос. 
на сетках с грубым вертикальным разрешением, 
используемых в моделях климата, большие гра-
диенты метеовеличин в слое вовлечения конвек-
тивного пограничного слоя (КПС) значительно 
сглаживаются, что приводит к ошибкам в опре-
делении потоков этих величин и динамики КПС 
в целом.

Данные наблюдений и лабораторных экспе-
риментов показывают, что в целом эволюция 
высоты КПС хорошо описывается интеграль-
ными («балковыми») соотношениями [6–8], по-
этому целесообразно уточнение существующих 
параметризаций конвекции на их основе. Ин-
тегральные модели КПС основаны на системе 
уравнений, неизвестными переменными кото-
рой являются высота КПС h, перепады метеове-
личин в слое вовлечения и коэффициент вовле-
чения. Коэффициент вовлечения определяется 
как отношение экстремума потока плавучести 
в слое вовлечения к значению потока на повер-
хности A

B
B

h

s


 .

В последние десятилетия наибольшее рас-
пространение получили два вида интегральных 
моделей КПС — модели «нулевого» [9] и «перво-
го» порядка [10]. Они различаются в том, каким 
образом представлен перепад плавучести и ско-
рости на границе КПС в соответствующих иде-
ализированных профилях. на рис. 1 представ-
лены эти профили для плавучести и горизон-
тальной скорости в моделях «нулевого» порядка. 
В них градиенты плавучести и скорости в слое 
вовлечения аппроксимируются разрывами этих 
величин на высоте h.

В моделях первого порядка предполагается, 
что внутри слоя вовлечения плавучесть и ско-
рость ветра меняются линейно, при этом толщи-
на слоя вовлечения d становится новой незави-
симой переменной и требует дополнительного 
соотношения, необходимого для замыкания 
системы уравнений модели. Однако установле-
ние физически обоснованных связей d с други-
ми параметрами вовлечения представляет собой 
сложную задачу, включающую параметериза-
цию турбулентных, волновых и термодинамиче-
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ских процессов в слое вовлечения. Физика дан-
ных процессов остается недостаточно изученной 
(см., например [11]).

В целом точность моделей нулевого поряд-
ка практически совпадает с точностью моделей 
первого порядка в случаях свободной конвекции 
и конвекции со сдвигом при сильно устойчивой 
стратификации в свободной атмосфере [12, 13], 
ухудшаясь лишь при слабой устойчивости в сво-
бодной атмосфере или при наличии значитель-
ного градиента геострофического ветра [14]. 
Модели обоих типов также приводят к большим 
ошибкам в определении высоты КПС h и пере-
пада скорости в слое вовлечения DU над сильно 
шероховатой поверхностью [15].

В предложенных к настоящему моменту моде-
лях нулевого порядка не возникает связи между 
скоростью трения на поверхности u* и сдвигом 
скорости в слое вовлечения DU, что, в частности, 

и обусловливает невысокую точность расчетов 
над сильно шероховатой поверхностью. Моде-
ли первого порядка эту зависимость учитывают, 
однако неопределенности параметризации, при-
вносимые с новой переменной d и дополнитель-
ные математические сложности в решении по-
лучающейся системы уравнений в значительной 
степени сводят на нет это достоинство. Поэтому 
представляется перспективным предложенный 
в работах [16, 17] подход, при котором в модели 
нулевого порядка реализуется связь u* с DU (под-
робно излагается в разделе 3.3).

В связи со сказанным выше целью данной 
работы является проверка интегральной моде-
ли проникающей конвекции со сдвигом скоро-
сти [16, 17] по данным численных эксперимен-
тов с вихреразрешающей моделью (leS — large 
eddy Simulation) Института вычислительной ма-
тематики (ИВМ) Ран, в которой энергетически 
преобладающая часть турбулентных вихрей вос-
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рис. 1. Профили плавучести (a), потока плавучести (b), горизонтальной скорости ветра (c) и вертикального потока им-
пульса в конвективном пограничном слое (КПС), развивающегося на фоне устойчиво стратифицированной свободной 
атмосферы, при наличии фонового ветра. Сплошной черной линией представлены схематичные профили, используе-
мые в интегральных моделях КПС, пунктирной линией — осредненные по времени профили по данным leS-расчетов 
данной работы (см. разделы 4 и 5).
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производится явно; эта задача подразумевает, 
среди прочего, определение эмпирических кон-
стант интегральной модели.

3. аналИТИчеСКИе ИнТегРальные 
МОДелИ КПС

3.1. Уравнение притока тепла
Основу интегральных моделей КПС состав-

ляет интегрированное по высоте КПС урав-
нение притока тепла в приближении горизон-
тальной однородности и в предположении, что 
поток плавучести линейно меняется с высотой, 
а частота брента–Вяйсяля N над КПС постоян-
ная по высоте. Полученное таким образом урав-
нение имеет вид:

 d N h

dt
B B A Bs h s

1
2 1

2 2








= − = +( ) ,

 (1)

где t — время, h —  высота КПС, Bs — приземный 
поток плавучести (принятый для простоты по-
стоянным по времени), Bh — поток плавучести 
на границе КПС. Так как внутри КПС плаву-
честь постоянна, поток плавучести на верхней 
границе выражается через скачок плавучести, 
Db, по формуле B b

dh
dth    [18], где Db

dh
dt

 — 
скорость роста КПС или скорость вовлечения. 
При этом разность Bs–Bh в правой части (1), вы-
ражается через коэффициент вовлечения:

 A
B

B
l

h l
h

s







.  (2)

если считать этот коэффициент постоянным 
и известным из данных наблюдений и ограни-
чиваться режимом свободной конвекции, тол-
щина КПС полностью описывается уравнени-
ем (1). Такой подход применялся в начале раз-
вития интегральных моделей КПС (см. [18–20]). 
При отсутствии вовлечения A(t) = 0 решение 
уравнения (1) сводится к классической форму-

ле н.н. зубова h
B t

N
s=

2
2 [19]. При A = const > 0 

уравнение (1) принимает вид

 dh
dt

A
B

N h
s= +( )1 2

.  (3)

наблюдаемые при измерениях в атмосфе-
ре и в лабораторных экспериментах значения 
коэффициента вовлечения лежат в примерном 
диапазоне 0 1≤ ≤A  (см. табл. 1 в [21]), то есть 

практически во всем интервале между пре-
дельными режимами Bh = 0 [18] и Bh = –Bs [22]. 
естественно, что при таком разбросе уравне-
ние (3) с постоянным A, вообще говоря, неудов-
летворительно, хотя наблюдаемые значения A 
в атмосферных КПС обычно близко к значе-
нию 0.2 [6, 8, 21, 23]. ниже будет показано, что 
значение A  0 2.  получается из анализа баланса 
турбулентной кинетической энергии для хоро-
шо развитого КПС при свободной конвекции, 
если предположить, что интегральная по КПС 
генерация ТКЭ силами плавучести полностью 
компенсируется диссипацией. Таким образом, 
такие простые интегральные модели КПС, как 
формула (3), во многих случаях хорошо воспро-
изводят высоту КПС.

3.2. Уравнение интегрального баланса ТкЭ:  
режим свободной конвекции

В общем случае коэффициент вовлечения яв-
ляется переменной во времени величиной, опре-
деление которой требует добавления еще одного 
уравнения в систему, образующую интеграль-
ную модель КПС. Для его вывода выписывается 
уравнение баланса ТКЭ на границе перемешан-
ного слоя и слоя вовлечения z = h – l [24], или 
уравнение баланса (ТКЭ) интегрируется по вы-
соте для горизонтально однородного погранич-
ного слоя [13, 16, 25]:

 0 0 0

0 0

h
k

h h

h h

E
t

dz Bdz
z

dz

F
z

dz dz

  

 


   




 









u

,

 (4)

где ε  — диссипация турбулентной кинетиче-

ской энергии, F u u w p w= +' ' ' ' 'i i
1
ρ

 — вертикаль-

ный турбулентный поток ТКЭ, B —  поток плаву-
чести, t = ( )u w v w w w' ' ' ' ' ', ,  — вертикальный поток 
импульса, u = (u, v, w) — вектор скорости ветра. 
При свободной конвекции средняя генерация 
ТКЭ за счет сдвига скорости ветра равна нулю. 
При этом условии S

z
  


 u 0 , и, используя 

тео рию самоподобия конвективной турбулен-
тности Дирдорфа [20], профили ТКЭ и дисси-
пации можно представить через универсальные 
функции от безразмерной высоты   z h/ :

 E W W hk EK DK       * *
2 3    , / ,  (5)

где W B hs* = ( ) /1 3  — дирдорфовский масштаб ско-
рости, характеризующий типичное значение 
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вертикальной и горизонтальной скорости в са-
моорганизующихся термиках КПС. Третий член 
в правой части (4) обычно считается малым, так 
как на верхней и нижней границе КПС турбу-

лентные потоки 
0

0

1h

i i

h
F
z

dz u u w p w 


 






' ' ' '  

противоположны по знаку и близки по моду-
лю. зилитинкевич [16, 17] учел возможное из-
лучение в свободную атмосферу гравитацион-
ных волн, возбуждаемых «ударами» термиков 
в устойчиво-стратифицированный слой вовле-
чения, и определил Fz h=  как вертикальный по-
ток энергии за счет этих волн. Тогда, согласно 
линейной теории [26],

 F Nz h   2 3 ,  (6)
где l — длина, а Λ  — амплитуда волны. Прини-
мая, согласно [27], ~ ~ A

A
h

1
, получаем:

 
0 0 3

3 3
3

1
h

h h
F
z

dz F F F C N h
A

A 


   








.  (7)

Учитывая линейность профиля потока плаву-

чести (см. рис. 1), 
0

1
2

h

sBdz B h
A  





, получаем 

интегральное уравнение баланса ТКЭ для режи-
ма свободной конвекции:

 C W
dh
dt

C A C
N

B

A
ATZ

s

*
   








1
1 3

3 3

3
2 1/

,  (8)

где C d
cTZ EK   10

3
10 3

0

1

2
  / ,

C dDK1 1 0

1
1 2 1 2          — безразмерные 

энергетические константы. если упростить (4), 
предположив что запас ТКЭ в КПС не меня-

ется 




E
t

dzk
h

0
0  и F(h) = 0, то есть суммарная 

генерация ТКЭ силами плавучести и суммар-
ная диссипация уравновешивают друг друга, то 
A = C1 = const. Согласно известным в литературе 
оценкам (см. табл. 1), а также по данным наших 

leS-экспериментов (раздел 5), 0 15 0 251. .≤ ≤C , 
чему соответствуют значения 0 15 0 25. .≤ ≤A , не-
плохо согласующиеся с упомянутыми выше пря-
мыми энергетическими оценками.

3.3. Уравнение баланса ТкЭ: режим конвекции 
со сдвигом скорости

При наличии средней скорости ветра член 

0

h
Sdz∫ существен, и гипотетические соотно-

шения (5) становятся не удовлетворительны-
ми. за последние двадцать лет были предложе-
ны различные способы параметризации чле-
нов интегрального уравнения баланса ТКЭ для 
конвекции со сдвигом скорости. часть авторов 
[9, 28, 29] пренебрегает левой частью (4), аргу-
ментируя это тем, что в развитом КПС запас 
ТКЭ мало меняется. Для верификации таких 
интегральных моделей используют результаты 
leS-экспериментов значительной продолжи-
тельности, исключая при этом из анализа первые 
3–4 ч модельного времени. Параметризации, 
учитывающие тенденцию запаса ТКЭ [11, 15, 
25, 30, 31], обычно используют в качестве мас-
штаба скорости величину We, определяемую как 

W W ue
3 3 3 3 * * , где u s

* 



 — скорость трения 

в приземном слое, 


3 0 0
3
 

h h

sSdz dz

u*

 —  до-
ля сдвиговой генерации, нескомпенсированная 
локальной диссипацией. Привлекая дополни-
тельное предположение о том, что производная 
по времени от We ведет себя так же, как и про-
изводная от W* в случае свободной конвекции, 
получается соотношение:

 
0

2h
k

T
eE

t
dz C

W
h

dh
dt




  (9)

не предусматривающее самоподобного профи-
ля E Wk e E  2  . зилинтинкевич [16, 17] пред-
ложил, что в случае конвекции со сдвигом ско-
рости ветра вертикальный профиль ТКЭ можно 
представить в виде суммы членов, описываю-
щих вклад турбулентности механического (сдви-
гового) и конвективного происхождения:

 E W Vk EK SK    * *
2 2    ,  (10)

где V u U m* *  2 2
1

3/
 — сдвиговый масштаб скоро-

сти, Um —  модуль средней скорости внутри КПС. 
Для вычисления левой части (4) в [16, 17] при-
нималось, что 

dV
dt

* = 0 , что, однако, не согласу-
ется с данными leS-экспериментов.

Константы C1 CTZ C3

CBl1 0.24 0.65 0.02
CBl2 0.23 0.66 0.01
CBl3 0.22 0.68 0.005
[16] 0.2 0.8 0.1
[14] 0.2 0.7 0.02

Таблица 1. значения констант C1, CTZ, C3 под данным 
leS-экспериментов и оценки из литературы



ИзВеСТИя Ран. ФИзИКа аТМОСФеРы И ОКеана том 55 № 2 2019

8 ДебОльСКИй и др.

Существующие интегральные модели сдвиго-
вого КПС можно также разделить на две группы 
по способу аппроксимации интеграла дисси-
пации по толщине КПС, т. е. последнего члена 
в правой части (4). В одной группе используется 
предположение, что каждой из составляющих 
баланса ТКЭ в КПС — плавучести, сдвигу и тур-
булентному переносу — соответствует своя доля 
диссипации, а интегральная диссипация ТКЭ 
представляется как линейная комбинация соот-
ветствующих интегралов. Так, согласно [16, 17]:

 
0 1

3
5

3h
dz W V  * *   ,  (11)

где 1
11

2


C
 — константа, известная из эк-

спериментов для режима свободной конвек-
ции, а a5 — дополнительная константа. В другой 
группе моделей постулируется, что интеграль-
ная диссипация в КПС пропорциональна ин-
тегральной продукции, в сочетании с прибли-
жением сильно перемешанного КПС. Это пред-
положение сводит интегральное уравнение ТКЭ 
к балансу между плавучестью и сдвигом скоро-
сти на границе слоя вовлечения. Тогда, исполь-
зуя в качестве альтернативных масштабов ско-
рости W

*
 и u

*
 [32], можно выписать следующее 

соотношение:

 
0 0 0 1

3
1

3h h h
Bdz Sdz dz C W A u      ε * * ,  (12)

где, A1 = Cs / C1, Cs —  доля сдвиговой генера-
ции ТКЭ, нескомпенсированная диссипацией. 
некоторые авторы предполагают при этом, что 
A1

3  . Тогда правую часть (12) можно записать 
в виде:

 
0 0 0 1

3h h h

eBdz Sdz dz C W     .  (13)

Перейдем к вычислению второго члена в пра-
вой части (4). Разбивая КПС на три подслоя: 
приземный, перемешанный и слой вовлече-
ния — получаем:

 
0 0

h h

h

h l

h l

h
Sdz Sdz Sdz Sdzs

s
     




.  (14)

Первое слагаемое в правой части пропорци-
онально кубу скорости трения 

0
3hs

z
dz u  


 * u  

[24, 33]. Второе слагаемое мало или равно нулю 
из-за практического отсутствия градиента ско-
рости в перемешанном слое. В интегральных 
моделях КПС «нулевого» порядка для опреде-
ления сдвиговой генерации в слое вовлечения 
используется выражение для потока импульса 

′ ′ =u w DU dh
dt

, а градиент скорости оценивается 

как 





U
z

U
l

l
A

A
h

 , (
1

, хотя некоторые моде-
ли используют в качестве масштаба длины вы-
соту КПС [24]). При использовании масштаба 
l

A
A

h
1

, интеграл сдвиговой генерации выра-
жается в виде:

 
0

3
2h

S Mz
dz C u C

U
l

dh
dt  


 u

 *
( ) ,  (15)

где, по данным leS-моделирования и лабо-
раторных экспериментов,   C Cs / 1

3 2  
и С

M = 0.7. Формула (15) имеет существен-
ный недостаток, поскольку ведет к выраже-

нию A
C

C b C UTZ M

~ 1

1  
 (подробный вывод 

см. в [34]), и при принятых значениях С
TZ

 и  С
M 

и скачках Db, DU типичных для хорошо разви-
тых КПС сильно завышает коэффициент вовле-
чения или даже меняет его знак. Интегральные 
модели КПС первого порядка менее подвер-
жены подобному эффекту из-за интерполяции 
профиля потока импульса в слое вовлечения 
и появлению в связи с этим члена ~ u U*

2D  в (15), 
где DU = Ug – Um. Этот член может фигурировать 
и в моделях нулевого порядка; например, в ра-
боте [16] такое же слагаемое появляется в ре-
зультате аппроксимации Sdz u U m

h
 2 2

0 * .∫  Оценка 
правомерности этой аппроксимации также бу-
дет проверена по данным leS-экспериментов, 
обсуждаемых ниже.

В работе [16] уравнение интегрального ба-
ланса ТКЭ включает поток ТКЭ из слоя вовле-
чения за счет уходящих вверх гравитационных 
волн F

h
. При этом в качестве масштаба длины 

волны принимается Λ ~ h  [27], в отличие от ре-
жима свободной конвекции, где Λ  считает-
ся пропорциональной толщине слоя вовлече-
ния  ~ A

A
h

1
. Отсюда следует:

 F C N C h N
A

Ah  






4

2 3
4

3 3
2

1
  .  (16)

В результате, для случая конвекции со сдви-
гом интегральное уравнение (4), согласно [16], 
принимает вид:

C W
dh
dt

C A C
N

B

A
A

A
V
WTZ

s

*
*

*

   















1

1 4

3 2

5

3

3
2 1/

,
 
(17)

где введена константа A5 51
2

=
−a .
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3.4. оптимальная модель кпС
В настоящей работе строится интеграль-

ная модель КПС при проникающей конвекции 
со сдвигом скорости, сочетающая минимальную 
сложность с реалистичным учетом всех сущест-
венных механизмов.

Интегральный баланс тепла (раздел 3.1) вы-
ражается общепризнанным уравнением:

 
d
dt

N h hB A
dh
dt

Bs s
1
2

2 2
1























,  (18)

которое эквивалентно (1), (2).
Интегральный бюджет ТКЭ (раздел 3.3) со-

гласно [16, 17] с поправкой на уточненную фор-
мулу (32) в разделе 5 имеет вид:

 C W
dh
dt

C W
d V h

dt

C A C
N

B

A
A

A

TZ

s

* *
* 

 


  










1
6

3
2

1 4

3 2

53
2 1/

VV
W

*

*








3

,

 (19)

где W B hs*   
1

3/  — конвективный масштаб ско-
рости Дирдорфа [20], V u U m* *  2 2

1
3/

 — масштаб 
скорости, характеризующий механическую (сдви-
говую) генерацию турбулентности [16, 17]. Интег-
ральный бюджет количества движения выражает-
ся парой уравнений, получаемых путем почленно-
го интегрирования уравнений движения:

 h
dv
dt

v
dh
dt

C u u v fh u u

m

D m m m m g

 

     


2 2 ,
 (20)

 
h

du
dt

u
dh
dt

C v u v fh v v

m

D m m m m g

 

     


2 2 ,
 (21)

где um и vm — средние значения составляющих 
скорости ветра внутри КПС, Du и Dv — скачки 
скорости на верхней границе КПС, f —  параметр 
Кориолиса, ug и vg — составляющие скорости гео-
строфического ветра. При выводе уравнений (20), 
(21), профили составляющих вертикального по-
тока импульса tx и ty принимаются линейными, 
а приземные значения этих составляющих опре-
делены по аэродинамическим формулам:

 
 xs D m m mC u u v 2 2 ,

 (22)

  ys D m m mC v u v 2 2 ,  (23)

где CD — коэффициент сопротивления. ниже 
эта модель проверяется и калибруется по дан-
ным вихреразрешающего моделирования.

4. ПОСТанОВКа ЭКСПеРИМенТОВ 
на ОСнОВе leS-МОДелИ

Детальное описание вихреразрешающей мо-
дели ИВМ Ран (далее leS INM RaS), исполь-
зуемой в данной работе, а также результаты ее 
сравнения с другими моделями для различных 
видов течений можно найти в [35–37]. числен-
ное решение системы уравнений гидродина-
мики в приближении буссинеска реализовано 
с помощью метода конечных разностей, для 
аппроксимации по пространству использует-
ся консервативная по импульсу и энергии схе-
ма 4-го порядка точности [38], для которой ис-
пользуется разнесенная С-сетка аракавы, для 
аппроксимации по времени используется явная 
схема «предиктор–корректор» адамса–бэш-
форта второго порядка. Программный код мо-
дели реализован для многопроцессорных ЭВМ 
с распределенной памятью с помощью техноло-
гии MPI.

Для оценки применимости различных ап-
проксимаций членов интегрального баланса 
ТКЭ и других предположений из [16], при-
водящих к системе уравнений интегральной 
модели КПС, описанной выше, был прове-
ден ряд численных экспериментов, в кото-
рых КПС развивался под действием посто-
янного по времени и горизонтали положи-
тельного потока тепла на подстилающей 
поверхности HS = 0.35 Кмc–1 что соответствует 
потоку плавучести Bs = 0.22 мc–1. на верхней 
границе расчетной области поток тепла был 
задан равным нулю. граничные условия для 
скорости на нижней и верхней границах зада-
вались в терминах потока импульса, рассчи-
танного с использованием логарифмического 
профиля между границей и ближайшим мо-
дельным уровнем с шероховатостью поверхно-
сти равной z0 0 1BOT = .  и z0

910TOP    соответст-
венно. Во всех экспериментах использовались 
периодические граничные условия по гори-
зонтали. чтобы исключить отражение от верх-
ней границы гравитационных волн, распро-
страняющихся вверх от слоя вовлечения, в слое 
z z z zTOP TOP  30  к решению применялось 
рэлеевское демпфирование со временем релак-
сации t td   1 3 2.  , где Dt — шаг модели по вре-
мени, Dz —  разрешение модели по вертикали. 
Количество расчетных узлов модели состав-
ляло Nx = 512, Ny = 512, Nz = 394 по координа-
там x, y, z соответственно.

Для корректного воспроизведения процессов 
в слое вовлечения и независимости статистик 
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первого и второго порядка от разрешения мо-
дели необходимо соблюсти условие h

C fs
 56,  

где Cs — константа Смагоринского, Df — ширина 
фильтра [39]. При типичных значениях A = 0.2, 
CS = 1.2 и оценке толщины слоя вовлечения 
 

 
Ah

A1
 это условие соответствует 11 2.  f   

Для исключения влияния периодических гра-
ничных условий на характеристики КПС до-
статочным считается выбор минимальных раз-

меров расчетной области 
L L L

h
x y z, ,

, , ,
 

  
0

5 5 2  

где h0 — начальная высота КПС. Динамическое 
замыкание для подсеточных напряжений в мо-
дели leS INM RaS, предполагащее изотроп-
ность неявного фильтра, налагало ограничение 

на шаг сетки модели 





x
y

y
z

 1, где Dx, Dy, 

Dz, — шаги сетки модели по координатам x, y, z. 
Использовалось разрешение по пространству 
Dx = Dy = Dz = 5. Размеры расчетной области со-
ставили (Lx, Ly, Lz) = (2.56, 2.56, 1.92 км), и на-
чальная высота КПС h0 = 250 м.

Для приведенных выше параметров экспе-
риментов h

C fs D
 30 . В отличие от leS-моде-

ли, использованной в [39], коэффициент Сма-
горинского в leS INM RaS рассчитывается 
динамически, поэтому условие, налагаемое 
на вертикальное разрешение, можно несколь-
ко ослабить. напомним, что задачей leS-эк-
спериментов была проверка гипотетических 
соотношений (5), (7), (10), (11), (16) и опре-
деление соответствующих эмпирических кон-
стант a1 3, ,C CTZ  для случая свободной конвек-
ции и C4, A4 для случая конвекции со сдвигом 
скорости:

 1
0

3
11

2
 

 
h
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
,  (24)
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



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h

dz W

V
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*


.  (28)

Определение этих констант осуществлялось 
следующим образом. Выполнялась серия эк-
спериментов для безветренной конвекции при 
стратификации в свободной атмосфере, харак-
теризующийся различным градиентом потен-
циальной температуры выше КПС: g0 = 0.01, 
0.02, 0.03 jr–1, обозначаемые далее как CBl1, 
CBl2 и CBl3. Для воспроизведения конвекции 
со сдвигом скорости проведены два экспери-
мента, в которых варьировались шероховатость 
поверхности z0 и скорость геострофического 
ветра Ug : z0 = 0.001 м — в эксперименте CBlu5, 
и z0 = 0.1 м — в эксперименте CBlu7. Cтратифи-
кация в свободной атмосфере принималась как 
в эксперименте CBl3, а при вычислении кон-
стант C4 и A5 по данным экспериментов CBlu5 
и CBlu7, использовались значения C1, CTZ по-
лученные ранее в экспериментах со свободной 
конвекцией.

В анализе результатов leS-эксперимен-
тов ключевую роль играет определение высоты 
КПС. В данной работе высота КПС определя-
лась как высота минимального значения потока 
плавучести, вычисленного осреднением по го-
ризонтали внутри расчетной области вихрераз-
решающей модели.

5. РезУльТаТы ЭКСПеРИМенТОВ

Основные результаты численных экспери-
ментов при безветрии иллюстрируются рисун-
ками 1 и 2. на рис. 2 показаны временные ряды 
значений констант C1, CTZ и C3, рассчитанных 
по формулам (24)–(26), а также их значения 
из работы [16]. Дисперсия временных рядов 
относительно средних значений существен-
на, однако выраженных трендов не наблюдает-
ся, что подтверждает гипотезы подобия и дает 
основание принимать величины C1, CTZ, C3 кон-
стантами. значения C1, CTZ, C3 по вихреразре-
шающим расчетам заметно отличаются от пре-
дыдущих оценок: так, C1 в среднем по трем эк-
спериментам выше, а CTZ  — ниже значений, 
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предлагаемых в [16, 17]. Оценка константы C3  
по данным экспериментов CBl1, CBl2, CBl3 
на порядок меньше, чем в [16], но согласуется 
с результатами других leS-экспериментов [14]. 
значения констант по данным экспериментов 
CBl1, CBl2, CBl3 и их значения из предыду-
щих работ приведены в табл. 1.

на рис. 2 показаны результатам расчета вы-
соты КПС по модели leS и по интегральной 
модели [16]. Как видно, во всех трех экспери-
ментах высота КПС растет с течением времени t 
пропорционально t , и при этом наблюдаются 
колебания h с периодом ~ / ~h W* 102  с.

напомним, что при безветренной конвекции 
справедлива оценка суммарной энергии ТКЭ:

 0
2h

k TZE dz C hW  * .  (29)

Потому логично ожидать, что при кон-
векции со сдвигом скорости разность 
h E dz C W

h

k TZ
  1

0
2

*  окажется пропорциональ-

ной V*
2 . Как показано на рис. 3, отношение этих 

величин как функция времени по данным эк-

сперимента CBlu7 действительно практически 
постоянно:

 
h E dz C W

V
C

h

k TZ
  

 
1

0
2

2 6 0 4
*

*

. ,  (30)

где C6 — константа пропорциональности. 
на рис. 4 показана временная эволюция сред-
ней ТКЭ h E dz

h

k
 1

0
 в КПС со сдвигом скоро-

сти по мере роста КПС, для нормировки ТКЭ 
используются: масштаб Дирдорфа W*

2 , характе-
ризующий ТКЭ конвективного происхождения, 
и масштаб, введенный зилитинкевичем [16, 17], 
V u U m* *  2 2

1
3/

, характеризующий ТКЭ, поро-
ждаемую сдвигом скорости, и их линейная ком-
бинация W C W C VTZ  * *

2
6

2.  Как видно из ри-
сунка, первое и второе отношение существенно 
меняются, а нормировка с помощью обобщен-
ного масштаба делает безразмерную среднюю 
ТКЭ в КПС почти постоянной. Отсюда следует 
полезное соотношение:

 0
2

6
2h

k TZE dz h C W C V   * * ..  (31)
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рис. 2. Изменения во времени высоты КПС по данным leS-моделирования свободной конвекции (эксперименты CBl1, 
CBl2, CBl3 – обозначены маркерами). линиями представлены решения уравнений интегральной модели [16] с двумя 
различными наборами констант C1, CTZ, C3: суффикс old обозначает набор констант из оригинальной работы [16], суф-
фикс new – оценки констант из leS-расчетов данной работы по формулам (24)–(26) (подробнее см. табл. 1).
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Согласно (31), левая часть уравнения интег-
рального баланса ТКЭ записывается в виде:

 
d
dt

E dz C
d
dt

hW C
d
dt

hV
h

k TZ0
2

6
2



    * * ..  (32)

Приведенные выше результаты связаны 
с разнонаправленным изменением во времени 
масштабов W* и V*. Масштаб Дирдорфа W* рас-
тет вместе с h, а V* снижается из-за уменьшения 
трения в приземном слое и средней скорости 
в КПС (не показано). Существенное уменьше-
ние масштаба сдвиговой части генерации ТКЭ 
V* во времени нарушает предположение из [16] 
о неизменности этой величины dV

dt
*
2

0= . Таким 
образом, левая часть интегрального уравнения 
баланса ТКЭ должна иметь вид:

 
d
dt

E dz
d
dt
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C W
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2
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2

2
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2
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*
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,

 (33)

где справа появляется член C
d hV

dt6

2
* 

, отсут-

ствующий в оригинальном уравнении (17). Вы-
ражение ТКЭ через масштаб We и вынесение 
соответствующей константы пропорциональ-
ности CT за знак производной по времени, как 
в (10), не отражает универсального свойства 
интегрального баланса TKЭ, поскольку соответ-
ствующая кривая на рис. 3 падает со временем. 
Это вероятнее всего является следствием того, 
что для упрощения масштаба We в уравнении (13) 
из оценки сдвиговой генерации (15) отбрасывает-
ся член с DU, и получаемый масштаб скорости We 
растет быстрее, чем средняя ТКЭ в КПС.

Рассмотрим теперь, насколько приведенные 
выше масштабы подходят для оценки интеграла 
диссипации ТКЭ. Для этого обратимся к рис. 5, 
на котором кривые отношения интеграла дис-
сипации к различным масштабам построены та-
ким же способом, как и для рис. 4, описанным 
выше, при этом W W A Vnew

' 3 3
5

3 * * . Из него вид-
но, что значительный тренд имеет лишь отно-
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рис. 3. Изменения во времени констант C1, CTZ, C3 по данным экспериментов CBl1, CBl2, CBl3.
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шение 
0 1

3h

edz c W

   / '' , что также может быть 

объяснено отсутствием члена с DU в определе-

нии We.
Оценки констант a5 6 4, ,C C , а также величи-

ны A по данным эксперимента CBlu7 состави-
ли 0.12, 0.22, 0.005 соответственно. Поскольку, 



1

5

2

6


c
C

уравнение (17) нельзя переписать в ви-

де (8), заменяя W* на Wnew. Как видно из значения 
параметра C4, характеризующего поток энергии 
гравитационных волн из КПС в вышележащую 
инверсию, при характерных значениях A = 0.2, 
Bs = 10–2, N = 10–2 этот поток (третий член спра-

ва в уравнении (17)) C
N

B

A
A

s

4

3 2
9

3
2 1

10
/ 









, т. е. 

значительно меньше остальных слагаемых ба-

ланса ТКЭ в конвективном слое (например, A), 
и им можно пренебречь.

6. заКлюченИе

был проведен ряд численных эксперимен-
тов по воспроизведению свободной конвекции 
и конвекции со сдвигом над однородной повер-
хностью с помощью leS-модели ИВМ Ран. 
Данные расчетов подтверждают, что профили 
ТКЭ и диссипации ТКЭ хорошо масштабиру-
ются с помощью высоты КПС и масштаба Дир-
дорфа, соответствующие безразмерные констан-
ты оказались близкими к предыдущим оценкам 
из лабораторных экспериментов. анализ экспе-
риментов со сдвиговой конвекцией показал, что 
в этом случае масштабирование интеграла ТКЭ 
и интеграла диссипации по высоте КПС с по-
мощью линейной комбинации W* и V* являет-
ся оправданным предположением и позволяет 
строить интегральные модели КПС в прибли-
жении «нулевого порядка» — мгновенного скач-

рис. 4. Изменения во времени отношения интеграла ТКЭ в КПС и различных интегральных масштабов, по данным эк-
сперимента CBlu7.
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ка температуры и скорости на верхней границе. 
Также показано, что поток ТКЭ, выносимый 
из слоя вовлечения гравитационными волнами, 
мал и им можно пренебречь в уравнении интег-
рального баланса ТКЭ.
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The paper discusses approaches to the construction of integral models of the convective boundary lay-
er (CBl), based on the concept of complete mixing. To test analytic bulk models and the basic hypotheses 
of similarity, we use the results of eddy modeling (leS – large eddy Simulation). The empirical con-
stants of the CBl integral models obtained according to the leS data for the case of free convection, are 
in good agreement with the previously published data of laboratory experiments. It is also shown that the 
flow of kinetic energy from the upper boundary of the CPS, carried out by gravitational waves, is small 
compared with other components of the balance of turbulent kinetic energy (TKe) in the convective layer. 
Para metrization of TKe generation for the case of sheared convective boundary layer in terms of the fric-
tion velocity and the average wind velocity in the CBl derived; resulting dimensionless constants are ob-
tained from leS data. The results of the work allow us to formulate an integral model of the shear KPS 
suitable for practical use.

Keywords: convective boundary layer, large-eddy Simulation, sheared penetrating convection.


