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Проанализированы данные численного моделирования устойчиво-стратифицированных турбу-
лентных течений Куэтта при различных значениях числа ричардсона. Для расчетов применены 
две различные технологии: прямое численное моделирование (DNS) и моделирование методом 
крупных вихрей (LES). Показано, что, независимо от метода расчета, наряду с хаотической тур-
булентностью, течения содержат крупные организованные структуры. В поле температуры эти 
структуры проявляются как наклонные слои жидкости со слабоустойчивой стратификацией, 
разделенные очень тонкими слоями с большими градиентами температуры. Существование по-
добных слоистых структур в природе косвенно подтверждается анализом данных натурных из-
мерений на метеорологической мачте, где обнаружены гистограммы распределения градиентов 
температуры, далекие от нормального распределения и аналогичные распределениям в числен-
ных моделях. В моделях зафиксирован рост турбулентного числа Прандтля при увеличении гра-
диентного числа ричардсона. Вполне вероятно, что выявленные структуры служат эффективны-
ми барьерами для вертикального турбулентного переноса тепла, не блокируя при этом перенос 
импульса. Предлагается гипотеза, что именно эти структуры и служат физическим механизмом 
поддержания турбулентности при сверхкритически устойчивой стратификации.
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самоорганизованные структуры, сдвиг скорости, турбулентное число Прандтля, турбулентность, 
устойчивая стратификация.
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глазунов

1. ВВЕДЕНИЕ

При устойчивой стратификации турбулен-
тная кинетическая энергия (тКЭ) производит-
ся из кинетической энергии средней скорости 
ветра, а расходуется на преодоление сил плаву-
чести, конвертирующих тКЭ в турбулентную 
потенциальную энергию (тПЭ), и вязкую дис-
сипацию — как конечный итог прямого каскада 
тКЭ от бóльших вихрей к меньшим (см., [1–3]). 
Силы плавучести максимально проявляют себя 

на масштабах длины λ, сравнимых с масштабом 
Обухова [4, 5]

L U  * */ .2   (1)
Здесь: U *

/| |  1 2  — скорость трения;    u w  — 
нормированный на плотность вертикальный 
турбулентный поток импульса;  * */  w U  — 
турбулентный масштаб флуктуаций потенциаль-
ной температуры (рассматривается случай су-
хой атмосферы в приближении идеального газа, 
плавучесть определяется только температурой 
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среды и давлением); β = g T/ 0  — параметр пла-
вучести, g — ускорение силы тяжести, T0 — ха-
рактерное значение абсолютной температуры.

Согласно классической парадигме [6–8] счи-
тается, что на масштабах λ L  любой скаляр, 
в том числе динамически активный, как, на-
пример, потенциальная температура, ведет себя 
подобно пассивной примеси, а его дисперсия 
передается путем прямого каскада от крупных 
масштабов к мелким и, в конечном счете, дис-
сипирует за счет молекулярной теплопроводно-
сти или диффузии. При этом предполагается, 
что первоначальная неизотропность, свойствен-
ная крупномасштабным флуктуациям скорости, 
а также температуры и других скаляров, ослабе-
вает по мере каскадной передачи так, что тур-
булентность становится полностью изотропной 
на мельчайших вихрях. Следствием этой фи-
зической модели является закон «двух третей» 
Колмогорова–Обухова [8, 9] для структурной 
функции пульсаций температуры:

H r r
t

u

       ( ) ,
, /

/  x x r
x

2
1 3

2 3





 (2)

где   — скорость диссипации квадрата флук-
туаций температуры, а εu  — скорость диссипа-
ции тКЭ. Соотношению (2) соответствует про-
странственный спектр флуктуаций температуры 
в инерционном интервале:

S C ku   
  1 3 5 3/ / ,  (3)

аналогичный спектру тКЭ:
S C ku K u 2 3 5 3/ / ,  (4)

где k — модуль волнового числа, Cφ  — константа 
Колмогорова–Обухова–Коррсина и CK — кон-
станта Колмогорова.

Изотропизация тКЭ происходит в основном 
за счет перераспределения энергии компонент 
скорости флуктуациями давления. При каскад-
ной передаче флуктуаций скаляра этот меха-
низм отсутствует. Соответственно, можно ожи-
дать, что флуктуации температуры становятся 
изотропными на значительно меньших масшта-
бах, чем флуктуации скорости, в результате чего 
вертикальное направление, заданное градиен-
том средней температуры, остается выделенным 
вплоть до мелких масштабов, принадлежащих 
к инерционному интервалу (4) в спектре тКЭ.

Подобный эффект запаздывания изотро-
пизации флуктуаций пассивных скаляров дав-
но известен и надежно диагностируется путем 
вычисления асимметрии функций распреде-

ления производных скалярного поля или ко-
нечно-разностных аналогов этих производных. 
так, например, прямое численное моделиро-
вание перемешивания пассивного скаляра од-
нородной изотропной турбулентностью в рабо-
тах [10, 11] обнаружило структуры в поле флук-
туаций скаляра с выделенным направлением 
среднего градиента рассматриваемого скаляра. 
Ступенчатые структуры в поле температуры 
были обнаружены путем DNS-моделирования 
однородной устойчиво-стратифицированной 
тур булентности, возбуждаемой стохастическим 
форсингом [12]. Однако, все упомянутые рас-
четы флуктуаций скаляра показывают, что при 
увеличении числа рейнольдса Re анизотропия 
градиентов флуктуаций несколько снижается. 
Асимптотика соответствующих статистических 
характеристик при очень больших Re до сих 
пор не получена (см. подробный обзор в [13]). 
Поэтому, обнаруженные в расчетах структуры 
могут оказаться артефактом — следствием недо-
статочного пространственного разрешения сов-
ременных DNS-моделей и низких значений Re 
в этих моделях.

В пользу реального существования органи-
зованных структур в устойчиво-стратифициро-
ванных турбулентных течениях со сдвигом ско-
рости при очень больших значениях Re говорят 
следующие факты. В работе [14] были проведе-
ны LES-расчеты умеренно-устойчивого АПС 
(слоя Экмана) с очень высоким пространст-
венным разрешением (количество узлов сетки: 
10243), демонстрирующие ступенчатую форму 
мгновенных профилей температуры. В этой ра-
боте путем специальной статистической обработ-
ки данных с условным осреднением выделены 
динамические структуры в векторном поле ско-
рости, ассоциированные со ступеньками в поле 
температуры. Кроме того, в качестве визуальной 
демонстрации подобного явления в природе при-
ведены измеренные профили температуры, со-
держащие ступеньки, смещающиеся с течением 
времени вниз, как это и должно быть, если струк-
тура, имеющая вид наклонных слоев, переносит-
ся средним ветром как единое целое.

Ступенчатая структура температурного поля 
была ранее обнаружена при LES-моделировании 
устойчиво-стратифицированных течений над 
поверхностями городского типа (см. рис. 2 в ра-
боте [15]). Это говорит о том, что крупные неод-
нородности земной поверхности, сравнимые по 
высоте с масштабом Обухова L, не разрушают 
существенно неизотропную, ступенчатую струк-
туру поля температурных аномалий.
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Для выделения организованных структур не-
посредственно из экспериментальных данных 
потребовались бы измерения мгновенного трех-
мерного пространственного распределения тем-
пературы, что на данный момент недоступно. 
Кроме того, измерения в атмосфере, как прави-
ло, статистически нестационарны, сильно за-
шумлены и, помимо турбулентности, включают 
волновые движения. Это затрудняет достовер-
ное детектирование организованных структур. 
тем не менее, как показано в настоящей работе, 
используя достаточно узкие выборки из данных 
наблюдений на метеорологической мачте уда-
ется вычислить статистические характеристики 
флуктуаций температуры, говорящие об анизо-
тропии градиентов этих флуктуаций.

Если считать доказанным существование 
ступенчатых организованных структур в поле 
температуры при устойчивой стратификации, 
возникает вопрос о воздействии этих струк-
тур на турбулентность. Поскольку температур-
ные ступеньки, хотя и не горизонтальны, но 
имеют лишь слабый наклон, логично предпо-
ложить, что в тонких сильно устойчивых про-
слойках между ступеньками турбулентность су-
щественно ослаблена перепадами плавучести. 
Это должно приводить к уменьшению среднего 
турбулентного переноса скалярных величин по 
вертикали за счет блокировки перемешивания 
на границах между ступеньками. В то же время, 
перенос импульса осуществляется не только пе-
ремешиванием воздушных частиц с различны-
ми свойствами, но и путем передачи импульса 
флуктуациями давления. Это означает, что при 
устойчивой стратификации перенос импульса 
может оказаться более эффективным, чем пере-
нос скаляров.

В книге Монина и яглома [16] (с. 381–382) в ка-
честве аналогии предлагается рассмотреть вза-
имодействие атмосферы и океана через взвол-
нованную поверхность, где импульс в основ-
ном передается за счет сопротивления формы, 
в то время как обмен теплом осуществляется 
менее эффективно молекулярными процесса-
ми. Похожий механизм может реализовываться 
и в рассматриваемом случае, так как турбулен-
тность сама по себе создает нестационарные 
крупномасштабные структуры нерегулярной 
формы в поле плотности, подобные взволнован-
ной границе раздела между водой и воздухом. 
Зилитинкевич и др. [2, 3] обнаружили ключе-
вую роль другого механизма, ограничивающе-
го переносы динамически активного скаляра, 
а именно — противоградиентный поток темпе-

ратуры, возникающий при устойчивой страти-
фикации и снижающий коэффициент турбулен-
тной температуропроводности.

Из уравнения бюджета тКЭ следует, что ста-
ционарное поддержание тКЭ возможно лишь 
при условии:

Rf  
F

S
b

ij ij
1,  (5)

где F wb      — поток плавучести; Sij — тен-
зор скоростей деформации осредненного тече-
ния u ; τij — тензор турбулентных напряжений; 
Rf — потоковое турбулентное число ричардсона, 
которое, по сути, является отношением скоро-
сти конверсии тКЭ в тПЭ к скорости генерации 
тКЭ тензором τij.

Помимо этого энергетического критерия, 
имеется критерий Майлса–Ховарда [17, 18] для 
плоско-параллельного стратифицированного 
течения со сдвигом скорости, согласно которо-
му неустойчивость Кельвина–Гельмгольца су-
ществует при выполнении условия:

Ri Ri
 

 
 

g d dz

d u dz
cr

/ /

/
. ,

 0
2 0 25

 
(6)

где Ri — градиентное число ричардсона.
Энергетический критерий (5) — абсолютен, 

тогда как критерий (6) относится лишь к одно-
му из механизмов генерации турбулентности, 
а именно, за счет экспоненциального роста нор-
мальных мод линеаризованного оператора упро-
щенной задачи о гидродинамической устой-
чивости — без учета напряжений рейнольдса 
и кривизны средних полей скорости и темпера-
туры. Мы подчеркиваем, что турбулентное те-
чение всегда содержит широкий набор возму-
щений, рост которых не ограничивается меха-
низмом неустойчивости Кельвина–Гельмгольца 
и может происходить, например, за счет вто-
ричной нелинейной неустойчивости, или за 
счет неустойчивости возмущений конечной ам-
плитуды.

Вопрос о том, может ли в стационарном ре-
жиме поддерживаться турбулентность, генери-
руемая сдвигом средней скорости, при Ri Ri cr  
и каким образом организовано течение жид-
кости в этом случае, долгое время остававший-
ся открытым, разрешен сравнительно недавно 
в EFB-теории турбулентной энергетики и замы-
кания (теории баланса энергии и потоков; energy 
and flux budget; см., [2, 3, 19]). Индикатором са-
моподдержания турбулентности при больших 
значениях Ri служит рост турбулентного числа 
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Прандтля Prt m hK K= / ,  где K
u w

d u dzm    
 

/
 

è K
w

d dzh    
 

 /
 — коэффициенты турбу-

лентной вязкости и температуропроводности. 
Согласно EFB-теории замыкания в плоско-па-
раллельном течении:

Pr Ri
Rf

Ri Rit
m

h

K
K R

  


ïðè 1,
 

(7)

где R  0 2.  — максимально возможное зна-
чение числа Rf. турбулентное число Прандтля 
также растет с ростом Ri, что и обеспечивает 
выполнения критерия (5). В работе [3] собра-
ны данные лабораторных экспериментов и на-
блюдений в природе (см., рис. 5 в [3]), подтвер-
ждающие линейный рост числа Prt в зависимо-
сти от числа Ri при Ri1 . Данные измерений 
в устойчиво стратифицированном АПС [20] 
дают похожую зависимость Prt(Ri) (см., рис. 1а 
и рис. 2а из работы [20]). Сами авторы рабо-
ты [20] склонны объяснять полученную ими 
зависимость погрешностями измерений и при-
водят свидетельства убывания турбулентно-
го числа Прандтля с усилением устойчивости. 
Нам представляется, что кажущееся проти-
воречие между поведением функций Prt(Ri), 
Prt(Rf ) и Prt(z/L), может быть связано со спе-
цификой данных, использованных в [20] — 
сильно устойчивая стратификация при очень 
слабом ветре, когда турбулентность затухает 
под действием молекулярной вязкости. Другое 
возможное объяснение — нелокальность тур-
булентного переноса вблизи верхней границы 
АПС и влияние крупных вихрей, определяю-
щих большие потоки при малых и, вообще го-
воря, произвольных средних значениях гради-
ентов температуры и скорости [21]. Существен-
но, что на рис. 1b и рис. 2b в [20] число Prt(Rf ) 
сильно убывает только при Rf > 1, что является 
явным свидетельством нелокальности. таким 
образом, доступные данные наблюдений не 
противоречат существованию турбулентности 
при очень больших значениях Ri. Существен-
ным недостатком натурных данных является 
практическая невозможность прямого измере-
ния всех членов баланса турбулентной энергии 
и четкого разделения локальных и нелокальных 
процессов.

Численное моделирование позволяет осу-
ществлять полностью контролируемые экспери-
менты. Однако, современные вычислительные 

возможности не настолько велики, чтобы достичь 
в DNS-моделях чисел рейнольдса ( Re ∼109 ), ха-
рактерных для АПС. Совместное влияние вязко-
сти и стратификации подавляет турбулентность, 
в результате чего современные DNS-модели пока 
позволяют определить функцию Prt(Ri) лишь при 
значениях Ri меньших предела гидродинамиче-
ской неустойчивости (6). Некоторое преимуще-
ство дают LES-модели, позволяющие увеличить 
эффективное число рейнольдса на грубых сетках. 
Однако, подсеточные замыкания в этих моделях 
сами по себе строятся на основе априорных пред-
положений о свойствах подсеточной турбулен-
тности. Кроме того, роль ошибок аппроксимации 
в таких моделях более существенна, чем в DNS. 
Поэтому результаты LES-моделирования могут 
служить лишь предварительными оценками, под-
лежащими последующей проверке более точными 
методами.

В данной работе объединены имеющие-
ся в нашем распоряжении результаты расчетов 
с LES- и DNS-моделями. Выполнялось модели-
рование турбулентных устойчиво-стратифици-
рованных течений Куэтта (течений идеального 
газа в поле силы тяжести между двумя пласти-
нами, движущимися в противоположных на-
правлениях, при охлаждении нижней пластины 
и нагреве верхней). Мы ограничились этим ка-
ноническим течением, чтобы избежать влияния 
вторичных факторов, таких как статистическая 
нестационарность, поворот ветра в спирали 
Экмана и зависимость турбулентных потоков 
от высоты и, вместе с тем, сохранить близкую 
аналогию с турбулентностью в АПС. Оставаясь 
в пределах достижимых на данный момент, 
относительно небольших чисел рейнольдса 
и ричардсона, мы демонстрируем тенденцию 
к росту числа Прандтля с усилением устойчиво-
сти. При этом, сохраняется ступенчатая струк-
тура вертикальных профилей температуры и ме-
няются характерные пространственные масшта-
бы, характеризующие эту структуру. Кроме того, 
по данным LES вычислены и сопоставлены 
с теорией структурные функции температурных 
флуктуаций.

Помимо численных экспериментов, мы ис-
пользуем данные измерений турбулентности 
на метеорологической мачте университета 
Хельсинки (Хьютиала, Финляндия). Данные 
этих измерений, соответствующие бóльшим 
значениям Re, показывают общие закономерно-
сти с результатами DNS и LES, что свидетельст-
вует о возможности существования аналогичных 
организованных структур в устойчивых АПС.
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2. КрАтКОЕ ОПИСАНИЕ МОДЕЛЕЙ, 
ДИЗАЙНА ЧИСЛЕННыХ ЭКСПЕрИМЕНтОВ 

И ДАННыХ ИЗМЕрЕНИЙ

2.1. численные методы и параметризации
Обе численные модели (DNS [22, 23] 

и LES [24, 25]) предназначены для решения 
уравнений гидротермодинамики несжима-
емой жидкости в приближении Буссинеска. 
Численные методы решения систем диффе-
ренциальных уравнений близки между собой 
и основаны на консервативных конечно-раз-
ностных аппроксимациях по пространству [26] 
второго (DNS) и четвертого (LES) порядков. 
По времени использовались явные схемы 
Адамса–Бэшфорта второго порядка с шагами 
много меньшими, чем шаг, определяемый усло-
вием Куранта. уравнения Пуассона решаются 
предобусловленными итерационными методами 
сопряженных градиентов (LES) и би-сопряжен-
ных градиентов (DNS). В DNS-модели исполь-
зуется сгущающаяся к поверхности неравно-
сторонняя ортогональная сетка, а в LES-модели 
шаги сетки постоянные и одинаковые по всем 
направлениям.

Для вычисления тензора подсеточных/под-
фильтровых напряжений τij в LES используется 
смешанная локализованная подсеточная мо-
дель:

  ij
mix

ij
smag

ij
ssm

s ij i j i jC S S u u u u     



2 2( ) ,

  
(8)

где: a F a    — явно заданный дискретный 
пространственный фильтр; Sij  — тензор ско-
ростей деформации фильтрованного поля 
скорости; Cs — коэффициент, зависящий от 
координат и времени и определяемый дина-
мически [27] путем минимизации некоторого 
функционала [24]. Для вычисления подсеточных 
потоков скаляра используется модель вихревой 
диффузии:

i h
subgr

i

K
x

   

 ,  (9)

где: коэффициент диффузии Kh
subgr =   

 1 2/ ( )Pr subgr
sC S   пропорционален коэф-

фициенту вихревой вязкости, а подсеточное 
турбулентное число Прандтля фиксировано: 
Pr subgr = 0 8. .

Заслуживает упоминания следующее свой-
ство данной модели, полезное по отношению 
к рассматриваемой задаче: коэффициенты 
подсеточной вязкости и диффузии в областях 
с подавленной турбулентностью автоматиче-

ски уменьшаются если прямой каскад кинети-
ческой энергии локально ослаблен. Благодаря 
этому свойству модели большие градиенты 
температуры при устойчивой стратификации 
не размываются. В частности, модель правиль-
но воспроизводит верхнюю границу устойчи-
во стратифицированного АПС даже на очень 
грубых сетках (см. тесты по сценарию GABLS 
в работе [21]). Поэтому можно надеяться, что 
данная LES-модель способна воспроизводить 
внутреннюю, слоистую структуру поля темпе-
ратуры.

2.2. методики проведения расчетов
DNS
В DNS-модели на поверхности пластин за-

давались граничные условия Дирихле для ско-
рости и температуры. В каждом расчете фикси-
ровались число рейнольдса Re и интегральное 
число ричардсона Rib, определенные соотноше-
ниями:

Re Ri 2
2

2h U
h

Ub



/ , ,


 (10)

где: ν — молекулярная кинематическая вязкость; 
h — полуширина канала; ∆U  и   — разности 
между скоростями и температурами пластин 
соответственно. Степень устойчивости варьи-
ровалась путем изменения параметра плавуче-
сти β. Молекулярное число Прандтля Prν  рав-
нялось 0.7.

Пространственное разрешение выбиралось 
таким образом, чтобы явно воспроизвести все 
возможные масштабы и удовлетворяло усло-
вию:  g   , где    3 4 1 4/ /

n  — диссипативный 
масштаб Колмогорова, а ∆ g  — максимальный 
шаг сетки. расчеты проводились в двояко-пе-
риодичной области с соотношением сторон 
L L hx y: : : : ,2 6 4 1=  где Lx — длина области в на-
правлении движения пластин, Ly — ее шири-
на, 2h — расстояние между пластинами. размер 
сетки модели составлял 768 × 512 × 512 уз-
лов. Вычисления выполнялись вплоть до уста-
новления равновесного состояния, а затем 
еще в течение интервала безразмерного вре-
мени  t t U h  / ,4800  на котором соби-
рались статистики (интервал времени сбора 
статистик в нормировке на скорость трения 
уменьшается с увеличением Rib и лежит в ди-
апазоне 41 123 6 tU h* / . ).  Были проведе-
ны две серии расчетов при разных значениях 
числа рейнольдса: Re = 80 000 и Re = 120 000. 
Параметр β, характеризующий в наших экспе-
риментах статическую устойчивость, менялся 
в диапазоне, соответствующем диапазону ин-
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тегральных чисел ричардсона 0 0 12≤ ≤Rib . .  
Максимальное значение параметра устойчи-
вости достигнуто в наших расчетах по DNS-
модели при h L/ .≈ 8  При дальнейшем увеличе-
нии Rib турбулентность становилась перемежаю-
щейся или затухала.

LES
В LES-модели задавались скорости движе-

ния пластин и динамический параметр шеро-
ховатости z0. Среднее по площади напряжение 
трения на пластинах  s t   рассчитывалось по 
формулам теории подобия Монина–Обухова [5] 
с использованием универсальных функций [28], 
а вертикальный кинематический поток тем-
пературы на поверхности, F ts  ,  отрицатель-
ный на нижней и положительный на верхней 
пластинках, вычислялся таким образом, чтобы 
масштаб Обухова L оставался фиксированным, 
независимо от присутствующих в модели вариа-
ций τs:

F Ls s   | | / ./ 3 2  (11)

Статическая устойчивость течения в LES ха-
рактеризовалась безразмерным парамет ром h/L. 
Существенно, что в турбулентном течении 
Куэтта нормированный профиль средней скоро-
сти u U/ *  не зависит от z0, поэтому мы можем 
сравнивать эти профили в DNS- и LES-моделях 
между собой. то же самое справедливо и для обез-
размеренных профилей температуры    h / *  
(здесь Θh  — температура в центре канала).

LES-модель интегрировалась на равносто-
ронней сетке, содержащей 512 × 512 × 128 уз-
лов. Соотношение сторон расчетной области со-
ставляло Lx : Ly : 2h = 4 : 4 : 1. Вычисления про-
водились при следующих значениях параметра 
устойчивости: h/L = 0, 2, 4, 8, 12 и 16. При даль-
нейшем увеличении параметра h/L турбулен-
тность в LES-модели с данным пространствен-
ным разрешением затухает. Интервал сбора 
статистик в каждом из расчетов составлял около 
20 единиц безразмерного времени tU*/h.

2.3. данные измерений
В работе использовались данные мониторин-

га характеристик атмосферной турбулентности 
на 127-метровой мачте исследовательской стан-
ции SMEAR II (Station for Measuring Ecosystem-
Atmosphere Relations, Хьютиала, Финляндия, 
24°17'13'' E, 61°51'5'' N). Измерения трех ком-
понент скорости ветра и температуры произво-
дились на нескольких уровнях с частотой 10 Гц 

с помощью трехкомпонентных ультразвуко-
вых анемометров (Solent Research 1012R2, Gill 
Instruments Ltd., Lymington, Hampshire, UK). 
Подробно эти данные и методы их предвари-
тельной обработки и селекции описаны в ра-
боте [29]. Мачта расположена в лесистой хол-
мистой местности. Чтобы минимизировать 
влияние рельефа и неоднородной растительно-
сти, использовались только данные с датчиков, 
расположенных на уровне 67 м, существенно 
превышающей высоту деревьев и вариации ре-
льефа. Согласно оценкам высоты погранично-
го слоя, выполненным в работе [29], этот уро-
вень (z = 67 м) находится внутри АПС даже при 
наибольших значениях безразмерной высоты 
z/L (одновременно служащей локальной ха-
рактеристикой статической устойчивости). 
ряд данных был разделен на 30-минутные ин-
тервалы, для каждого из которых были получе-
ны значения z/L и средней скорости ветра U . 
Нас интересовали гистограммы распределения 
градиентов потенциальной температуры. так 
как при редком расположении датчиков на мач-
те вычислить производную d dΘ / z  с достаточ-
ной точностью невозможно, мы ограничились 
производной d dxΘ /  вдоль направления ветра. 
Ее оценка выполнялась в предположении «за-
мороженной турбулентности»:

d
dx U

d
dt U t

    1 1 


,  (12)

где: ∆t  = 0.1 с — временной шаг высокоча-
стотных измерений. Данные при слабом ве-
тре, U < 5  м/с, не использовались. Были вы-
браны узкие интервалы безразмерной высо-
ты z/L с сильной устойчивостью: z L/ , . 3 3 5  
и z L/ , . . 4 4 5  На каждом из выбранных 
30-минутных интервалов из оценки (12) про-
изводной d dxΘ /  был удален линейный тренд, 
а затем полученая величина производной была 
нормирована на ее собственное средне-квадра-
тичное отклонение (СКО).

3. СрЕДНИЕ ХАрАКтЕрИСтИКИ тЕЧЕНИя 
ПО рЕЗуЛЬтАтАМ DNS- И LES-МОДЕЛЕЙ

На рис. 1а изображены профили средней без-
размерной скорости течения u U/ * , получен-
ные с помощью DNS- и LES- моделей при раз-
личных значениях параметра h/L. Черные кри-
вые вычислены по DNS-модели при Re = 80 000, 
а серые — по LES-модели. С уменьшением 
масштаба Обухова, L, безразмерный градиент 
скорости увеличивается. Кривые с наибольши-
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ми градиентами соответствуют режимам наи-
более сильной устойчивости. Несмотря на гру-
бую сетку (в центре канала шаг сетки по верти-
кали в LES приблизительно в 2.4 раза больше 
шага в DNS-модели) удалось воспроизвести 
турбулентность, незатухающую в LES-модели 
вплоть до значений h/L = 16. Для сравнения, 
в DNS-модели удается получить незатухаю-
щую турбулентность лишь до значений h/L = 8. 
В DNS-расчетах масштаб L явным образом 
не задавался, поэтому параметр h/L на рис. 1а 
имеет нецелые значения, не совпадающие 
со значениями h/L в LES. тем не менее, мож-
но видеть, что кривые на рис. 1а, полученные 
в DNS- и LES-моделях при близких значениях 
h/L, тоже близки между собой.

Вычисленные в LES градиентные числа 
ричардсона Ri (серые сплошные линии) и по-
токовые числа ричардсона Rf (черный пунктир) 
изображены на рис. 1б. В центре канала при 
h/L = 16 значение Ri достигает величины ∼ 0 2. .  
В DNS-расчетах — максимальное достигнутое 

число ричардсона Ri ∼ 0 17. .  таким образом, 
в выполненных расчетах режим сильной устой-
чивости, при котором ожидается существен-
ный рост числа Прандтля, Prt, с увеличением 
Ri все еще не достигнут. тем не менее, и в DNS 
(рис. 1в), и в LES (рис. 1г) число Прандтля за-
метно возрастает с ростом h/L и Ri. Значение Prt  
в центре канала меняется в DNS от 0.82 до 0.98, 
а в LES от 0.78 до 0.9.

На основании наших расчетов нельзя с уве-
ренностью судить, которая из моделей, DNS 
или LES, лучше описывает поведение Prt при 
больших числах рейнольдса, наблюдаемых 
в АПС. В DNS существенную роль играют моле-
кулярные вязкость и температуропроводность, 
причем их вклад увеличивается по мере усиле-
ния статической устойчивости и порождаемо-
го этим уменьшения максимального масштаба 
турбулентных движений при одновременном 
увеличении Колмогоровского масштаба дисси-
пации. В LES по мере уменьшения характерных 
масштабов турбулентных движений усиливается 

рис. 1. Средние характеристики течений в DNS- и LES-моделях при разных значениях параметра устойчивости h/L: 
(a) — нормированная средняя скорость (DNS-черные кривые, LES-серые кривые); (б) — градиентное Ri и потоковое 
Rf числа ричардсона; (в) и (г) — турбулентные числа Прандтля Prt.
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роль параметризации подсеточной турбулентно-
сти. В нашей модели она считается не подвер-
женной влиянию стратификации: в частности, 
задано постоянное значение турбулентного чи-
сла Прандтля Prt

subgr = 0 8. .
При увеличении h/L расчеты требуют все 

бльших вычислительных ресурсов. Во-первых, 
уменьшаются масштабы вихрей, что требует уве-
личения чисел рейнольдса, сгущения простран-
ственных сеток и соответствующего умень-
шения шага по времени для обеспечения чи-
сленной устойчивости. Во-вторых, при прочих 
равных условиях уменьшается скорость трения. 
Это увеличивает длительность расчетов, по-
скольку для получения надежных статистик не-
обходимый интервал времени осреднения δt  бе-
рется обратно пропорциональным U* (чтобы со-
хранить безразмерную величину δth U/ * ). Кроме 
того, как показывает наш опыт, при сильной 
устойчивости в течениях возбуждаются пассив-

ные крупномасштабные моды и волновые со-
ставляющие решения, что требует дополнитель-
ного времени для осреднения их вклада. так, 
например, для функции Prt z h/ ,   вычисленной 
в LES-модели при h/L = 12 и h/L = 16 (рис. 1г), 
интервал осреднения th U/ *  20  недостаточен 
для устранения видимой асимметрии относи-
тельно z = 0. Нам представляется, что аномаль-
ная форма этих двух кривых (отсутствие макси-
мума Prt в центре канала) может быть вызвана 
недостаточным для рассматриваемой стратифи-
кации разрешением LES-модели.

4. ОрГАНИЗОВАННыЕ СтруКтуры ПрИ 
уСтОЙЧИВОЙ СтрАтИФИКАЦИИ

На рис. 2 изображены вертикальные сече-
ния безразмерной температуры    h / * , 
вычисленные в DNS и LES. На всех рисунках 
отчетливо выделяются наклонные слои, вну-
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рис. 2. Мгновенные вертикальные сечения поля нормированной температуры (θ – θh)/θ* при разных значениях h/L, 
вычисленные в DNS (вверху, Re = 80000) и LES (внизу). Изображены фрагменты расчетных областей.
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три которых стратификация близка к нейтраль-
ной. Слои разделены тонкими прослойками 
нерегулярной формы. Из рисунков видно, что 
при увеличении параметра h/L толщина и угол 
наклона слоев уменьшаются. В поле скорости 
аналогичная слоистость визуально не обнару-
живается.

Гистограммы распределений нормирован-
ных случайных величин 

1
a x





è  

1
a z





изо-

бражены на рис. 3 (здесь σa  — оценка СКО со-
ответствующей переменной). Использовались 
данные в центре канала. распределения асим-
метричны и имеют вид, далекий от нормального 
распределения.

Были выполнены оценки коэффициентов 
асимметрии K a  3

3/ ,  где µ3  — третий цен-
тральный момент случайной величины с ди-
сперсией σa

2 . Далее будем обозначать как Kx и Kz 
коэффициенты асимметрии для аппроксимаций 
производных температуры по соответствующим 
направлениям.

В DNS-модели коэффициенты асимметрии 
увеличиваются по абсолютной величине с уси-
лением устойчивости и немного уменьшают-
ся с увеличением числа рейнольдса. так, при 
Re = 80 000 с изменением параметра h/L от 1.45 
до 7.7 отрицательный коэффициент Kx меняется 
в диапазоне от –1.02 до –2.16, a положительный 
коэффициент Kz меняется незначительно — от 
1.73 до 1.83. При сопоставимых значениях h/L 
абсолютная величина коэффициентов асиммет-
рии при Re = 120 000 приблизительно на 5–10% 
меньше, чем их величина при Re = 80 000. 

В LES-модели оба коэффициента меняются 
с изменением h/L незначительно и лежат в ин-
тервалах K x    0 85 0 71. , . è  K z  0 9 1 01. , . . та-
ким образом с увеличением числа рейнольдса 
DNS-модель приближается по этому свойству 
к LES-модели. различие между двумя моделя-
ми заметно на рис. 2 — в DNS поле температуры 
имеет сглаженный вид.

Данные измерений, полученные описанным 
в разделе 3 способом, подтверждают асимме-
трию распределения градиентов температуры 
(символы на рис. 3б). Абсолютная величина 
коэффициента асимметрии Kx, в данных изме-
рений меньше, чем в численных моделях, и со-
ставляет 0.3–0.4. Это вполне объяснимо, с уче-
том статистической нестационарности данных 
и неэквивалентности всех определяющих па-
раметров в разных 30-минутных интервалах, 
из которых составлялась выборка. В силу цен-
тральной предельной теоремы гистограмма, 
построенная по данным, включающим в себя 
различные случайные процессы, приближается 
к Гауссову распределению, что отчетливо замет-
но на рис. 3б в области малых значений случай-
ной величины.

распределение вероятностей флуктуаций 
температуры (а не ее производных), как и флук-
туаций компонент скорости, согласно нашим 
численным экспериментам, измерениям на 
мачте в Хьютиала и предшествующим измере-
ниям (например, [30]) близки к нормальному 
распределению, что, казалось бы, свидетельст-
вует об отсутствии организованных структур. 
результаты настоящей работы свидетельствуют 
об ошибочности подобного заключения.

рис. 3. Гистограммы распределений производных аномалий температуры, вычисленные по данным LES (сплошные 
линии), DNS (мелкие символы) и данным наблюдений на метеорологической мачте (крупные символы): (а) — рас-
пределения производных по вертикали; (б) — распределения производных по горизонтали (вдоль оси, соответствую-
щей направлению ветра). Для сравнения приведено нормальное распределение (normal).
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5. СтруКтурНыЕ ФуНКЦИИ 
ФЛуКтуАЦИЙ тЕМПЕрАтуры 
И ХАрАКтЕрНыЕ МАСштАБы 

турБуЛЕНтНОСтИ

Согласно данным наблюдений, высокоча-
стотный участок спектра температурных флукту-
аций в устойчивом АПС имеет вид: S f f    5 3/  
(см., например, [31]). В соответствии с гипо-
тезой «замороженной турбулентности» этот 
участок соответствует пространственному спек-
тру S k kx x    5 3/  и, по теореме Винера–Хин-
чина–Колмогорова, структурной функции 
H x xx     2 3/ . такой вид спектра легко принять 
за проявление законов Колмогорова–Обухова 
(2)–(4) для инерционного участка спектра ло-
кально-изотропной трехмерной турбулентно-
сти. Однако, эти степенные зависимости сами 
по себе еще не являются доказательством изо-
тропности. Измерения спектров в природе до-
ступны только для горизонтального направления 
(вдоль среднего ветра) и ничего не говорят о ви-
де структурных функций H r  , где r — вектор 
смещения и пространственных спектров S k  , 
где k — волновой вектор. Дело в том, что спек-
тральные «наклоны» S k n  /3  возникают не обя-

зательно в интервале прямого каскада трехмер-
ной изотропной турбулентности, но и, согласно 
теории размерностей, в любых других инерци-
онных интервалах, если одним из определяю-
щих параметром оказывается величина, имею-
щая ту же размерность, что и диссипация тКЭ εu .  
Классическим примером спектра тКЭ, имею-
щего тот же функциональный вид: S k 5 3/ , яв-
ляется спектр крупномасштабных флуктуаций 
скорости на интервале обратного каскада в фор-
сированной двумерной турбулентности [32]. 
Для флуктуаций температуры спектры с «накло-
нами» –4/3 и –1/3 были ранее обнаружены на 
крупных масштабах в LES-модели конвективно-
го АПС [33], где роль определяющего параметра 
играет вертикальный турбулентный поток плаву-
чести Fb, являющийся источником тКЭ и тПЭ 
и имеющий размерность м2/с3.

На рис. 4 изображены структурные функции 
флуктуаций температуры:

H x x x xx t
         ( ) ,

,
   2

x
 

H z z z zz t
         ( ) ,

,
   2

x

 

где    /  — флуктуации температуры, 
нормированные на их СКО.
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рис. 4. Структурные функции H(z') и H(x') нормированных на СКО флуктуаций температуры   в зависимости от 
смещений в различной нормировке. Функции вычислены по данным серии LES-расчетов при различных значениях 
параметра устойчивости h/L; значения этого параметра, соответствующие каждому типу кривых, указаны в легенде 
к рис. 4а. Прямые пунктирные линии одинакового типа на рис. 4а и рис. 4б, соответствующие степенным функциям 
Cz'2/3 и Cx'2/3, имеют равные коэффициенты C.
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Для вычисления этих функций, исполь-
зовались данные расчетов по LES-модели 
при разных значениях h/L из интервала вы-
сот –0.5h < z < 0.5h. Как видно из рисунков, при 
больших, превышающих радиус корреляции зна-
чениях z' и x' получается H → 2. Ожидаемая сте-
пень структурных функций H r r   2 3/ ,  хо-
рошо видна для функции Hx (рис. 4б) при 
–0.05 < x'/h < 0.2 и хуже — для функции Hz.
Отчетливо проявляется несовпадение структур-
ных функций Hx и Hz при малых значениях ар-
гумента (см. пунктирные линии, показывающие 
степень 2/3 на рис. 4а и рис. 4б). Из этих функций 
Hz существенно превышает Hx, что свидетельст-
вует о значительно меньших масштабах изменчи-
вости температуры в вертикальном направлении 
и, со своей стороны, характеризует наличие сло-
истости, т. е. структур, вытянутых преимущест-
венно в горизонтальном направлении.

рост турбулентного числа Прандтля Prt с уве-
личением h/L, продемонстрированный в двух 
независимых сериях численных экспериментов, 
свидетельствует против общепризнанной кон-
цепции z-less стратификации [34, 35]. Согласно 
этой концепции, при L z  масштаб Обухова L 
остается единственным турбулентным масшта-
бом длины, характеризующим турбулентность 1. 
Следовательно, должны выполняться асимпто-
тические соотношения:

d u

dz
c

U
L

d

dz
c

Lm h * *; ,
   (13)

где cm и ch — универсальные константы. таким 
образом, в рамках концепции z-less стратифика-
ции при сильной устойчивости:

Prt h m

d dz

d u dz
U

  
 /

/
/ .*

*
c c const  

Данные наблюдений в устойчивом АПС (см., 
например, [38]) показывают, что при больших 
значениях   z L/  соотношения (13) наруша-
ются. теоретическое объяснение зависимости 
турбулентного числа Прандтля от стратифика-
ции получено в EFB-теории [2, 3].

Отложим функции Hz и Hx в зависимо-
сти от смещений, нормированных на мас-
штаб Обухова L. Если этот масштаб полностью 
характеризует пространственную структуру 
поля температуры, то кривые при разных зна-

1 Здесь z понимается как расстояние до стен-
ки в АПС, а в общем случае — как масштаб длины, 
учитывающий отличие конкретной области (в тече-
нии Куэтта –h < z < h) от полупространства (z > 0) — 
см. [36, 37].

чениях h/L должны совпасть. Как видно из 
рис. 4в, г, этого не происходит. таким образом, 
характерная толщина слоев Lw, наблюдаемых 
на рис. 2, уменьшается с усилением устойчиво-
сти не пропорционально масштабу L. Это дает 
дополнительные аргументы в пользу гипоте-
зы о возможности неограниченного роста чис-
ла Прандтля Prt.

6. ВыВОДы

результаты расчетов, выполненных при 
помощи двух независимых численных моде-
лей (DNS и LES), свидетельствуют о наличии 
организованных крупномасштабных структур 
в поле температуры устойчиво-стратифициро-
ванного пристеночного турбулентного сдви-
гового течения. Здесь мы ограничились рас-
смотрением течения Куэтта, как простейшего 
аналога устойчивого АПС. Это позволило из-
бежать проявления вторичных эффектов, свя-
занных с зависимостью турбулентных потоков 
от высоты, и провести статистический анализ 
флуктуаций температуры в широком интервале 
значений параметра h/L. Слоистые структуры, 
выявленные в представленных расчетах, ана-
логичны структурам, обнаруженным ранее при 
моделировании АПС, подверженного влиянию 
сил Кориолиса [14], и в расчетах стратифици-
рованной турбулентности над поверхностью 
городского типа [15]. Это говорит о том, что 
исследуемое явление является типичным для 
устойчивой стратификации.

Показано, что в разных моделях числовые 
характеристики анизотропии температурных 
флуктуаций имеют близкие между собой зна-
чения. Это проявляется в одинаковом асимме-
тричном виде гистограмм распределения гради-
ентов температуры и в близости коэффициентов 
асимметрии этих распределений.

Аналогичное проявление асимметрии флук-
туаций было обнаружено и в природе. Мы ис-
пользовали узкие по параметру устойчивости z/L 
выборки из данных высокочастотных измерений 
в устойчивом АПС на существенном удалении 
от поверхности на метеорологической мачте ис-
следовательской станции SMEAR II (Хьютиала, 
Финляндия). Полученный специфический вид 
распределений градиентов измеренной темпе-
ратуры говорит о ее скачкообразных измене-
ниях вдоль направления ветра. Это согласуется 
с представлением температурного поля в виде 
наклонных слоев со слабой стратификацией, 
разделенных тонкими прослойками с сильной 
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устойчивостью. Более точное подтверждение 
наличия слоистых структур при очень больших 
значениях числа рейнольдса может быть полу-
чено путем прямых измерений пространствен-
ного поля температурных флуктаций, например 
содарных измерений в устойчиво-стратифици-
рованном АПС.

Еще одним подтверждением мелкомас-
штабной анизотропии является зависимость 
величины и вида структурной функции тем-
пературных флуктуаций Hxi

 от направле-
ния, в котором эта функция вычисляется. 
результаты LES-моделирования показывают, 
что в вертикальном направлении флуктуации 
температуры имеют более мелкомасштабный 
вид, чем эти же флуктуации в горизонталь-
ном направлении. При этом сохраняется ти-
пичный для локально-изотропного инерци-
онного интервала вид структурных функций 
H x xx     2 3/ .  Предположим, что подобное по-
ведение данной статистической характеристики 
проявляется и при очень больших значениях Re. 
тогда, в измеренных спектрах температуры этот 
анизотропный интервал будет неотличим от ло-
кально-изотропного инерционного интервала, 
соответствующего каскадной передаче флук-
туаций скаляра трехмерной турбулентностью. 
таким образом, спектры, полученные по дан-
ным измерений, могут ошибочно интерпрети-
роваться, как свидетельство отсутствия само-
организации в устойчивом АПС. то же самое 
касается и плотностей вероятностей флуктуа-
ций температуры, которые имеют вид, близкий 
к нормальному распределению, несмотря на 
наличие крупномасштабных организованных 
структур.

Недавние работы [39, 40], в которых пред-
ставлены измеренные спектры турбулентных 
флуктуаций компонент скорости в стратифи-
цированном АПС, свидетельствуют об ани-
зотропии этих флуктуаций, в том числе и для 
мелкомасштабного диапазона изменчивости 
в устойчивом АПС (см., например, рис. 2 из 
работы [39]). При этом, в том же диапазоне, 
может сохраняется характерный для изотроп-
ного инерционного интервала вид простран-
ственных спектров с «наклоном» –5/3 для всех 
трех компонент скорости (рис. 4 в статье [39]). 
Несомненный интерес представляет дальней-
шее исследование возможной связи обсуждае-
мых в данной работе организованных структур 
в поле активного скаляра (температуры) с мел-
комасштабной анизотропией динамики страти-
фицированной турбулентности.

На основании анализа структурных функций 
обнаружено, что при уменьшении масштаба 
Обухова L характерные масштабы температур-
ных флуктуаций Lw уменьшаются, но не пропор-
ционально этому масштабу даже при больших 
значениях безразмерного параметра устойчиво-
сти h/L. Это свидетельствует против концепции 
«z-less» стратификации, которая противоречит 
существованию турбулентности при больших 
значениях градиентного числа ричардсона, Ri.

В DNS- и LES-экспериментах наблюдает-
ся увеличение турбулентного числа Прандтля 
при увеличении Ri. Это может быть связано со 
ступенчатым характером вертикальных профи-
лей температуры. Можно предположить, что 
турбулентность самоорганизуется и формирует 
некоторое подобие многослойно-стратифици-
рованной жидкости, так, что обмен импульсом 
между слоями происходит в основном за счет 
его перераспределения флуктуациями давле-
ния, в то время как турбулентный обмен те-
плом, требующий перемещения масс воздуха, 
в значительной мере блокируется. Для подтвер-
ждения этой гипотезы нужны новые расчеты 
с DNS- и LES-моделями, специализированная 
обработка данных и очень подробное простран-
ственное разрешение, увеличивающееся по мере 
усиления устойчивости.
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The data of numerical simulation of stably stratified turbulent Couette flows are analyzed for various values 
of the Richardson number. Two different methods were used: Direct Numerical Simulation (DNS) and 
Large Eddy Simulation (LES). It is shown that the flow contains large organized structures, along with 
chaotic turbulence, regardless of the simulation method. These structures appear as inclined layers in the 
temperature field  with weakly stable stratification, separated by very thin layers with large temperature 
gradients. The existence of such layered structures in nature is indirectly confirmed by the analysis of field 
measurement data on the meteorological mast, where temperature gradient distribution histograms are 
found to be far from the normal distribution and similar to temperature gradient probability distributions 
obtained by numerical models data. The simulations indicate an increase of the turbulent Prandtl number 
with increasing of the gradient Richardson number. It is highly likely that the identified structures serve as 
effective barriers for vertical turbulent heat flux, without the blocking of momentum transfer. We proposed 
the hypothesis, that  it is precisely these structures that serve as the physical mechanism for maintaining 
turbulence under supercritically stable stratification.

Keywords: Atmospheric Boundary Layer (ABL), Direct Numerical Simulation (DNS), Large Eddy Simu-
lation (LES), direct measurements of turbulence, large self-organized structures, turbulent shear flow, tur-
bulent Prandtl number, stable stratification.


