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Исследуются частотные свойства спектров аномалий температур поверхности океана (АтПО) 
и приповерхностного воздуха (АтПВ) на основе простой энергобалансовой модели климата с уче-
том флуктуаций радиационного баланса, явного и скрытого тепла и скорости приповерхностно-
го ветра в двух частных случаях, когда статистические свойства параметров модели соответствуют 
белому шуму (мелкомасштабный-мезомасштабный подынтервалы) и комбинированный случай, 
когда в блоке АтПВ учитываются свойства синоптического подынтервала. установлено, что в пер-
вом случае спектры не имеют особенностей, а во втором в них присутствуют выделенные частоты 
в синоптическом и низкочастотном интервалах. Проанализирована их зависимость от параметров 
модели. Исследованы свойства среднеквадратичных отклонений АтПВ и АтПО.
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петров

ВВЕДЕНИЕ

Как было отмечено в ряде работ, напри-
мер [1–3], климат планеты Земля представляет 
собой чрезвычайно сложное физическое яв-
ление, что обусловлено как отсутствием воз-
можности проведения каких-либо реальных 
экспериментов над климатом, так и наличием 
большого разнообразия пространственно-вре-
менных масштабов, сильно затрудняющие его 
моделирование [1, 4].

Многомасштабность и полифоничность про-
цессов, формирующих климат планеты Земля, 
делают крайне сложным их учет на одном уров-
не сложности в существующих климатических 
моделях, что ставит перед исследователями ряд 
важных и актуальных задач, одной из которых 
является проблема исследования спектральных 
свойств метеорологических полей на разных 
пространственно-временных масштабах [5], 
позволяющих понять многие закономерности 
формирования и эволюции климата.

При этом среди всевозможных климатиче-
ских процессов в настоящее время большой 
интерес представляют так называемые перио-
дические или квазипериодические изменения 
климата, хорошо наблюдаемы по различным ин-
дикаторам, характерными примерами которых 
являются ледниковые периоды [6–7]. Однако, 
если в низкочастотном интервале спектра гло-
бального климата на периодах от десятков и со-
тен тысяч до миллионов лет, как было показа-
но еще Миланковичем [1], определяющую роль 
играют внешние астрономические факторы, то 
в мезомасштабном и высокочастотном участках 
его спектра из-за лавинообразного возрастания 
причинно-следственных связей в климатиче-
ской системе и ее нелинейности объяснение на-
блюдаемых колебаний с периодами от десятков 
и сотен лет (брикнеровские циклы [8], осцилля-
ции Дансгора–Эшгера [7]) до нескольких тысяч 
лет (циклы Бонда [9], события Хайнриха [7, 10]) 
является чрезвычайно сложным, и многие тео-
рии здесь являются по-прежнему гипотезами [6].
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В данной работе проблема длиннопериодных 
колебаний климата изучается в рамках концеп-
ции Хассельмана [12] на основе нульмерной сто-
хастической энергобалансовой модели климата 
с учетом флуктуаций коэффициентов линей-
ных обратных связей. В частности, исследуются 
свойства частотных спектров взаимодействую-
щих аномалий температуры поверхности океана 
и приповерхностного воздуха, обусловленные 
флуктуациями горизонтального ветра, радиаци-
онного баланса и явного и скрытого тепла с за-
данными спектральными свойствами.

ПОСтАНОВКА ЗАДАЧИ. 
СПЕКтр МОДЕЛИ

Использование простых моделей диктуется, 
в первую очередь, сложностью данной задачи, 
что делает необходимым произвести первона-
чальное исследование поставленных вопросов 
на качественном уровне, учитывающем лишь 
наиболее общие черты климатической системы. 
Это позволяют сделать стохастические энерго-
балансовые модели.

Итак, вводя возмущение температуры i-ой 
подсистемы δTi  и раскладывая в ряд уравне-
ния энергетического баланса по δTi , получим 
n-уровневую стохастическую систему, описыва-
емую уравнениями:

L T
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ij j

ij ij j i
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где Lij ( )σ  являются в общем случае нелинейны-
ми интегро-дифференциальными операторами, 
задающими пространственно-временную эво-
люцию переменных δTi  (  { , }

r t ), содержащие
информацию о физических процессах, протека-
ющих в подсистемах и их взаимодействии, в ко-
торых удобно в рамках стохастического подхода 
выделить детерминированную — Lij

( )( ),1 σ  опре-
деляющуюся средними значениями параметров 
системы, и стохастическую — Lij

( )( )2 σ , вклю-
чающую случайные изменения искомых пара-
метров, части. В правой части (1) вектор  i ( )  
задает флуктуационные источники, элементы 
которого представляют собой некоторые слу-
чайные поля.

Вид операторов Lij
( , )( )1 2 σ  зависит как от про-

странственно-временных масштабов, на кото-
рых рассматривается эволюция δTi ,  так и от 
степени детализации описания различных фи-
зических процессов в климатической системе. 
В данной работе рассматривается одни из на-

иболее простых случаев, когда эволюция воз-
мущений осредненных по пространственным 
координатам температур δT ti ( )  совокупности 
подсистем подчиняется принципу локального 
термодинамического равновесия. В этом слу-
чае с учетом локально-линейного приближения 
для возмущений δT ti ( ) , вызванных, например, 
флуктуациями потоков скрытого и явного те-
пла в океане и инсоляции в атмосфере, опе-
раторы L tij

( , )( )1 2  имеют вид: L t d dtij ij ij
( )( ) /1   

и L t tij ij
( )( ) ( ),2    где δ ij  — символ Кронекера,  

а λ ij и γ ij t( ) есть средние значение и случай-
ная составляющая матрицы коэффициентов 
линейных обратных связей (  ij ij ijt t( ) ( ),   
 ij ij t ( ) ). Однако даже с такими простыми 
операторами данная задача в общем случае яв-
ляется сложной. Поэтому в дальнейшем для ее 
упрощения воспользуемся следующими при-
ближениями.

В первую очередь, будем считать, что состо-
яние климатической системы, описывающееся 
уравнениями (1), является устойчивым и нахо-
дится далеко от точек бифуркаций. Во-вторых, 
для удобства разделим γ ij t( )  на две части: 
  ij ij ijt t t( ) ( ) ( )( ) ( ) 1 2 , где γ ij t( , )( )1 2  образуют, соот-
ветственно, группы некоррелированных и корре-
лированных между собой процессов ( γ ij t( )( )1  так-
же некоррелированны с γ ij t( )( )2 ). В-третьих, бу-
дем считать, что флуктуации γ ij t( )  не способны 
перевести систему из одного состояния в другое, 
т.е. γ ij t( )  являются небольшими возмущениями 
по сравнению с λ ij .  Другими словами считаем, 
что выполняется условие: ( ) / ,( ) ( )  ij ij ij

1 2 1   
где γ ij

( , )1 2  — амплитуды γ ij t( , )( )1 2 . Кроме того, рас-
смотрим случай, когда ξi t( )  и γ ij t( , )( )1 2  являются 
стационарными гауссовыми случайными про-
цессами, с заданными функциями корреля-
ции M t t t t  ( ) ( ) ( ) 1 1  или спектральными 
плотностями S M t t  ( ) ( ( )) ,  и ( )t  0 , где 
  ( ) { ( ), ( )}( , )t t tij i 1 2

 , а (...) ,t ω  и (...) ,ω t  — обозна-
чают, соответственно, прямое и обратное интег-
ральные преобразования Фурье, причем будем 
считать, что корреляция между ξi t( )  и γ ij t( , )( )1 2  
отсутствует.

Итак, в первую очередь, вычислим сначала 
частотные спектры: S T t T tT

ij
i j t   [ ]

,( ) ( ( ) ( ) ) 1
 ( ( ))[ ]

,M T
ij
   . учитывая, что по условию зада-

чи  ij ij
( , ) ,1 2   воспользуемся для этого теорией 

возмущений, ограничившись в данной работе 
слагаемыми порядка γ ij

2 1 2( , )  и  γ γij ij
( ) ( ).1 2
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Вычисляя корреляции флуктуационных 
источников, используя (1), и переходя в спек-
тральную область, найдем
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и дальше везде в этой работе по дважды повторя-
ющимся индексам, если это не отмечено отдель-
но, кроме i и l, подразумевается суммирование 
( m n, ,=1 2 ). также будем считать, что Dij ( )ω  не 
имеет полюсов в верхней полуплоскости. Кор-
реляции K t til

1 2 3 1, ,
[ ] ( , )  вычислены в Приложении I.

Подставляя теперь (I.9)–(I.11) из 
Приложения I в (2), после простых преобразова-
ний получим систему интегральных уравнений 
для S T

ij
 [ ]( ) :
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где выражения для матрицы Fjk
il1[ ]( ),  обрат-

ной Fjk
il[ ]( ),ω  а также fqp

il[ ]( )ω  и gqp
il[ ]( , )    даны 

в Приложении II.
Заметим, согласно выражениям для fqp

il[ ]( )ω  
и gqp

il[ ]( , )    , второе и третье слагаемые 
в правой части (5) содержат малые параметры. 
Поэтому для решения (5) воспользуемся тео-
рией возмущений и представим S T

il
 [ ]( )  в виде:
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где S F ST
il

jk
il jk

   ( )[ ] [ ] [ ]( ) ( ) ( )0 1   — невозмущен-
ный частотный спектр модели, а S T

il
 ( )[ ]( )1  — по-

правка, обусловленная флуктуациями коэффи-
циентов линейных обратных связей в (1):
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Для демонстрации полученных результатов, 
рассмотрим теперь несколько примеров.

Определим, к каким следствиям приводит 
наличие поправки S T

il
 ( )[ ]( )1  в (4), вызванной 

флуктуациями λ ij t( ),  на примере двухуровне-
вой системы (N = 2), образованной атмосферой 
и верхним квазиоднородным слоем (ВКС) оке-
ана. В этом случае с физической точки зрения 
δT ti ( )  будут определять аномалии температу-
ры приповерхностного воздуха (АтПВ) (i = 1) 
и океана (АтПО) (i = 2), осредненные по про-
странственным координатам. Данная система 
достаточно известна (см. например, [13]), ее 
свойства без учета флуктуаций коэффициентов 
линейных обратных связей изучались как в ра-
ботах отечественных [14, 15], так и зарубежных 
исследователей [16, 17].

Используя для потоков явного и скрыто-
го тепла аэродинамическую параметриза-
цию [18] в линейном приближении по δT ti ( )  
получим выражения для λ ij :   11  ( ) / ,a am ac  
 12   am ac/ ,      21 22 am pc/ ,  где cA =   
 a pa ac h , c c hM w pw w  ,  ha  11 103 [м], — высо-
та слоя атмосферного столба с единичным се-
чением, hw — толщина ВКС океана, cpa ≈1005
[ ],Âò c êã   1 1C  cpw ≈ 4200 [ ]Âò c êã   1 1C  
и a 1 226. [ ]êã ì 3 , w 103 [ ]êã ì 3  — удель-
ные теплоемкости и плотности воздуха и во-
ды, соответственно, ha — параметр обратной 
связи между радиационными источниками 
и стоками тепла и температурой атмосферы  
(a  2 4. [ ],Âò ì  2 1C  согласно [19]), 
а ham — коэффициент теплообмена на гра-
нице атмосфера–океан, имеющий вид: 
 am D a pa aC B c V  ( ) ,1 1  где Va — модуль ско-
рости приповерхностного ветра, CD — число 
Стэнтона, B — число или отношение Боуэна 
(Bowen ratio). При этом CD слабо зависит от 
Va и имеет порядок CD  10 3  [20], а B может 
сильно меняться от условий и быть отрица-
тельным, в частности, для поверхности океана 
B ≈ 0 1.  [21].

Согласно выражениям λ ij  для, флуктуации λ ij  
могут быть вызваны разными причинами. В дан-
ной работе будет рассмотрен случай, когда ста-
тистические свойства коэффициентов линейных 
обратных связей полностью определяются только 
флуктуациями модуля скорости приповерхност-
ного ветра Va, частотные SVa

( )ω  спектры которо-
го были исследованы в ряде работ [11, 22].

ПРИМЕРЫ
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Поскольку в данной работе флуктуации 
γ ij t( )  обусловлены только Va, которая входит 
во все γ ij t( ) , то все γ ij t( )  коррелируют между 
собой. Это означает, что в (1) все  ij

( )1 0  и по-
правка S T

il
 ( )[ ]( )1  будет определяться только γ ij

( ).2  
тогда для N = 2, используя выражения Fab

il1[ ]( )   
и S T

qp
 ( )[ ]( )0  из Приложения II и пропуская про-

стые, но громоздкие преобразования, получим 
выражения для S T

il
 ( )[ ]( )1 :

S
d

T
il jj

il

j
  


  




( )[ ]

( )[ ]

,

( ) [ ( )
( )

( )
1

2

4
1 2 2

2   











 

(6)





H
Sjj

il
jj

[ ]
[ ]( , )

( ) ( )
] ( ),

 

 
 2 2

где 2 2 1 2 2 2 2( ) ( )( ),( ) ( )        а выражения 
для ω( , ),1 2   ll

ii( )[ ]( )2   и Hll
ii( )[ ]( , )2    даны в При-

ложении II.
Согласно экспериментальным работам 

(см. [18]), время релаксации АтПО зависит от 
сезона и составляет в среднем несколько меся-
цев, а АтПВ порядка нескольких дней [15]. Это 
говорит о том, что ξi t( )  и γ ij t( )  в рамках концеп-
ции Хассельманна будут определяться свойства-
ми высокочастотного участка спектров пульса-
ций потоков явного и скрытого тепла в океане 
и инсоляции в атмосфере. При этом для δT t2( )  
не только ξ2( )t  и γ 22( )t  можно считать с боль-
шой точностью δ-коррелированными случайны-
ми процессами в интервале от мелкомасштаб-
ных до синоптических пульсаций, но и дей-
ствие δT t1( ).  Однако для АтПВ приближение 
δ-коррелированности для ξ1( )t  и γ11( )t  справед-
ливо лишь в диапазоне от мелкомасштабных до 
мезомасштабных вариаций, а уже в синоптиче-
ском подынтервале (с периодами от несколь-
ких часов до нескольких суток) оно не выпол-
няется [23], т.к. характерные времена δT t1( )   
и ξ1( )t , γ11( )t  здесь становятся соизмеримыми, 
что делает необходимым более детальное описа-
ние свойств S [ ]( )11  и S ij kl

 ( , )[ , ]( )1 2  в данном ди-
апазоне. таким образом, рассмотрим в данной 
работе два примера, когда ξi t( )  и γ ij t( )  являются 
δ-коррелированными случайными процессами 
и случай, когда в S [ ]( )11  и S ij kl

 ( , )[ , ]( )1 2  учитыва-
ются свойства синоптического подынтервала.

рассмотрим сначала случай, ког-
да S [ ]( ),11  S [ ]( )22  и  SVa

( )ω  представля-
ют собой константы. учитывая, что при этом 
M t D tii

i i  [ ] ( )( ) ( ), 2 0  найдем: S Dii
i i  [ ] ( )( ) , 2 0  

где дисперсии D r c ai i ki i 4 2 2 2 2 /  [24] и харак-
терные времена τ i

( )0  можно взять из наблюде-

ний:  i[ ]Âò ì 2  — среднеквадратическое от-
клонение радиационного баланса (R  30 ) [24] 
и скрытого и явного тепла (L S 100 ) [25], 
rki [м] — пространственный масштаб АтПВ 
и АтПО ( rki 103 ) [26], a  6 3 103. [м] — ради-
ус Земли, R L S,

( )
 0 1[сут] [15, 18], c c ci A W= { , }.  

тогда: S
[ ] .11 0 035 [ ]Ñ ìåñ–12 ×  и S

[ ] .22 0 16
[ ]Ñ ìåñ–12 × . Для определения SVa

 удобно рас-
смотреть S M tij kl

ij lk
ij kl

t    ( )[ , ] ( )[ , ]
,( ) ( ( )) ,2 2  где 

  ij lk ij lk Vaa a 2 ,  σVa
2 [ ]ì ñ2 –2×  — дисперсия ско-

рости ветра, a a b cA11 12/ / ,    a a b cM21 22= = / ,
b C B cD a pa ( ) ,1   а ξ 1  — феноменологиче-
ский коэффициент, учитывающий флуктуации 
λa  в λ11.  Из определения S ij kl

 ( )[ , ]( )2  видно, 
что 2 2D a aVa ij lk Va  ,  а S M tVa

ij kl
t Va ( ( ))( )[ , ]
,

( )
  2 0 , 

где τVa
( )0  — время корреляции скорости ветра, при-

мерно равное Va
( ) .0 0 5 [сут] [26]. При этом, напри-

мер [22, 27], дисперсия Va
2 1 04 95[ . , ] [ ],ì ñ2 –× 2  

т.е. имеет сильный разброс. учитывая, что зна-
чения некоторых параметром изменяется с ши-
ротой, рассмотрим далее экваториальную об-
ласть и высокие широты, для которых примем: 
R  30 [ ],Âò ì–2× L S 100 [ ],Âò ì–2× B = 0.1 
и R  21 [ ],Âò ì–2× L S  30 [ ],Âò ì–2× B = 0.7 
и  которые будем называть далее точками 1 и 2.

Во втором примере для S T [ ]( )11  учтем 
в S [ ]( )11 и S ij kl

 ( , )[ , ]( )1 2  свойства синоптическо-
го подынтервала, оставляя при этом S [ ]( )22

и S ij kl
 ( , )[ , ]( )1 2  для S T [ ]( )22  константами, со зна-

чениями из первого примера. Как известно, 
в этом интервале в SVa

( )ω  имеется хорошо вы-
деленный максимум, соответствующий пе-
риодам от 3.5 до 6 (или даже 12) дней [11, 22]. 
Кроме того, в спектре радиационного баланса 
в данном частотном интервале также имеется мак-
симум, связанный с суточным колебанием ин-
соляции [28, 29]. учтем качественно этот факт, 
аппроксимировав SVa

( )ω  и S [ ]( )11  лоренце-
вой кривой: S SX X X X( ) / (( ) ),( )     0

0
2

1
2  где 

S v S SX a V Ra

( ) ( ) ( ){ , },0 0 0=  причем для спектра скоро-
сти ветра, согласно [22]: va  1 1 4 3. . [ ],ì ñ–1×  
SV

0 5≈ [ ]ìåñ–1 , v0 30 78 . [ ],ðàä ìåñ–1×  v1   
≈ 0 8. [ ];ìåñ–1  для радиационного баланса: 
R0 188 5 . [ ],ðàä ìåñ–1×  (TR0 1~ [сут]), R1 
≈10 [ ]ìåñ–1 , а S SR

( )[ ] ( )0 11 0  мож но вычислить, 
приравнивая ( ( )) ,[ ]S S 11

0  где (...)ω  — обозна-
чает интеграл по ω  в пределах синоптического интер-
вала S D0 1 14   /  [ ],C2   ~10 6 [ ],ðàä ñ× 1  
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что дает S
0 11 4 4[ ] . [ ].C ìåñ2 –1×  учитывая ка-

чественную простоту рассматриваемой модели, 
данная параметризация физически оправдана, 
поскольку использует минимум информации 
о свойствах спектров SX ( )ω  в синоптическом 
интервале, а именно, значения выделенных ча-
стот и времен корреляции рассматриваемых пе-
ременных.

Основные результаты представлены на 
рис. 1–3.

Как показали вычисления, в случае бело-
го шума, спектральные плотности не име-
ют выделенных частот и при   облада-

ют асимптотикой:  2  (рис. 1(а)). Во втором 
примере, в комбинированном случае с учетом 
свойств синоптического подынтервала S T [ ]( )11  
и S T [ ]( )22  содержат выделенные частоты и так-
же при   пропорциональны ω–2 (рис. 1(б)). 
При этом в спектрах АтПВ и АтПО в зависимо-
сти от значений hw, Va и va могут одновременно 
присутствовать три резонанса, два из которых 
непосредственно связаны с пиками в спектре 
скорости ветра и радиационного баланса, а тре-
тий пик находится в низкочастотном участке 
спектра и является слабо выраженным (см. вло-
женный рисунок в рис. 1(б)). На рис. 2 представ-
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рис. 1. Графики зависимости в двойном логарифмическом масштабе спектральных плотностей АтПВ – Sa[ ]C ìåñ2 ×  
и АтПО – Sw[ ]C ìåñ2 ×  от частоты ω [рад × мес–1] при Va = 10[м/с], va = 1[м/с], hw = 15[м] (σR = 21, σL–S = 30[Вт × м–2], 
B = 0.7, (число Боуэна) – точка 2): (а) — белый шум; (б) — комбинированный случай. На вложенных рисунках де-
монстрируются свойства низкочастотных участков спектров. В случае (б) Sw также имеет слабовыраженный низко-
частотный максимум, однако, из-за разницы в масштабах с Sa вложенный график для Sw не приводится.

рис. 2. Графики зависимости периодов TRа[год] и TRw[год], соответствующих резонансным частотам в спектрах 
АтПВ и АтПО, от средней скорости ветра Va[м/с] при va = 1[м/с]; (a) — без взаимодействия, когда АтПВ и АтПО 
независимы ({λ12, λ21; γ12, γ21} = 0), (б) — со взаимодействием. На этих графиках линии 1 соответствуют параметрам: 
hw = 35[м], σR = 30[Вт × м–2], σL–S = 100[Вт × м–2], B = 0.1 (число Боуэна); линии 2 — hw = 15[м] σR = 21[Вт × м–2], 
σL–S = 30[Вт × м–2], B = 0.7.
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лены зависимости периодов TRa и TRw, соответст-
вующих искомым низкочастотным резонансам, 
от Va  для взаимодействующих (рис. 2(б)) и не 
взаимодействующих (независимых) (рис. 2(а)) 
АтПВ и АтПО для экваториальной области 
и высоких широт.

Согласно этим рисункам, в случае без вза-
имодействия период TRa соответствует колеба-
ниям от года до десяти лет. Однако взаимодей-
ствие с инерционным звеном (ВКС) приводит 
к увеличению значения TRa и возникновению 
в спектре АтПО отдельного резонанса — TRw. 
Например, при Va =10 [м × c–1], va = 1[м × c–1] 
и hw = 35 [м] для точки 1: TRa = 1890 и TRw =  
= 1901 лет. Подобные колебания с периода-
ми в несколько тысяч лет действительно име-
ли место в геологическом прошлом Земли [7, 9, 
10, 30]. Однако следует отметить, что значения TRa 
и TRw сильно зависят от толщины ВКС. так, напри-
мер, уже при hw = 120 [м] для 1: T TRa Rw 11500  лет 
(Va =10 [м × c–1], va = 1[м × c–1]), а для точки 2 
уже при hw = 25 [м]: TRa = 21017 и TRw = 18660 лет, 
что по порядку величины соответствует коле-
баниям климата, вызванным астрономически-
ми факторами (циклы Миланковича [1]). По-
видимому, эта особенность связана с тем, что 
для более объективной оценки обнаруженных 
в рассматриваемой модели низкочастотных ре-
зонансов не достаточно иметь сведения о сред-
нем значении толщины ВКС, и необходимо 
учитывать также ее статистические свойства. 
Однако уже сам факт существования низкоча-

стотных пиков в S T [ , ]( )11 22 может являться сти-
мулом для дальнейшего исследования влияния 
флуктуаций коэффициентов обратных связей на 
свойства спектра климатической системы.

Наиболее просто появление низкочастотных 
максимумов в спектрах АтПВ и АтПО можно 
дать не в частотной, а во временной области. 
Данный эффект непосредственно связан с тем, 
что флуктуации скорости ветра в данной моде-
ли аппроксимированы узкополосным стаци-
онарным случайным процессом. Как хорошо 
известно [31], функция корреляции таких про-
цессов совершает затухающие колебания, ам-
плитуда и фаза которых имеют низкочастотную 
модуляцию. Принимая во внимание теперь, что 
в систему уравнений для функций корреляций 
переменных δTi входит корреляция скорости 
ветра (см. формулы (I.6–I.8) Приложения I), 
привносящая в искомую систему колебания 
в низкочастотной области, то при переходе 
в частотную область данная особенность с уче-
том измененной дисперсии системы за счет 
флуктуаций коэффициентов обратных связей 
и приводят к появлению низкочастотных мак-
симумов в S T [ , ]( )11 22 .

В заключение оценим значения среднек-
вадратического отклонения (СКО) для АтПВ 
и АтПО. В частности, на рис. 3 представлена 
зависимость СКО от Va  для комбинированно-
го случая для экваториальной области (точка 1). 
Для белого шума зависимость СКО от Va  является 
подобной. Для высоких широт (точка 2, комбини-
рованный случай), например, при Va =10 [м × c–1], 
va = 1[м × c–1] и hw = 15 [м]: A  0 14.  и W  0 12. [°C], 
что по порядку величины соответствуют дан-
ным наблюдений [32–35]. Заметим, что при 
увеличении широты, а также hw, значения θA 
и θW уменьшаются.

Зависимость СКО от hw интуитивно понят-
на, т.к. внешним флуктуациями будет тяжелее 
«раскачать» слой воды с большей толщиной. 
широтная зависимость θW также соответствует 
данным наблюдений [32]. Что же касается θA, то 
по наблюдениям она имеет противоположную 
зависимость, а именно, θA возрастает с ростом 
широты [35]. Данное несоответствие объясняет-
ся тем, что в изучаемой простой модели не учи-
тываются некоторые обратные связи, принци-
пиальные для воспроизведения правильной ши-
ротной зависимости СКО АПтВ, в частности, 
зависимость альбедо от широты, межширотный 
перенос тепла и некоторые другие [35].
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рис. 3. График зависимости среднеквадратических откло-
нений аномалий температур поверхности океана ΘW[°C] 
и приповерхностного воздуха ΘA[°C] от средней скорости 
ветра Va[м/с] при va = 1[м/с] и разных значениях толщины 
ВКС hw[м].



СВОЙСтВА ЧАСтОтНыХ СПЕКтрОВ АНОМАЛИЙ тЕМПЕрАтур ПОВЕрХНОСтИ ОКЕАНА  33

ИЗВЕСтИя рАН. ФИЗИКА АтМОСФЕры И ОКЕАНА том 55 № 4 2019

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассмотрена n-уровневая линейная 
нульмерная энергобалансовая стохастическая 
модель климата с флуктуирующими коэффи-
циентами. На примере двухуровневой клима-
тической системы, образованной взаимодейст-
вующими друг с другом через пульсации скоро-
сти ветра аномалиями температур поверхности 
океана (АтПО) и приповерхностного возду-
ха (АтПВ), исследованы свойства частотных 
спектров АтПО и АтПВ в двух случаях, когда 
статистика параметров модели и источников 
соответствует белому шуму (интервал мелко-
масштабных и мезомасштабных вариаций) 
и когда в спектре радиационного баланса и ско-
рости ветра учитывается вклад синоптического 
подынтервала. Показано, что в приближении 
белого шума частотные спектры АтПО и АтПВ 
не имеют особенностей и в асимптотике боль-
ших частот спадают обратно пропорционально 
квадрату частоты. Однако вклад синоптическо-
го подынтервала приводит к возникновению 
в спектрах АтПО и АтПВ выделенных частот, 
одни из которых соответствуют пикам в спек-
трах скорости ветра и радиационного баланса, 
а другие сильно зависят от параметров модели 
и лежат в низкочастотном участке спектра, ко-
торые соответствуют колебаниям с периодами 
в несколько тысяч лет. Кроме того, произве-
дена оценка значений среднеквадратических 
отклонений АтПО и АтПВ в зависимости от 
средней скорости ветра, которые по порядку 
величины оказались близкими к данным на-
блюдений.

В заключение автор выражает благодар-
ность Е.А. Марееву за внимание к данной ра-
боте. работа выполнена в рамках Программы 
Президиума рАН «Изменение климата: при-
чины, риски, последствия, проблемы адапта-
ции и регулирования» (проект № 0035-2018-
0024).

ПрИЛОЖЕНИЕ I. 
ВыЧИСЛЕНИЕ 

КОррЕЛяЦИЙ K t til
1 2 3 1, ,
[ ] ( , )

рассмотрим в первую очередь K t til
1 1
[ ]( , ).  Как 

и в работе [36], учитывая, что δT ti ( )  являются 
функционалами от γ ij t( , )( ),1 2  которые в свою оче-
редь имеют гауссову статистику, воспользуемся 
для вычисления K t til

1 1
[ ]( , )  формулой Фуруцу–

Новикова [37], согласно которой среднее значе-

ние от произведения гауссова случайного про-
цесса ξ(t) со средним, равным нулю, и функцией 
корреляции M t t t t  ( ) ( ) ( ) , 1 1  и функциона-
ла F[ξ] имеет вид:
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где δ/δξ(t) обозначает функциональную произ-
водную, η(t) — функция Хэвисайда, учитываю-
щая в (I.1) принцип причинности.

Используя (I.1) применительно к  K t til
1 1
[ ]( , ) =

  lk
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Найдем теперь корреляции, входящие 
в (I.2). Для этого вычисляя функциональ-
ную производную от (1) по  

( )( ),n t   считая, что 
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m n
mn j kt t t t( ) ( )( ) / ( ) ( )1 1   и   i

nt t( ) / ( )( )
1   

= 0 умножая на δT xk ( )1  и усредняя получив-
шееся выражение, имеем
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Заметим теперь, что для решения (I.3) нуж-
но вычислить третье слагаемое, для которо-
го также можно использовать формулу (I.1). 
Однако легко увидеть, что уравнение для по-
следнего слагаемого в (I.3) будет содержать 
корреляции все более высокого порядка, что 
делает невозможным замыкание (I.3). Но, по-
скольку  j

n( )  являются малыми параметрами, 
оказывается возможным решить (I.3) с опре-
деленной точностью, используя для этого 
теорию возмущений. таким образом, если 
спектр рассматриваемой модели вычисляется 
с точностью порядка   j

n n( ) ( ),  и, учитывая, что 
перед k t til

1 1
[ ]( , )  уже есть множитель γ lk

n( ),  мож-
но отбросить последнее слагаемое в (I.3), по-
скольку его вычисление через высшие корре-
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ляции дадут поправки более высокого поряд-
ка. В итоге:
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где D t Lj j t  ( ) ( ( ))( )
, 1 1  — функция Грина опера-

тора L tjµ
( ) ( ).1

Вычисляя аналогичным образом вторую кор-
реляцию в (I.2), получим
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таким образом, подставляя (I.4)–(I.5) в (I.2) 
и совершая элементарные преобразования, 
окончательно найдем

K
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где G t M t D tk
n lk n lk

k
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
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
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 D t tk ( ) ( ),    t t1,  η(t) — функция Хэвисай-
да, учитывающая в (I.6) принцип причинности.

Вычисляя аналогичным образом с указанной 
выше точностью K t til

2 3 1,
[ ]( , ),  получим
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Перейдем теперь в (I.6–I.8) в частотную об-
ласть, вычислив двойное преобразование Фурье 
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поскольку: (( ( )) ) ( ) ( ),, ,
*f t t ft t  1 11 1

2     
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f t t( )− 1  — дифференцируемая функция.

ПрИЛОЖЕНИЕ II. 
ВыЧИСЛЕНИЕ Dij ( )ω , Fjk

il1[ ]( )  
И S T

qp
 ( )[ ]( )0  ( N = 2 )

Вычислим в первую очередь частот-
ную функцию Грина Dij ( )ω . учитывая, что 
D L t iij ij t ij ij

    1 1( ) ( ( )) ,( )
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где 2 2 1 2 2 2 2( ) ( )( ).( ) ( )      
так как по условию задачи: S S 

[ ] [ ] ,12 21 0   най-

дем S S ST  
 







( )[ ] [ ] [ ]( )
( )

( )
( )

( ),0 11
2

22
2

2
11 12

2

2
22




 
 

S ST T  ( )[ ] ( )[ ]
, ,

( ) ( ) ,0 22 0 11
1 2 2 1




 S ST T  ( )[ ] ( )[ ] *( ) ( ( ))0 12 0 21   

 
 


  




  


 
21 22

2
11 12 11

2
22( )

( )
( )

( )
( )

( ).[ ] [ ]i
S

i
S

 

Приведем далее выражения для fqp
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по всем дважды повторяющимся индексам по-
дразумевается суммирование.

Приведем здесь также выражения  ll
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    ( ) / ,   jk pq jp kq jkpqe2 4  ejkpq — тензор, 
элементы которого равны 1, если любые сосед-
ние индексы, входящие в пары: [jk], [kp], [pq] 
различны, и 0, если это условие не выполняется,

 jk pq
ii ll

,
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,
( )[ , ]( , )2   и hjk pq

ii ll
,

( )[ , ]( , )2    — алгебраические 
многочлены от переменных ω и  , в совокупно-
сти, составляющие 80 выражений, которые легко 
получить, используя вышеприведенные формулы.
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Properties of the frequency spectra of the temperature anomalies of ocean surface 
and near-surface air in a simple stochastic climate model with fluctuating parameters
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The frequency properties of the ocean surface temperature anomalies (SST) and near-surface air (SAT) 
spectra are analyzed on the basis of a simple energy balance model of the climate, taking into account the 
fluctuations of the radiation balance, the latent and sensible heat flux and the velocity of the near-surface 
wind in two particular cases when the statistical properties of the model parameters are the white noise 
(small-scale-mesoscale subintervals) and the combined case when the properties of the synoptic subin-
terval of this parameters are taken into account in the SAT block. It was found that in the first case, the 
spectra have no features, and in the second they contain selected frequencies in the synoptic and low-
frequency intervals. The dependent of their frequencies on model parameters are analyzed. The properties 
of standard deviations of SST and SAT are investigated.
Keywords: Climate oscillations, stochastic climate models, multiplicative noise, temperature anomalies 
of ocean surface and near-surface air.


