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Вихревыми дорожками называют пространственно периодические системы вихрей, формирую-
щиеся за счет неустойчивости сдвиговых течений. В работе построен ряд точных и асимптотиче-
ских решений уравнений двумерной гидродинамики, описывающих нестационарные вихревые 
дорожки. Показано, что суперпозиция течения с постоянным горизонтальным сдвигом и его 
возмущения в форме немодальной волны дает точное решение, описывающее нестационарную 
вихревую дорожку с вращающимися эллиптическими линиями тока. Определена ширина поло-
сы, заключающей вихревую дорожку, получено уравнение сепаратрисы, отделяющей вихревые 
ячейки с замкнутыми линиями тока от внешнего меандрирующего течения. В рамках уравнения 
переноса потенциальной завихренности изучено влияние квазидвумерной сжимаемости и бета-
эффекта на динамику вихревых дорожек. С использованием длинноволнового приближения по-
строены решения, описывающие формирование вихревых дорожек в ходе развития неустойчиво-
сти зонального периодического течения и свободного слоя сдвига.
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ВВЕДЕНИЕ

Пространственно периодические системы 
вихрей, формирующиеся за счет неустойчи-
вости сдвиговых течений, называют вихревы-
ми дорожками. Отличительная особенность 
их структуры состоит в наличии сепаратрис, 
отделяющих замкнутые вихревые ячейки от 
внешнего меандрирующего потока. Вихревые 
дорожки часто наблюдаются на спутнико-
вых фотографиях атмосферы Земли, напри-
мер, в форме неподвижной системы круп-
номасштабных циклонов над Антарктидой 
или движущейся системы облачных кластеров 
в райо не Внутритропической зоны конверген-
ции (ВЗК) [1–3]. В атмосферах планет гигантов 
отдельные системы крупномасштабных доро-
жек получили специальное название — Белые 
и Коричневые овалы (баржи) в атмосфере 
Юпитера [4, 5]. ярким примером мелкомас-
штабных вихревых дорожек являются дорожки 
Кармана, возникающие при обтекании изоли-

рованных островов в океане. Теоретическому 
и экспериментальному исследованию этих до-
рожек посвящена обширная литература [6, 7]. 
Следует также отметить океанические вихре-
вые дорожки (системы рингов), возникающие 
в районе Гольфстрима или в районах интенсив-
ных вдольбереговых течений [3].

Изучение структуры вихревых дорожек, как 
правило, проводится в рамках лабораторного 
или численного моделирования процессов ги-
дродинамической неустойчивости [3, 8–12]. 
В теоретических исследованиях используется 
восходящее к Карману представление вихревой 
дорожки посредством периодической системы 
сингулярных (точечных) вихрей [13]. На этом 
пути были построены аналитические решения 
уравнений гидродинамики, обобщающие вих-
ревое решение Кармана на случай вращающей-
ся и стратифицированной (двухслойной или 
многослойной) жидкости [14]. За пределами 
представления Кармана фактически извест-
но лишь одно точное аналитическое решение, 
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описывающее стационарную вихревую дорож-
ку в свободном слое сдвига [15, 16]. Это ре-
шение, отвечающее периодическому течению 
с завихренностью, пропорциональной экспо-
ненте от функции тока, часто приводят для ил-
люстрации формирования вихревой структуры 
типа «кошачий глаз».

Настоящая работа посвящена построению 
и анализу точных и асимптотических решений 
уравнений гидродинамики, описывающих не-
стационарные вихревые дорожки в горизонталь-
но неоднородных двумерных течениях. Течение 
с постоянным горизонтальным сдвигом и его 
возмущение в форме немодальной волны с пе-
ременными параметрами (амплитудой и фа-
зой) рассматривается в разделе 2. Суперпозиция 
течения и возмущения дает точное решение 
2D-уравнений Эйлера, описывающее вихре-
вую дорожку с переменной амплитудой и вра-
щающимися эллиптическими линиями тока. 
Обобщение этого точного решения на случай ква-
зигеострофических движений вращающегося слоя 
мелкой воды представлено в разделе 3. Новые 
особенности динамики вихревых дорожек здесь 
связаны с бета-эффектом и эффектом деформа-
ции свободной поверхности (квазидвумерной 
сжимаемости). В то время как бета-эффект при-
водит к перемещению вихревой дорожки как 
целого, со вторым эффектом связано появление 
длительной стадии, на которой амплитуда вих-
рей практически постоянна и вращение линий 
тока отсутствует. В заключительных разделах 
статьи построены асимптотические решения, 
описывающие формирование вихревых доро-
жек на начальной стадии развития неустойчи-
вости пространственно периодических течений 
и свободного слоя сдвига. Построение решений 
проведено в рамках длинноволнового прибли-
жения с привлечением интегрального соотно-
шения, восходящего к работам Сивашинского 
и др. [17, 18].

ВИхРЕВыЕ ДОРОжКИ В ДВУМЕРНОМ 
ТЕчЕНИИ С ПОСТОяННыМ 

ГОРИЗОНТАЛьНыМ СДВИГОМ

В данном разделе рассматриваются двумер-
ные движения идеальной несжимаемой жидко-
сти. Их динамика описывается уравнением пе-
реноса завихренности

q q q qt x y y x     0, ,  (1)

где ψ — функция тока, u = – ψy, v = ψx —  ком-
поненты скорости, Δψ = ψxx + ψyy — двумерный 

оператор Лапласа. Точное стационарное реше-
ние уравнения (1)

( ) / , ( ) ,y u y y u y u y    0
2

02   (2)

отвечает течению с постоянной средней скоро-
стью u0 и постоянным горизонтальным сдви-
гом Λ. Завихренность течения q y( ) .   const  
Для определенности, далее рассматривается слу-
чай Λ > 0.

Полагая в (1)     ( ) ( , , ),y x y t  для опи-
сания нелинейной динамики возмущений тече-
ния (2) получим уравнение

             q u y q q q qt x x y y x( ) , .0 0     (3)

Будем искать решение (3) в форме гармони-
ческой волны с переменными параметрами

        a t x y t kx l t y p t( )cos , ( , , ) ( ) ( ).  (4)

Здесь a(t) и l(t) — переменные амплитуда 
и поперечное волновое число, p(t) — фазовая 
функция, связанная с локальной частотой вол-
ны ω(t) соотношением ω(t) = dp/dt. Для реше-
ний (4) входящий в уравнение (3) якобиан то-
ждественно обращается в ноль и подстановка (4) 
в (1) приводит к уравнению

cos( ) ( ) ( ) sin( ) ( ) ( )

( )

   



d
dt

t a t t a t
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dt

u k

t a

2 2
0

2

  







 (( ) ,t y
dl
dt

k





 0  (5)

где 2 2 2( ) ( )t k l t   — квадрат модуля волново-
го вектора. Из (5) следует система уравнений для 
нахождения параметров

d
dt

t a t
dl
dt

k
dp
dt

u k2
00( ) ( ) , , ,       (6)
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a t
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a l l t l kt
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( ), ( ) ( ) ,

( ) ( ) .
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 
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

2

2

0

0 0 0

0



 (7)

Согласно (7), волновое число l(t) линей-
но зависит от времени. Эта зависимость при-
водит к вращению линий постоянной фазы θ 
вокруг горизонтальной оси. При положитель-
ных значениях волновых чисел k, l(0) амплиту-
да волны a(t) сначала растет, в момент времени 
t = tm = l(0)/Λk достигает максимального значе-
ния a r am  1 0 02( ) ( ),  r(0) = l(0)/k, и далее, на 
больших временах, затухает как t –1.
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Поскольку (4) есть точное решение уравне-
ния для возмущений (3), суперпозиция этого ре-
шения и фонового потока

        
   

( ) /
( )cos ( ) ( ) ,

y u y y
a t kx l t y p t

0
2 2

 (8)

есть точное решение нелинейного уравнения (1). 
Как показано ниже, решение (8) описывает не-
стационарную вихревую дорожку в сдвиговом 
потоке.

В исследовании (8) используем стандартный 
анализ функции   ( , , )x y t  на экстремум. 
В фиксированный момент времени стационар-
ные точки (8) находятся из системы уравнений

 
 

x

y

a t k
u y a t l t
  

    
( ) sin ,

( ) ( )sin .
0

00   (9)

Из (9) следует sin  0 , и для стационарных 
точек ( , )x y∗ ∗  получим

kx n l u p y u


     ( ) ( ), / ,0 01
0 0   (10)

где n = 0 ± 1 ± 2,... . Обратим внимание, что ко-
ординаты точек не зависят от времени. Это свя-
зано с вытекающим из системы (6) законом со-
хранения dJ/dt = 0, J = Λp(t) + u0l(t).

характер стационарных точек определяет-
ся знаком определителя матрицы второго диф-
ференциала δ = AC – B2, где A = ψxx, C = ψyy, 
B = ψxy. С учетом cos( ) ( ) ,n n 1  из выраже-
ния (8) следует

A a t k a t k
B a t kl t

C

xx
n

xy
n

yy

     
   



 




( ) cos ( ) ( ) ,
( ) ( )( ) ,

2 2 1
1

   

   





a t l t

a t l t n

( ) ( )cos
( ) ( )( ) ,

2

2 1


 (11)

и     AC B a t k n2 2 1( ) ( ) . Достаточное усло-
вие экстремума δ > 0 выполняется при n = 2j. Та-
ким образом, с учетом A < 0, стационарные точ-
ки (10) при четных значениях n являются точка-
ми максимума, причем значение функции тока 
в этих точках     max ( ) / .a t u0

2 2
В соответствии с общей теорией, в неболь-

шой окрестности точек экстремума все изоли-
нии функции тока ( , , )x y t c  const  являются 
замкнутыми кривыми (в фиксированный мо-
мент времени). Поскольку вектор скорости ка-
сается этих кривых (линий тока), имеет место 
движение вокруг центров вихрей с координата-
ми (x*, y*) (10), отвечающее вихревой дорожке. 
Асимптотические уравнения замкнутых линий 

тока следуют из разложения (8) в ряд Тейлора 
в окрестности центров

  

       


   

1
2

22 2A x x B x x y y C y y( ) ( )( ) ( ) .  (12)

Смещая начало координат в центр, и, переходя 
далее к системе координат (x1, y1), повернутой на 
угол α, где tg B A C( ) / ( ),2 2    из (12) получим

   



   
      



1
2

1 2 4

1 1
2

2 1
2

1 2
2 2

x y

A C A C B, / ( ) .  (13)

Непосредственно из (13) следует, что в повер-
нутой системе координат и в окрестности центров 
изолинии функции тока являются эллипсами с от-
ношением полуосей    1 2 1

2/ / .  Поскольку 
 ~ ( ) ( ) , 1 2 20 0a t  1 ~ ( )  A C  a( ) ( )0 02   при 
t ,  на больших временах отношение полуосей 
 1 2/ ,  т.е. эллипсы, непрерывно вращаясь, 
сжимаются вдоль малой оси.

Замкнутые изолинии функции тока отде-
лены от незамкнутых изолиний сепаратрисой. 
Выделяя в (8) полный квадрат

   






 

 2 2
0

2

0
2

y
u

a t
u

( )cos ,
 (14)

и, полагая в уравнении ( , , )x y t c  зависящую 
от времени константу c u a t ( / ) ( )0

2 2  (мини-
мальное значение суммы последних двух слага-
емых (14)), найдем точное уравнение сепаратри-
сы в произвольный момент времени

y y a t   
2 12 1 ( )( cos ).  (15)

В частности, в отсутствие среднего течения  
u0 = 0 (когда y* = 0), уравнение сепаратрисы 
y a t2 12 1   ( ) cos .  Из уравнения (15) следу-
ет, что вихревая дорожка заключена в горизон-
тальной полосе y y L t  ( ),  где

L t a t
t

a( ) ( ) ( )
( )

( ) . 2 2 0 01



  (16)

Поскольку полуширина полосы L(t) пропор-
циональна корню из амплитуды, она достига-
ет максимума в момент времени t = tm = l(0)/Λk 
и далее со временем убывает как t–1/2. В фик-
сированный момент времени полуширина L(t) 
обратно пропорциональна корню из сдвига, т.е. 
чем больше сдвиг Λ, тем меньше полуширина 
области, занятой вихрями.

Таким образом, точное решение (8) (вол-
на плюс фоновый поток) описывает вихревую 
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дорожку в течении с постоянным горизонталь-
ным сдвигом. Подчеркнем, что в этой дорожке 
неподвижные центры вихрей (10) лежат на ли-
нии смены знака фоновой скорости u y( ),  а ог-
раничивающие вихри замкнутые линии тока 
сжимаются и вращаются вокруг горизонталь-
ной оси.

Для графического изображения поля фун-
кции тока удобно записать выражение (8) в без-
размерных переменных. Так, с учетом выраже-
ния для амплитуды и в случае u0 = 0, безразмер-
ная форма (8)

  




 

1 1 1 1
2 0

2

2 1 1

0 0

1
1

( , , )
( )

cos ( ) ,

( ) ,

x y y
r

r
x r y

r r r

  



 

   ll k( ) / .0

Здесь x1 = kx, y1 = ky, τ = Λt — безразмерные 
координаты и время, ψ1 = ψ/d, d r a ( ) ( ),1 00

2

   / 2 2k d  — безразмерный параметр, харак-
теризующий влияние сдвига. Теневые картины 
изолиний безразмерной функции тока ψ1 для 
трех моментов времени τ = 0,1,2 и значений па-
раметров r0 = 1, α = 0.05 приведены на рис. 1. 
Данный рисунок иллюстрирует динамику вих-
ревой дорожки. При u0 = 0, уравнение сепара-
трисы (15) в безразмерных переменных можно 
записать в виде   y r1

2 2 1 22 1 2  ( ( )) cos ( / ). Ее 
положение в момент времени τ = 2 показано на 
рис. 2.

Формирование вихревых дорожек проис-
ходит и в присутствии вязкости, учет которой 
осуществляется добавлением в правую часть 
уравнения (3) слагаемого  q ,  где ν — коэф-
фициент вязкости. Соответствующее уравнение 
также имеет точное решение в форме волны (4). 
Вязкость не влияет на динамику волнового чис-
ла l(t), однако приводит к дополнительному 
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рис. 1. Теневые картины изолиний поля безразмерной 
функции тока ψ1 для трех моментов времени: (а) τ = 0; 
(б) τ = 1 ; (в) τ = 2.
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рис. 2. Положение сепаратрисы в момент времени τ = 2.
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затуханию амплитуды, которая удовлетворяет 
уравнению

d
dt

t a t a t  2 4 0( ) ( ) ( ) ( ) .  

Переходя к безразмерному времени τ = Λt и де-
лая замену a a1

2  ,  уравнение можно записать 
в виде da dt R r a1 0

2
11 0/ ( ) ,      где r l k0 0= ( ) /  

и безразмерный параметр R k  2 /   является 
аналогом обратного числа Рейнольдса. Решение 
последнего уравнения a a Rh1 1 0( ) ( )exp ( ) ,     
h r r( ) ( / ) ( ) ,      1 3 0

3
0
3  описывает затухание 

амплитуды волны за счет вязкости. Поскольку 
вязкость не приводит к изменению фонового 
потока (2), суперпозиция этого потока и вол-
ны (4) также дает точное решение, отвечающее 
вихревой дорожке.

Завершая данный раздел, отметим, что вол-
новые решения (4) ранее рассматривались в кон-
тексте линейной теории устойчивости для ил-
люстрации так называемого немодального роста 
энергии возмущений [19–21]. В данном разделе 
показано, что каждое решение (4) в действи-
тельности есть точное решение и что наложение 
этого решения (немодальной волны) на фоно-
вый поток приводит к формированию вихревой 
дорожки.

ВИхРЕВыЕ ДОРОжКИ В СДВИГОВОМ 
ТЕчЕНИИ ВРАщАЮщЕГОСя СЛОя 

МЕЛКОй ВОДы

Квазигеострофические движения вращаю-
щегося слоя мелкой воды описываются уравне-
нием переноса потенциальной завихренности 
(уравнением чарни–Обухова) [22, 23]

q q q

q L y
t x y y x

R

  

  

 

  

0
2

,
.  (17)

Здесь ψ — геострофическая функция тока, про-
порциональная отклонению глубины η от не-
возмущенного значения H, u = –ψy, v = ψx —  
компоненты скорости, L gH fR = /  — радиус 
деформации Россби. Первые два слагаемых 
в выражении для q (17) описывают соответст-
венно вклад в потенциальную завихренность 
относительного вихря и деформации свободной 
поверхности. Радиус деформации представляет 
масштаб, для которого оба вклада сопоставимы. 
Последнее слагаемое учитывает так называемый 
бета-эффект, обусловленный слабой горизон-
тальной неоднородностью распределения пол-

ной глубины или неоднородностью распределе-
ния параметра Кориолиса.

Как и ранее, рассматриваем течение с гори-
зонтальным сдвигом (2), которое является точ-
ным решением (17). Нелинейная динамика воз-
мущений течения описывается уравнением

            

  

q u y q q q q

q k u k y k
t x y x x y y x

y R R R

( ) ( ) ,
,

0
2

0
2

0



  

  LR
1.  (18)

Принципиальное отличие уравнения (18) от 
уравнения (3) состоит в наличии слагаемого, 
пропорционального градиенту qy . В математи-
ческом плане с этим слагаемым связано появ-
ление волн Россби и ряда новых особенностей 
динамики вихревых дорожек.

Точное решение (18) ищем в форме немо-
дальной волны (4). Подстановка (4) в (18) при-
водит к системе уравнений для нахождения па-
раметров волны

d
dt

K t a t
dl
dt

k
t

K t
dp
dt

k
K t

u t

2
2

2

2 0
2

0( ) ( ) , ( )
( )

,

( )
( )

    

  

 

  ,,  (19)

где 2 2 2( ) ( )t k l t   и K t t kR
2 2 2( ) ( ) .   При kR = 

= β = 0 система (19) сводится к системе (6).
Как и ранее, суперпозиция фонового потока 

и немодальной волны дает точное решение (8), 
описывающее вихревую дорожку. В отсутствие 
бета-эффекта, образующие дорожку эллиптиче-
ские вихри с неподвижными центрами (10) вра-
щаются вокруг горизонтальной оси. Временная 
динамика этого процесса, однако, сильно ме-
няется. Действительно, обозначая r t l t k( ) ( ) /=  
и переходя к безразмерному времени τ = Λt, 
уравнение для поперечного волнового числа 
в (19) можно свести к уравнению

dr
d

r
r F

 
 

1
1

0
2

2 ,
 (20)

где параметр F k kR= 2 2/  есть квадрат отноше-
ния длины волны к радиусу деформации. Реше-
ние (20) с начальным условием r r l k( ) ( ) / ,0 00= =  
записывается в неявном виде

r F r r F r( ) ( )) ( ) .     arctg( arctg0 0  (21)
При F << 1 из (21) следует практически линей-

ная зависимость волнового числа l(t) от времени 
(как и в случае двумерных движений LR   ). 
При умеренных и больших значениях F появля-
ется важная особенность — достигая нулево-
го значения, волновое число в течение долгого 
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времени практически не меняется со време-
нем. Соответственно, не меняется и амплитуда 
a t K a K t( ) ( ) ( ) / ( )= 2 20 0  (рис. 3).

Таким образом, в ситуации, когда длина вол-
ны сопоставима с радиусом деформации, сущест-
вует длительная стадия практически постоянных 
значений волнового числа ( l t( ) ~ 0 ) и амплитуды 
( a t F r a( ) ~ ( ( ) ) ( )1 1 02 1

0
2   ). Этой стадии отве-

чает формирование квазистационарной вихре-
вой дорожки. Оси симметрии эллиптических 
вихрей в этой дорожке строго горизонтальны 
и вертикальны, полуширина вихревой полосы 
L t a t( ) ( ) 2 1  отвечает максимальному зна-
чению амплитуды (достигаемому в момент вре-
мени t t l km  ( ) /0  ). Качественная картина 
линий тока подобна картине, представленной 
на средней панели рис. 1. Подчеркнем, что фор-
мирование квазистационарной дорожки связано 
исключительно с эффектом деформации сво-
бодной поверхности.

Поскольку в уравнение (20) не входит пара-
метр β, бета-эффект не оказывает влияния на 
динамику волнового числа и амплитуды. Вместе 
с тем, этот эффект приводит к перемещению 
вихревой дорожки как целого. Действительно, 
формулы для координат центров вихрей (экс-
тремумов функции тока (8)) можно записать 
в виде

kx n J t y u


     1
0( ), / ,  (22)

где J t l t u p t( ) ( ) ( ). 0   Из второго и третьего урав-
нений системы (19) следует dJ dt k K t/ / ( ).   2  
С учетом (22), для скорости перемещения цен-
тров вихревой дорожки вдоль горизонтальной 
оси получим

dx
dt

k
dJ
dt K t

   ( )
( )

. 1
2


 (23)

Таким образом, вихревая дорожка распро-
страняется на запад, причем скорость переме-
щения, пропорциональная амплитуде, достигает 
максимума при t = tm и далее монотонно стре-
мится к нулю.

Отметим отличия в направлении распростра-
нения волн Россби и вихревых дорожек. Для 
классических волн Россби, существующих в от-
сутствие сдвига Λ = 0, из последнего уравнения 
системы (19) следуют известные выражения для 
частоты волны   dp dt/  и фазовой скорости 
c k u Kph      / / .0

2 2  Согласно последнему 
выражению, короткие волны Россби ( 2

0 / u ) 
распространяются на восток, длинные волны 
( 2

0 / u ) — на запад. Вихревые дорожки всег-
да распространяются на запад, причем на квази-
стационарной стадии их скорость перемещения 
практически постоянна и равна   / ( )k kR

2 2 . 
Обратим внимание, что, в отличие от волн 
Россби, скорость перемещения дорожек не за-
висит от средней скорости потока u0. Примеры 
распространяющихся на запад вихревых доро-
жек в атмосфере представлены в [1].

ВИхРЕВыЕ ДОРОжКИ 
В ПРОСТРАНСТВЕННО 

ПЕРИОДИчЕСКИх 
ТЕчЕНИях

В данном разделе построены асимптотиче-
ские решения, описывающие формирование 
вихревых дорожек на начальной стадии раз-
вития неустойчивости пространственно пе-
риодических течений идеальной жидкости. 
Удобно проводить рассмотрение в безразмер-
ных переменных, считая характерную скорость 
течений U, а горизонтальный масштаб (пе-
риод) 2πL. Принимая в качестве масштабов 
координат, времени и функции тока соответ-
ственно L, L/U, LU, для описания динамики 
течений получим уравнение (1), которое запи-
шем в форме

( ) , .   t     0  (24)

Здесь квадратными скобками обозначен яко-
биан A B A B B Ax y y x, .   

Для 2π периодических по координате y тече-
ний из уравнения (24) следует важное интеграль-
ное соотношение. Определим операцию осред-

нения по периоду 2π: A A y 1
2 0

2





d .  Запи сывая 

якобиан в дивергентной форме    ,      x y
   

рис. 3. Зависимость от безразмерного времени нормиро-
ванной амплитуды a(τ)/a(0) для значения F = 10 (пунктир) 
и F = 20 (сплошная линия).
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  y x
 и применяя к (24) операцию осредне-

ния, получим соотношение



 



t xxx y xx   0.  (25)

которое, после понижение порядка по коорди-
нате, также можно записать в виде

  x t y xx   .  (26)

Аналоги соотношений (25), (26) (примени-
тельно к уравнениям для возмущений) исполь-
зовались Сивашинским и др. в исследованиях 
устойчивости периодических течений [17, 18].

Будем искать низкочастотные и длинновол-
новые по координате x решения уравнения (24), 
удовлетворяющие условию (26). Перейдем 
в (24) к «медленным» переменным τ = εt, 
ξ = εx, где ε << 1 — малый параметр, и пред-
ставим функцию тока в форме асимптотиче-
ского разложения     ( ) ( ) ...0 1 . С учетом 
    yy

2 ,  для нулевого члена разложе-
ния получим уравнение (верхний индекс опу-
скаем)

    
  yy yy y y yy         0.  (27)

К этому уравнению присоединяется соотно-
шение

       y ,  (28)

следующее из соотношения (26).
Как и исходное уравнение (24), уравне-

ние (27) имеет точное стационарное решение 
ψ = F(y), где F(y) — 2π-периодическая функ-
ция. Примерами таких функций являются 
F(y) = exp(sin y), F(y) = tanh(sin y) и, в общем 
случае, F(y) = Φ(sin y), где Φ(z) — произвольная 
функция. Каждое стационарное решение опи-
сывает зональное (направленное вдоль горизон-
тальной оси) периодическое течение. Случай 
F(y) = sin y отвечает так называемому невязко-
му течению Колмогорова с профилем скорости 
u = –cos y.

Важная особенность состоит в том, что нели-
нейные уравнения (27), (28) имеют класс точных 
нестационарных решений вида

    
   

( , , ) ( ) ( , ),
( , ),

y t F c
y
 

   (29)
где функции     ( , ), ( , )c  удовлетворяют си-
стеме линейных уравнений

 


      

 

c c m

m F

0 02

2 2

, ,

( ) .  (30)

Это устанавливается непосредственной про-
веркой. Так, подстановка представления (29) 
в уравнение (27) приводит к уравнению

         F F c F F F( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,           0

из которого, после сокращений, следует первое 
уравнение (30). Прямое вычисление входящих 
в пра вую часть соотношения (29) производных дает

          y F F F F c      ( ) ( ) ( ) ( ) .2 2

Отсюда, после осреднения  y   
 F 2( ) .   Аналогичное осреднение левой 
части, после понижения порядка дает второе 
уравнение (30).

Каждое нестационарное решение (29) можно 
рассматривать как возмущенную форму стаци-
онарного решения ψ = F(y) и интерпретировать 
в терминах нелинейной теории устойчивости 
стационарных периодических течений. В отли-
чие от стандартной линейной теории устойчи-
вости, где фигурирует только аддитивное возму-
щение c( , ),   в решениях (29) учитывается так-
же возмущение фазы   ( , ).

Система (30) сводится к одному уравнению  
c m ctt xx 2 0,  которое имеет экспоненциаль-
но растущие решения c t kx~ exp exp ,   i  где 
 2 2 ( ) .mk  Решение системы (30) с начальными 
условиями    ( , ) sin( ),0 0 k  c c k( , ) cos( ) 0 0  
за писывается в виде

         
   

( , ) ( )sin( ), ( , ) ( )cos( ),
( ) cosh( ) (

 
 

 



k c c k

0 cc m mk
c m c

0

0 0

/ )sinh( ), ,
( ) sinh( ) cosh( ).

 
   


   (31)

Непосредственно из (31) следует существо-
вание неустойчивости периодического течения 
с инкрементом нарастания возмущений γ = mk. 
В частности, для невязкого течения Колмогорова 
F ( ) sin( )  , m F2 2 2 1 2   ( ) cos ( ) /   и инк-
ремент нарастания возмущений   k / .2  Отве-
чающее этому течению нестационарное реше-
ние (29) для функции тока имеет вид

      ( , , ) sin ( )sin( ) ( )cos( ).y t y k c k  

  (32)

Теневые картины изолиний функции то-
ка (32) для трех моментов времени τ = 0, 2, 4 
и в ситуации, когда начальное аддитивное от-
клонение отсутствует (c0 = 0, φ0 = 0.1) пред-
ставлены на рис. 4. Как видно, в ходе развития 
неустойчивости формируются периодические 
системы замкнутых вихревых ячеек, отделен-
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ных сепаратрисами от меандрирующих пото-
ков с незамкнутыми линиями тока. С течени-
ем времени ячейки сжимаются по горизонтали 
и вытягиваются в поперечном направлении. 
Отметим, что по горизонтальной оси рисунков 
стоит kξ, так что для получения картин в реаль-
ном масштабе их следует растянуть по горизон-
тали.

Аналитическое исследование структуры функ-
ции тока (32) проводится аналогично второму 
разделу. Из уравнений   0,   y  0  находят-
ся координаты стационарных точек    n k/ ,  
y l  ( / ) , 2  где n, l — целые числа. Вычис-
ление вторых производных и определителя ма-
трицы второго дифференциала дает    AC B2

   k c n l2 11( )( ) .  Отсюда следует, что точки ξ*, y* 
являются центрами вихревых ячеек (точками 
экстремума, δ > 0), если числа n, l имеют разную 
четность. С этим связано расположение вих-
рей на рис. 4 — между каждыми двумя вихрями 
в одном горизонтальном ряду расположен вихрь 
соседнего ряда. Вихри соседних рядов при этом 
имеют разные полярности. Как и в разделе 2, 
с использованием разложения Тейлора показы-
вается, что в окрестности центров вихрей линии 
тока есть эллипсы с зависящими от времени по-
луосями.

Уравнения сепаратрис получаются из рас-
смотрения общего уравнения для линий тока 
    ( , , ) sin( ) ( )cos( ) ,y t c k c    где c — кон-
станта, параметрически зависящая от времени. 
Удобно положить c c E ( ) 2  и записать урав-
нения для линий тока как

K P E K c k P    , ( )sin ( / ), sin( ).2 22
     (33)

В такой форме, каждое уравнение (33) анало-
гично закону сохранения энергии для уравнения 
механических колебаний частицы K, и P играют 
роль соответственно кинетической и потенци-
альной энергии. Поскольку K ≥ 0, из рассмотре-
ния на фазовой плоскости следует существова-
ние замкнутых и незамкнутых фазовых кривых, 
причем отделяющей их сепаратрисе отвечает 
значение энергии E P max ( ) . 1  Таким обра-
зом, для представленных на рис. 4 теневых кар-
тин, уравнения сепаратрис

2 2 12




c k
y k

( )sin ( / ) cos( ),
( )sin( ).

  
   

 
   (34)

Данные уравнения определяют кривые y = 
= y(ξ, τ) в неявном виде.

Остановимся на оценке точности реше-
ния (32). Это решение асимптотически справед-
ливо на временах, когда выполнено длинновол-

рис. 4. Теневые картины изолиний функции тока (32) для 
трех моментов времени: (а) τ = 0; (б) τ = 2.5; (в) τ = 5. Зна-
чения параметров с0 = 0, φ0 = 0.1, k = 1.
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новое приближение      yy yy
2 ~ ,  или, 

что экви валентно,   
2.  С учетом явного вы-

ражения (32) легко показать, что, в терминах ре-
ального времени, последнее неравенство выпол-
няется, если t T ( ) , где T ( ) ln( ) .       O 1 1 2  
Поскольку T ( )    при   0  область приме-
нимости решения охватывает достаточно боль-
шой начальный временной промежуток.

Отметим, что устойчивость невязкого тече-
ния Колмогорова исследовалась в недавней ра-
боте [24] с использованием метода Галеркина. 
Было выделено три стадии развития неустойчи-
вости, линейная, квазилинейная и финальная 
нелинейная стадия — стадия устойчивых колеба-
ний. Асимптотические решения данного разде-
ла отвечают квазилинейной стадии и получены 
без привлечения метода Галеркина. Выражение 
для инкремента нарастания   k / 2  следует 
из полученного в упомянутой работе общего вы-
ражения  2 2 2 21 2 1  k k k( ) / ( )  в длинноволно-
вом пределе k → 0.

Укажем также на возможность построения 
более общего решения        ( )sin ( , )y
 c( , )  , дополнительно учитывающего началь-
ную модуляцию амплитуды течения Колмого-
рова, описываемую функцией  ( ).  Подстановка 
последнего выражения в (27), (28) приводит к сис-
теме

           c c0 1 2 02, ( ) ,

для решения которой можно привлекать асим-
птотические и численные методы. В частности, 
при периодической модуляции  ( )  примени-
мы методы теории осреднения уравнений с пе-
риодическими коэффициентами. Данное обо-
бщение распространяется на случай решений 
         ( ) ( , ) ( , ),F y c  где F ( )θ  — пери-
одическая функция, удовлетворяющая уравне-
нию FF F F     0.

ВИхРЕВыЕ ДОРОжКИ 
В СВОБОДНОМ СЛОЕ 

СДВИГА

Рассмотренный выше подход можно приме-
нить и к неограниченным течениям со структу-
рой свободного слоя сдвига. Профиль скорости 
невозмущенного течения отвечает плавному 
переходу между двумя постоянными значения-
ми на бесконечности. Динамика длинноволно-
вых возмущений описывается уравнением (27), 
к которому присоединяется условие (28). Прин-
ципиальная разница состоит в том, что опера-

ция осреднения в (28) теперь определяется как 

 



lim .

L
L

L

L
dy

1
2

Свободному слою сдвига, отвечает точное 
стационарное решение уравнения (27)

      F y y u yy( ) ln(cosh( )), tanh( ).  (35)

Как и ранее, проверяется, что для функ-
ции F(y) существует класс нестационарных ре-
шений вида (29), где функции     ( , ), ( , )c  удов-
летворяют системе линейных уравнений (30). 
Значение входящего в систему (30) коэффициен-
та m2 находится прямым вычислением. С учетом 
 F 2 2( ) tanh ( )   и tanh ( ) ( tanh ),2 2

  
L

L
d L L 

получим

m F
L

L L
L

2 2 1
2

2 2 1     


( ) lim tanh .

Решение системы (30) с начальными условия-
ми    ( , ) sin( ),0 0 k  c c k( , ) cos( ), 0 0  таким 
образом, дается выражениями (31), где m = 1. 
В случае c0 = 0 соответствующее нестационар-
ное решение для функции тока записывается 
в виде

   
   

( , , ) ln cosh( ) ( )cos( ),
( )sin( ), ( )

y t c t k

y t k t

   
  



  


0

0

cosh( ),
( ) sinh( ).

kt
c t kt   (36)

Из (36) следует неустойчивость свободного 
слоя сдвига — длинноволновые возмущения на-
растают с инкрементом γ = k.

Теневые картины изолиний функции то-
ка (36) для трех моментов времени представ-
лены на рис. 5. Как видно, развитие неустой-
чивости сдвигового слоя сопровождается 
формированием ярко выраженной вихревой 
дорожки. Из исследования (36) на экстремум 
следует, что центры вихрей (  , y ) в дорожке 
лежат на линии смены знака скорости течения: 
y  0,     n k/ ,  где n четное. Аналогично пре-

дыдущему разделу, с привлечением механиче-
ской аналогии, находится уравнение сепаратри-
сы, отделяющей замкнутые вихревые ячейки от 
внешнего потока: 2 22

c t k( )cos ( / ) ln cosh .     
Обращая гиперболический косинус, из послед-
него уравнения можно получить явное уравне-
ние сепаратрисы

y z z k

z c k

   
  

ln ( )sin( ),

exp ( )cos ( / .

2

2

1

2 2





  

   (37)
Обратим внимание, что при c0 = 0 началь-

ному моменту времени отвечает сепаратриса 
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y k  0 sin( ).  Существование этой сепара-
трисы связано с заданием начального перио-
дического возмущения фазы. График сепара-
трисы (37) в момент времени τ = 1 показан на 
рис. 6.

Следует отметить, что построение асим-
птотических решений в данном разделе носи-
ло формальный характер. Для свободного слоя 
сдвига это связано с тем, что уже на небольших 
временах длинноволновое приближение нару-
шается при y .  Можно предположить, что 
решение (36) дает удовлетворительную аппрок-
симацию непосредственно в пределах сдвигово-
го слоя y < 1.

ЗАКЛЮчЕНИЕ

Гидродинамическая неустойчивость пра-
ктически любого сдвигового течения приводит 
к формированию вихревых дорожек. С этим 
связано их широкое распространение в природ-
ных условиях и условиях лабораторных экспе-
риментов. Основная сложность в изучении вих-
ревых дорожек состоит в том, что они представ-
ляют собой нелинейный объект гидродинамики, 
требующий для своего описания либо прямого 
численного моделирования, либо привлечения 
восходящих к Карману искусственных представ-
лений дорожки в виде системы точечных вихрей 
с заранее заданными положениями. Двумерная 
функция тока     ln ( ) cosh cos ,/1 2 1 2A y a x  
описывающая стационарную вихревую дорож-
ку в слое сдвига, до настоящего времени дает 
единственный пример точного решения гидро-
динамических уравнений [1, 16]. Результаты 
настоящей работы в некоторой степени вос-
полняют этот пробел. Построенные точные 
и асимптотические решения для вихревых 

рис. 5. Теневые картины изолиний функции тока (36) для 
трех моментов времени: (а) τ = 0; (б) τ = 2; (в) τ = 3. Значе-
ния параметров с0 = 0, φ0 = 0.1, k = 1.
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дорожек допускают простое аналитическое 
исследование, позволяющее, в частности, оп-
ределить ширину вихревой полосы, конфи-
гурацию линий тока, положение сепаратрис. 
Кроме того, эти решения иллюстрируют прин-
ципиальную роль горизонтального сдвига ско-
рости течений в процессе формирования вих-
ревых дорожек. В заключение, отметим воз-
можное обобщение представленных решений 
на случай медленных движений вращающейся 
стратифицированной жидкости, которые име-
ют квазидвумерный характер. Ряд таких реше-
ний рассмотрен в недавней работе [25].
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Spatially periodic vortex systems that form due to unstable shear flows are called vortex streets. A number 
of exact and asymptotic solutions of two-dimensional hydrodynamic equations describing nonstationary 
vortex streets have been constructed. It is shown that the superposition of the flow with a constant hori-
zontal shear and its perturbations in the form of a nonmodal wave provides an exact solution that describes 
a nonstationary vortex street with rotating elliptic current lines. The width of the zone occupied by such 
a vortex street has been determined. The equation of separatrix separating vortex cells with closed current 
lines from an external meandering flow has been obtained. The influence of the quasi-two-dimensional 
compressibility and beta effect on the dynamics of vortex streets has been studied based on the potential 
vorticity transport equation. The solutions describing the formation of vortex streets during the develop-
ment of an unstable zonal periodic flow and a free shear layer have been constructed using a longwave ap-
proximation.

Keywords: vortex streets, hydrodynamic instability, shear flows, current function, horizontal shear, beta ef-
fect, periodic flows, free shear layer.


