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В работе решается задача о распространении локализованного внутреннего возмущения в виде 
осциллирующего волнового пакета (бризера) первой моды в трехслойной жидкости с неров-
ным дном в виде сглаженной ступеньки. Исследование проводится методами численного мо-
делирования в рамках полнонелинейной двумерной (вертикальная плоскость) системы уравне-
ний Навье–Стокса. Проведен цикл расчетов для различных ширины и высоты донного уступа. 
Неоднородность среды приводит к трансформации волнового поля с формированием слабых 
отраженных волн старших мод и прошедших в область меньших глубин одного либо двух пол-
нонелинейных бризеров первой моды. Путем анализа линейной устойчивости в терминах чисел 
Ричардсона и Фруда выявлено, что потенциально неустойчивые области возникают при наи-
меньших значениях ширины уступа. Проведен амплитудный и энергетический анализ вторичных 
отраженных нелинейных волн. Проанализирован модовый состав полнонелинейного волнового 
поля. Показано, что первая мода дает наибольший вклад в вертикальную структуру полнонели-
нейного пакета, однако заметен вклад четвертой, второй и третьей мод.
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ВВЕДЕНИЕ

Внутренние гравитационные волны являют-
ся одной из важнейших составляющих волно-
вых движений в стратифицированных водоемах. 
Такие волны возникают и распространяются 
на границах раздела слоев различной плотно-
сти в стратифицированной жидкости. Волновая 
динамика внутренних волн достаточно хорошо 
изучена для двухслойной стратификации, кото-
рая в первом приближении описывает распре-
деление плотности воды по глубине для боль-
шинства водоемов. Однако в настоящий момент 
появляется большое количество работ, посвя-
щенных исследованиям волновой динамики 
в трехслойной жидкости, где можно наблюдать 
более сложные динамические режимы [1, 2]. 
Подобная стратификация с двумя выраженны-
ми скачками плотности встречается в отдель-
ные сезоны в различных акваториях, например, 
в Южно-Китайском [3] и Балтийском [4] морях. 
Некоторые волновые процессы, протекающие 
в трехслойной жидкости, были исследованы 
в ряде работ, как в рамках слабонелинейной 

теории [5], так и в рамках полнонелинейной чи-
сленной модели [6, 7]. Однако некоторые важ-
ные аспекты волновой динамики в трехслой-
ной жидкости изучены недостаточно подробно, 
например, на сегодняшний день достаточно 
слабо исследован класс длинных нелинейных 
локализованных пакетов — бризеров, для ко-
торых трехслойная жидкость является про-
стейшей средой, где они могут существовать. 
Долговременное распространение такого пакета 
было подтверждено численным моделировани-
ем в рамках уравнений Эйлера [8], также, рас-
пространение бризероподобных образований 
наблюдалось и в реальном океане [9–12].

Взаимодействие внутренних волн больших 
амплитуд с шельфом может способствовать тур-
булентному перемешиванию и транспорту пи-
тательных веществ по вертикали. Существует 
значительное количество работ, посвященных 
накату внутренних волн различной природы 
на прибрежную зону (см., например, [13–15]). 
Проводились как лабораторные исследования, 
так и теоретические [16], рассматривались раз-
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личные режимы взаимодействия внутренних 
волн с особенностями топографии как в двух-
слойной жидкости, так и в трехслойной. В рабо-
те [17] исследованы процессы трансформации 
солитонов понижения первой моды над донным 
уступом в трехслойной жидкости и продемон-
стрированы процессы генерации высокомодо-
вых возмущений при взаимодействии с верти-
кальной ступенью. Также, возможен и обратный 
процесс: в работе [18] изучались процессы вза-
имодействия волн второй моды с резко изменя-
ющимся дном, сопровождающиеся генерацией 
волн первой моды.

К сожалению, в настоящее время, в откры-
тых источниках отсутствует информация о на-
блюдениях внутренних бризеров в динамике. 
Доступны лишь наблюдения двух волновых па-
кетов в точке [9–12], которые имеют сходство 
с внутренними бризерами. Однако подтвердить 
принадлежность этих пакетов к данному классу 
явлений можно лишь имея наблюдения в не-
скольких последовательных точках вдоль трассы 
распространения этих волн.

В рамках данной работы исследуются про-
цессы трансформации бризера над верти-
кальным уступом с различными параметрами 
в почти трехслойной жидкости симметричной 
стратификации плотности в рамках полнонели-
нейной численной модели. Проводится сравне-
ние результатов, полученных при накате полно-
нелинейного бризера на уступы с различными 
значениями ширины и высоты. Анализируется 
линейная устойчивость волнового поля в тер-
минах чисел Ричардсона и Фруда. В качестве 
основного инструмента численного моделиро-
вания используется негидростатическая полно-
нелинейная численная модель MITgcm [19], ко-
торая широко применяется для моделирования 
процессов различных масштабов, от глобальной 
циркуляции до поверхностных волн.

1. БРИЗЕРы УРАВНЕНИй КдВ-ИЕРАРхИИ

Большинство исследований, посвященных 
изучению динамики внутренних неизлучаю-
щих локализованных импульсов, проводятся 
с помощью упрощенных моделей — нелиней-
ных эволюционных уравнений. Одним из та-
ких уравнений является уравнение Кортевега–
де Вриза, которое описывает трансформацию 
и распространение длинных внутренних волн 
одной фиксированной моды в слабонелинейном 
пределе. Во многих задачах, которым свойствен-
на симметричная стратификация, фигурирует 

модифицированное уравнение Кортевега–де 
Вриза (мКдВ):
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где η(x, t) описывает трансформацию волны 
вдоль оси распространения и ее эволюцию во 
времени, c — фазовая скорость распространения 
волны, α1 — коэффициент кубической нелиней-
ности, β — коэффициент дисперсии. Коэффи-
циенты уравнения мКдВ определяются через 
модовую функцию Φ(z) и нелинейную поправку 
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где функция Φ(z) находится как решение задачи 
штурма–Лиувилля:
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  — частота Вяйсяля–Брента, 

ρ(z) — стратификация плотности, g — ускорение 
свободного падения, z — вертикальная коорди-
ната, направленная вверх), а функция Tn(z) — 
как решение неоднородной краевой задачи:
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с дополнительным условием нормализации 
Tn(zmax) = 0, где zmax определяется как координата 
точки экстремума решения (4).

Бризер уравнения мКдВ [18], который ис-
пользуется для инициализации поля плотности 
и горизонтальной скорости в полнонелинейных 
расчетах в настоящей работе имеет вид:
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a и b — произвольные параметры, θ0 и φ0 — фа-
зовые сдвиги. Параметр b влияет на количество 
волн в волновом пакете, параметр a определяет 
величину амплитуды бризера.

В данной работе стратификация плотности 
задавалась в виде суперпозиции гиперболиче-
ских тангенсов:
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где ρ0 = 1020 кг/м3 — среднее значение плотно-
сти, Δρ1 = 7.65 кг/м3, Δρ2 = 7.65 кг/м3 — скачок 
плотности на верхнем и нижнем пикноклинах 
соответственно, z = 0 соответствует поверхности 
жидкости, zrus1

 = –30 м, zrus2
 = –70 м — глубины 

залегания пикноклинов, drus1
 = drus2

 = 4 м — ха-

рактерная полуширина пикноклинов, полная 
глубина жидкости до уступа составляет 100 м.

Для заданной стратификации плотности (7), 
была решена задача (4); профили плотности, 
частоты плавучести и вид первой моды Φ(z) 
представлены на рис. 1, а также вычислены 
коэффициенты c, α1, β (результаты приведены 
в табл. 1).

Схема расчетной области и начального 
возмущения поля плотности представлен на 
рис. 2. Длина исследуемой области принима-
лась равной L = 15 000 м, невозмущенная глуби-
на — H = 100 м с высотой уступа Hs и шириной 
Ws. Все рассматриваемые случаи перечисле-
ны в табл. 2. Проводилась серия из 15 полно-
масштабных вычислительных экспериментов, 
варьировалась как высота уступа в диапазоне 
4–20 м с шагом 4 м, так и его полуширина — 
в диапазоне 100–500 м с шагом 200 м. Форма 
сглаженного уступа определялась следующим 
соотношением:
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где х0 = 10 000 м — положение центра зоны неод-
нородной глубины по оси Х, Ws = 2d — характер-
ная ширина уступа.

Таблица 1. Значения коэффициентов уравнения мКдВ для стратификации плотности (7)

Коэффициент c, м/c α1, (м/с)–1 β, м3/с
Значение 2.0349 0.0025 968.2828

Таблица 2. характеристики расчетной области для серии численных экспериментов

Эксперимент Высота уступа, м Полуширина уступа d, м Разрешение по пространству (OX × OZ)
Э1 4 100 1500 × 200
Э2 4 300 1500 × 200
Э3 4 500 1500 × 200
Э4 8 100 1500 × 200
Э5 8 300 1500 × 200
Э6 8 500 1500 × 200
Э7 12 100 1500 × 200
Э8 12 300 1500 × 200
Э9 12 500 1500 × 200

Э10 16 100 2000 × 200
Э11 16 300 1500 × 200
Э12 16 500 1500 × 200
Э13 20 100 2000 × 200
Э14 20 300 2000 × 200
Э15 20 500 2000 × 200



 ТРАНСФОРМАЦИя БРИЗЕРА ВНУТРЕННИх ВОЛН ПЕРВОй МОДы 185

ИЗВЕСТИя РАН. ФИЗИКА АТМОСФЕРы И ОКЕАНА том 55 № 6 2019

2. ГЕНЕРАЦИя ПОЛНОНЕЛИНЕйНОГО 
БРИЗЕРА

Структура и характеристики полнонелиней-
ных бризеров могут существенно отличаться от 
аналогичных характеристик слабонелинейных 
бризеров. По этой причине слабонелинейный 

пакет, заданный как начальное условие в пол-
нонелинейной задаче, начинает трансформи-
роваться и генерировать мелкомасштабные ос-
циллирующие «хвосты». В данной работе для 
чистоты экспериментов, после того, как слабо-
нелинейный бризер трансформировался в пол-
нонелинейный, осциллирующие образования 

рис. 1. (а) — стратификация плотности жидкости; (б) — частота Вяйсяля–Брента; (в) — модовая функция Φ1.

рис. 2. Схема проводимых экспериментов.

(а) (б) (в)
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«обрезались», и бризер вновь помещался в не-
возмущенную стратификацию. Процедура по-
вторялась итеративно до получения стабильного 
полнонелинейного бризера (критерии опреде-
ления полнонелинейного бризера рассмотрены 
более подробно в [8]). Рассчитанные с помощью 
модели MITgcm [19] поля скорости и плотности 
полноенелинейных бризеров использовались 
в последующих экспериментах по трансфор-
мации бризеров над вертикальным уступом. 
Подобный подход применялся в [20] для гене-
рации уединенных волн большой амплитуды 
в рамках полнонелинейной численной модели.

Свободные параметры начального слабо-
нелинейного мКдВ бризера a и b подбирались 
таким образом, чтобы слабонелинейный бри-

зер был наиболее близок к полнонелинейному. 
На рис. 3а представлено распределение плот-
ности со смещением изолиний в виде бризе-
ра мКдВ (6) со значениями свободных параме-
тров а = –0.09 и b = 0.05, соответственно, а на 
рис. 3б — его спектр:

S x x t ek j
i n j t

j

n
k( , ) ( , ) ( / )( )( )      
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в точке 4000 м, где ωk = k/(2Δt), Δt — шаг по вре-
мени в массиве {tj} k — номер соответствующей 
гармоники в дискретном разложении Фурье.

На рис. 4 приведено сравнение вертикально-
го смещения верхнего пикноклина в слабоне-
линейном и полнонелинейном бризерах после 
проведения процедуры генерации. Как можно 

рис. 3. а — поле плотности со смещением изолиний в виде слабонелинейного бризера; б — частотный спектр временной 
записи смещения изолинии плотности на горизонте — 30 м (в невозмущенном состоянии).

рис. 4. Сравнение вертикального смещения верхнего пикноклина в полнонелинейном (сплошная линия) и слабонели-
нейном (пунктирная линия) бризерах.

(а) (б)
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видеть из рис. 4, ширина и амплитуда сгенери-
рованного полнонелинейного бризера близки 
к аналогичным характеристикам, полученным 
в рамках слабонелинейной теории для выбран-
ных параметров a и b.

На рис. 5 приведены пространственно-вре-
менные диаграммы первой и третьей (послед-

ней) итерации процесса генерации полноне-
линейного бризера (бризер распространяется 
справа налево). Приведенная иллюстрация явно 
демонстрируют образование полнонелинейной 
бризерной структуры. Здесь можно наблюдать 
генерацию мелкомасштабных осциллирующих 
«хвостов» и бароклинных возмущений и форми-
рование головного волнового пакета.

3. РЕЗУЛьТАТы чИСЛЕННОГО 
МОДЕЛИРОВАНИя

Сгенерированный таким образом полноне-
линейный бризер использовался для инициа-
лизации задачи, а именно использовались пол-
нонелинейные поля плотности и горизонталь-
ной скорости (в инициализации вертикальной 
компоненты нет необходимости, поскольку 
MITgcm самостоятельно рассчитывает верти-
кальную скорость из уравнения неразрывности).

В качестве примера, иллюстрирующего по-
лученные результаты, на рис. 6 представлено 
распределение поля плотности во время тран-
сформации полнонелинейного бризера над вер-
тикальным сглаженным уступом с высотой 20 м 
и полушириной 300 м в различные моменты 
времени (рис. 6).

При высоте уступа, сравнимой с толщиной 
нижнего слоя (12–20 м), в результате трансфор-

рис. 5. Пространственно-временная диаграмма первой 
(вверху) и третьей (внизу) итерации процесса генерации 
полнонелинейного бризера (серая шкала показывает сме-
щение верхнего пикноклина).

рис. 6. Поле плотности [кг/м3] в различные моменты времени трансформации полнонелинейного бризера для условий Э14.
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мации наблюдается генерация двух полнонели-
нейных бризеров с различными спектральными 
характеристиками (на рис. 7 приведены ампли-
тудные спектры смещения верхнего пикноклина 
вдоль трассы для различных параметров донно-
го уступа), а также наблюдается частичное отра-

жение исходной волны от зоны неоднородности 
глубины. При относительно небольших высотах 
уступа (4–8 м), генерации второго бризера не 
наблюдается.

По спектрам на рис. 7 кажется, что динамика 
полнонелинейного бризера при трансформации 
практически не зависит от ширины сглаженного 
уступа. Но на самом деле эта зависимость замет-
на при анализе полей скорости и проявляется 
в том, что бризер в процессе трансформации над 
узким уступом оказывается потенциально менее 
устойчив в линейном смысле.

На рис. 8 представлены графики распределе-
ния максимальных значений чисел Фруда:

Fr( )
max ( )

( )
,, max

x
u x

c x
z t=

 (10)
где c(x) — линейная скорость в зависимости от 
пространственной координаты x для расчетов 
Э13, Э14 и Э15.

Как можно видеть из рис. 8, превышение зна-
чений чисел Фруда Fr > 1 достигается лишь при 
значении полуширины ступеньки d = 100 м. При 
значениях полуширины d = 300 м и d = 500 м 
превышения не наблюдается, причем это спра-
ведливо для любой высоты уступа в рассмотрен-
ном диапазоне, за исключением высоты 20 м.

рис. 7. Изменение амплитудных спектров в пространст-
ве для верхнего пикноклина вдоль трассы распростране-
ния волны в зависимости от параметров вертикального 
уступа.

рис. 8. Распределение максимальных значений чисел Фруда при значениях полуширины 500 м (сплошная линия), 300 м 
(штриховая линия) и 100 м (‘+’) при высоте уступа 20 м.
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Также необходимым критерием линейной 
устойчивости волновых полей является условие 
в терминах числа Ричардсона:

Ri  N z
du dz

2

2 0 25( )
( )

. .
 (11)

На рис. 9 представлено распределение поля 
плотности спустя несколько секунд после столкно-
вения бризера с уступом в численном эксперимен-
те Э15 с потенциально неустойчивыми областями, 
рассчитанными при помощи чисел Ричардсона.

Как можно видеть из рис. 9, потенциально 
неустойчивые области после взаимодействия 
сконцентрированы в основном в центре и на 
пиках волнового пакета. Здесь также видно, что 
возмущение плотности стало сильно несимме-
тричным по вертикали.

При исследовании динамики взаимодействия 
внутренних волн с препятствиями и неоднород-
ностями среды особый интерес представляет ко-
личественный анализ параметров вторичных от-
раженных нелинейных волн, образующихся в ре-
зультате взаимодействия с зоной неоднородности. 
Оценим амплитуды отраженных волн по отноше-
нию к начальной амплитуде локализованной вол-
ны. Поскольку наиболее интенсивные вторичные 
волны с наибольшими значениями амплитуд на-
блюдались в эксперименте Э13, анализ прово-
дился именно для этого эксперимента. На рис. 10 
приведено смещение верхней и нижней изопик-
нических линий в области перед уступом в конеч-
ный момент времени для эксперимента Э13.

Всего здесь можно наблюдать около 28 мел-
комасштабных волн, амплитуды которых не 

рис. 9. Распределение поля плотности после взаимодействия бризера с уступом с потенциально неустойчивыми областя-
ми — показаны (‘+’).

рис. 10. Смещение верхнего и нижнего пикноклинов в области перед уступом в конечный момент времени для эксперимента Э13.
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превышают 4% от амплитуды начального бри-
зера. Это отчетливо прослеживается на рис. 11, 
где проиллюстрированы отношения амплитуд 
отраженных волн A к амплитуде начальной вол-
ны Ai = 11.85 м, как на верхней, так и на нижней 
границе раздела слоев.

Полезно также оценить энергетические ха-
рактеристики отраженных образований по отно-
шению к максимальной энергии, наблюдаемой 
во время исследуемого процесса. Кинетическая 
энергия, сосредоточенная в замкнутой облас-
ти (x, z) ∈ [x1; x2] × [–H; 0] вычисляется путем 
интегрирования в этой области:

E V V dxdzk x z
x

x

H

 


( ) .2 2
0

1

2

 (12)

Потенциальная энергия, в свою очередь, 
определяется следующим образом:

E gzdxdzp
x

x

H

 



1

20

.
 (13)

Полная энергия волнового поля вычисляет-
ся как сумма кинетической и потенциальной 
энергии E = Ek + Ep, однако, физически значи-
мой величиной при оценке нелинейных про-
цессов является псевдоэнергия E = Ek + APE, 
где APE — доступная потенциальная энергия, 
определяющая количество потенциальной 
энергии, доступной для преобразования в ки-
нетическую:

APE gzdxdz
x

x

H

 


( ) , 
1

20

 (14)

где ρ (x, z, t) — поле плотности с учетом смеще-
ния изолиний, ρ — невозмущенное поле плот-
ности.

На рис. 12 приведено изменение кинети-
ческой и доступной потенциальной энергии 
в прямоугольной области перед уступом (x, z) ∈
∈ [10 500 м; 12 000 м] × [–100 м; 0 м].

Максимальное значение кинетической 
энергии наблюдается в момент времени, ког-

рис. 11. Отношения амплитуд отраженных волн Ai к амплитуде начальной волны A, n — номер волны (* — верхняя изопик-
на, o — нижняя изопикна).

рис. 12. Кинетическая (черная линия) и доступная потенциальная энергии (пунктир) в замкнутой области перед уступом.
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да бризер целиком находится в исследуемой 
области. Кинетическая энергия отраженных 
волн не превышает 0.45% от максимально-
го значения энергии, это проиллюстрировано 
на рис. 13, где приведено отношение величин 
кинетической энергии вторичных волн вбли-
зи уступа к максимальному значению кине-
тической энергии. Однако, в момент времени 
~6400 с наблюдается ярко выраженный мак-
симум. Из рис. 14 видно, что в данный момент 
времени в исследуемой области присутствуют 
возмущения 4-й моды.

Обсудим теперь модовый состав полнонели-
нейного волнового поля смещений изопикниче-

рис. 13. Отношение величин кинетической энергии вторичных волн вблизи уступа (Еk) к максимальному значению кинети-
ческой энергии (Еmax).

рис. 14. Область вблизи уступа в момент времени 6400 с, содержащая отраженные волны.

ских поверхностей, воспользовавшись разложе-
нием:

( , , ) ( , ) ( ),x z t A x t zn n
n

 
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 A x t
x z t z N z dz

z N z dz
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На рис. 15 приведена зависимость амплитуд те-

оретических мод An(x*, t) до 4-й включительно от 
времени в точке расчетной области x* = 11300 м. 
Из рис. 15 видно, что первая мода дает наиболь-
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ший вклад в вертикальную структуру полнонели-
нейного бризера, поскольку в качестве начального 
условия использовался бризер первой моды (6) при 
t = 0 и нулевых фазах φ0 и θ0. Однако, следует от-
метить, что возмущение второй моды имеет фор-
му огибающей волнового пакета, а поправка чет-
вертой моды в момент прохождения бризера через 
выбранную точку трассы распространения име-
ет форму самого волнового пакета и сравнимую 
с первой модой амплитуду. Слабые отраженные 
волны, пришедшие в рассматриваемую точку по-
сле 5000 с, наиболее заметны в поле третьей и чет-
вертой моды. Отметим также, что это разложение 
весьма условно, так как эти моды являются связан-
ными за счет нелинейности задачи и распростра-
няются все вместе, а не каждая со своей скоростью.

ЗАКЛЮчЕНИЕ

Проведен ряд полномасштабных численных 
экспериментов по генерации полнонелинейного 
бризера и его трансформации над сглаженным 
вертикальным уступом в трехслойной жидко-
сти с симметричной стратификацией плотности. 
В результате сравнения профиля полученного 
бризера в верхнем пикноклине с профилем бри-
зера мКдВ с идентичными параметрами получено 
достаточно хорошее совпадение форм и ампли-
туд нелинейных пакетов. Результаты численного 
моделирования трансформации полнонелиней-
ного бризера над уступом и спектрального ана-
лиза полученных данных продемонстрировали 
образование двух полнонелинейных бризеров 
после столкновения исходного бризера с зоной 
неоднородности глубины. Исследованы особен-
ности процесса трансформации от ширины усту-

па в терминах чисел Ричардсона и Фруда — пока-
зано, что потенциальные неустойчивые области 
возникают при наименьших значениях ширины 
уступа они располагаются в центре волново-
го пакета на протяжении всего эксперимента. 
Проведен анализ вторичных волн, возникающих 
в результате отражения исходного волнового па-
кета от уступа. Выполнена оценка амплитуд отра-
женных волн, которая показала, что амплитуды 
отраженных возмущений не превышают 4% ам-
плитуды начальной волны. Энергетический ана-
лиз вторичных волн продемонстрировал, что ки-
нетическая энергия, сосредоточенная в области 
отраженных образований, не превышает 0.45% от 
максимального значения энергии.
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In the present study we consider propagation of a localized internal perturbation in the form of an oscil-
lating wave packet (breather) of the first mode in a three-layer fluid with an uneven bottom shaped as 
a smoothed step. The study is carried out by methods of numerical simulation within a fully nonlinear 
two-dimensional (vertical plane) set of Navier–Stokes equations. A set of calculations was carried out for 
different widths and heights of the bottom step. Inhomogeneity of the medium leads to transformation 
of the internal wave field with the formation of weak reflected waves and one or two first-mode breath-
ers passed to the shallow zone. By analyzing linear stability in terms of Richardson and Froude numbers, 
it was revealed that potentially unstable regions arise at the smallest values of the step width. An amplitude 
and energy analysis of secondary reflected nonlinear waves was performed. The vertical mode composition 
of the fully nonlinear wave field is analyzed. It is shown that the first mode makes the largest contribution 
to the vertical structure of the full-nonlinear packet, though the fourth, second and the third modes also 
contribute noticeably.
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