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В приближении Буссинеска рассматриваются свободные внутренние волны при учете вращения 
Земли и плоскопараллельного течения, перпендикулярного к направлению распространению 
волны. Для однородной стратификации и при постоянном сдвиге скорости течения аналитиче-
ски решается краевая задача для амплитуды вертикальной скорости и находится дисперсионное 
соотношение. Определяются вертикальные волновые потоки импульса и две составляющие ско-
рости стоксова дрейфа. При наличии указанного сдвигового течения скорость стоксова дрейфа, 
поперечная к направлению распространения волны, отлична от нуля. Аналогичные расчеты вы-
полнены и для двухслойной модели. Вертикальный волновой поток импульса может превосхо-
дить соответствующий турбулентный поток.
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Вертикальный обмен в  океане играет важ-
ную роль в переносе жизненно необходимых для 
экосистемы веществ: кислорода, азота, микро-
элементов, а  также сероводорода, радионукли-
дов и др. [1–3]. По имеющимся представлениям 
вертикальный обмен в  основном осуществляет-
ся мелкомасштабной турбулентностью, которая, 
вообще говоря, имеет перемежаемый характер 
и  сильно подавлена стратификацией в  пикно-
клине [4–6]. В  этой связи представляется акту-
альным исследование вклада внутренних волн 
в вертикальный обмен. Внутренние волны повсе-
местно присутствуют в  океане, нередко распро-
страняясь в виде цугов — локализованных в про-
странстве волновых пакетов [1, 7]. Вертикальный 
перенос импульса внутренними волнами при 
учете турбулентной вязкости и  диффузии рас-
сматривался в работах [8, 9]. Было получено, что 
при наличии турбулентной вязкости и диффузии 
фазовый сдвиг между колебаниями вертикальной 
скорости w и горизонтальной скорости u отличен 
от π/2, что и  приводит к  ненулевому вертикаль-
ному волновому потоку импульса uw . Ниже бу-
дет показано, что у инерционно-гравитационных 
внутренних волн (при учете вращения Земли) по-
ток uw  также отличен от нуля даже при неучете 
турбулентной вязкости и диффузии при наличии 

течения, у  которого компонента скорости, нор-
мальная горизонтальному волновому вектору, 
зависит от вертикальной координаты. Дело в том, 
что в этом случае уравнение для амплитуды вер-
тикальной скорости имеет комплексные коэф-
фициенты, собственная функция  — комплек-
сная, что и  приводит к  фазовому сдвигу между 
колебаниями u и w, отличному от π/2.

Постановка задачи

Рассматриваются свободные инерционно-
гравитационные внутренние волны на плоско-
параллельном стратифицированном течении 
с  вертикальным сдвигом скорости в  безгранич-
ном бассейне постоянной глубины. Компонента 
скорости течения V0(z), поперечная к направле-
нию распространения волны, зависит от верти-
кальной координаты. Система уравнений гидро-
динамики в  приближении Буссинеска [10] для 
волновых возмущений имеет вид:
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где x, y, z — две горизонтальные и вертикальная ко-
ординаты, ось z направлена вертикально вверх, u, 
v, w  — соответственно две горизонтальные и  вер-
тикальная компоненты волновой скорости те-
чения, P и ρ  — волновые возмущения давления 
и  плотности, ρ0(z)  — профиль невозмущенной 
средней плотности, V0(z)  — скорость среднего те-
чения, направленная вдоль оси y, g  — ускорение 
свободного падения, f  — параметр Кориолиса; 
действие оператора D

Dt
 раскрывается по формуле 
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верхности до дна плотность воды меняется не бо-
лее чем на 3–4% [10], а при глубине моря в 100 м 
менее чем на 1% [11], поэтому в  приближении 
Буссинеска в  знаменателе правых частей формул 
(1)–(3) осредненная по глубине плотность прини-
мается равной плотности на поверхности моря [10].

Граничные условия на поверхности моря 
(z = 0)  — условие «твердой крышки», которое 
отфильтровывает внутренние волны от повер-
хностных [10]: w(0) = 0. Граничные условия на 
дне  — условие «непротекания»: w(H) = 0, где 
H — глубина моря.

Линейное приближение
Решения в линейном приближении представ-

ляются в виде:
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где с.c. — комплексно сопряженные слагаемые, 
A — амплитудный множитель, θ — фаза волны; 
        / , / ,x k t  k — горизонтальное вол-
новое число, ω — частота волны. Предполагает-
ся, что волна распространяется вдоль оси x.

Подставляя (6) в  систему (1)–(5) находим 
связь амплитудных функций u10, v10, ρ10, P10, 
с w10 и уравнение для w10
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Функция w10 удовлетворяет уравнению
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 — квадрат частоты Брента–

Вяйсяля.
Граничные условия для w10:

w w H10 100 0( ) ( ) .= = 	 (11)

Нелинейные эффекты

Stokes в  своей работе [12] для потенциаль-
ных волн на поверхности жидкости устано-
вил, что лагранжева скорость частиц жидкости 
в  слабонелинейном приближении отличается 
от эйлеровой на величину, пропорциональную 
квадрату амплитуды волны, причем множи-
тель при квадрате амплитуды волны зависит 
от глубины. Позже эта разность была названа 
скоростью стоксова дрейфа частиц жидкости 
[13, 14].

Для волн произвольной природы (не  обяза-
тельно потенциальных) скорость стоксова дрей-
фа определяется по формуле [13]:
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где u  — поле волновых эйлеровых скоростей; 
черта сверху означает осреднение по периоду 
волны. В [13] скорость стоксова дрейфа опреде-
лялась по формуле (12) для не потенциальных 
волн Кельвина.

Горизонтальная компонента скорости сток-
сова дрейфа для рассматриваемых нами волн, 
направленная вдоль волнового вектора, с  точ-
ностью до членов, квадратичных по амплитуде 
волны, имеет вид
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Поперечная к направлению распространения 
волны горизонтальная компонента скорости 
стоксова дрейфа определяется по формуле
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Используя (7) найдем вертикальные волно-

вые потоки импульса uw  и  vw.
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При dV
dz

0 0≠  волновой поток импульса uw   
и  поперечная к  направлению распространения 
компонента скорости стоксова дрейфа vs при 
учете вращения Земли отличны от нуля. Поток 
импульса vw  отличен от нуля и при отсутствии 
течения, но при учете вращения Земли.

Нормирующий множитель A находится по 
известной величине максимальной амплитуды 
вертикальных смещений. Для этого выразим 
вертикальное смещение ζ, используя соотноше-
ние d

dt
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Таким образом, амплитуда вертикальных 

смещений пропорциональна w10 / ω .

Результаты расчетов
Уравнение (10) допускает точные аналитиче-

ские решения для ряда частных случаев, кото-
рые мы и рассмотрим.
1. Однородная стратификация, постоянный сдвиг 

скорости
В этом случае N const= , dV
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V z V z H0 00( ) ( ),    H < 0. Уравнение (10) упро-
щается к виду:
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Решение краевой задачи (11), (18) имеет вид:
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При этом справедливо дисперсионное соотно-

шение, вытекающее из граничного условия  (11) 
при z = H:
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где n — номер моды. При V00 0→  дисперсионное 
соотношение (20) переходит в известное соотно-
шение для однородной стратификации [10, 14]:
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Из (15), (16), используя (19) находим верти-
кальные потоки импульса:
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Две компоненты скорости стоксова дрейфа 

находятся из (13), (14) с использованием (19):
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Нормирующий множитель A находится по 
известной максимальной амплитуде вертикаль-
ных смещений ζmax (17):

A
z





max

max sin( )2
.

На рис.  1 показаны дисперсионные кривые 
первых двух мод, рассчитанные по формуле (20) 
при N = 5 цикл/ч, H = –100 м, V00 = 2 × 10–3 с–1.

Турбулентный вертикальный поток импуль-

са определяется по формуле    v w K
dV
dzz

0 , 
коэффициент вертикального турбулентного 
обмена оценивается оп эмпирической форму-
ле Kz = 9.36 × 10–5/Nc  м2/с, здесь  Nc  — частота 
Брента–Вяйсяля в  цикл/ч [15]. Сравнение вол-
новых  (15), (16) и  турбулентного потоков им-
пульса приводится на рис. 2 для внутренней вол-
ны низшей моды при k = 0.01 рад/м, ζmax = 1 м.

Волновой поток vw  превышает по абсолют-
ной величине поток uw  и  сопоставим с  турбу-
лентным потоком.

Две компоненты скорости стоксова дрейфа ча-
стиц жидкости для внутренней волны первой моды 
при k = 0.01 рад/м, ζmax = 1 м показаны на рис. 3.

Продольная компонента скорости стоксо-
ва дрейфа us по абсолютной величине, в целом, 
превышает поперечную vs.

2. Двухслойная модель стратификации 
и градиента скорости течения

Пусть частота Брента–Вяйсяля имеет по-
стоянные значения N1 и N2 в нижнем и верхнем 
слое соответственно (рис. 4а). Вертикальную 
координату границы раздела слоев обозначим 
за h, координату дна моря — за H (h < 0, H < 0). 
В  нижнем и  верхнем слое пусть скорость тече-
ния меняется по линейному закону и непрерыв-
на на границе раздела слоев (рис. 4б)

Вертикальный градиент скорости течения в ни-
жнем слое V100, в  верхнем  — V200. Уравнение  (10) 
для функции w10(z) запишем в каждом слое:
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где коэффициенты ai и bi определяются по фор-
мулам:

a
fkV

f
b k

N
f

ii
i

i
i







00
2 2

2
2 2

2 2 1 2





, , ( , ).
	 (27)

Рис. 1. Дисперсионные кривые первых двух мод при одно-
родной стратификации.

Рис. 2. Волновые и турбулентный вертикальные потоки им-
пульса.

Рис.  3.  Вертикальные профили двух компонент скорости 
стоксова дрейфа.
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Граничные условия на поверхности моря и на 
дне — условия «твердой крышки»

w w H10 100 0( ) ( ) .= = 	 (28)
Условия «сшивки» решений на границе раз-

дела слоев: непрерывность вертикальных сме-
щений и непрерывность давления

w h w h10 100 0( ) ( ),   	 (29)

ifV w z
f

k
dw
dz

ifV w z
f

k
dw
dz

z h

z

100 10

2 2
10

0

200 10

2 2
10

( )

( )

  

  

 




 h 0 . 	 (30)

Решение краевой задачи (25)–(30) имеет вид:
w z

h H h
h h

10

11 11 12 12

21 22

( )
exp( ) exp(( ) )

exp( ) exp( )
(




  


   

 
eexp( )

exp( ))





21

22

z

z



  при ,0h z 	(31)

w z z
H z

10 11

11 12 12

( ) exp( )
exp(( ) )

 
    


   при zH h, 	 (32)

где λ11, λ12   — корни характеристического урав-
нения  2

1 1 0  ia b ;  λ21, λ22 — корни характе-
ристического уравнения  2

2 2 0  ia b

 11
1 1

2

1 12
1 1

2

12 4 2 4
       

ia
i

a
b

ia
i

a
b, , 	 (33)
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2

22 4 2 4
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a
b, .

	(34)
Дисперсионное уравнение имеет вид:

ω λ λ λ λ λ λ2 2
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	 (35)

Дисперсионные кривые первых двух мод по-
казаны на рис. 5.

Вертикальные потоки импульса определяют-
ся по формулам (15), (16).

На рис. 6 показаны волновые uw , vw  и тур-
булентный ′ ′v w  вертикальные потоки им-
пульса для низшей моды внутренних волн при 
k = 0.01  рад/м, ζmax = 1  м. Турбулентный поток 
определяется по тем же формулам, что и в одно-
слойной модели.
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Рис. 4. Вертикальные профили: (а) — частоты Брента–Вяйсяля; (б) — скорости течения.

Рис. 5. Дисперсионные кривые первых двух мод при двух-
слойной стратификации.
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Волновой поток uw  испытывает скачек на гра-
нице раздела слоев с переменой знака, т.к. меняет 
знак градиент скорости течения. Если  градиент 
скорости при z = h знака не меняет, то и поток uw  
также не меняет знак. Если градиент скорости тече-
ния равен нулю, то поток uw  — нулевой. Волновой 
поток vw  скачка не испытывает и  скорость тече-
ния на него почти не влияет. Этот поток значитель-
но превышает по абсолютной величине поток uw  
и турбулентный поток ′ ′v w . Абсолютные величи-
ны двух последних потоков сопоставимы.

Две компоненты скорости стоксова дрей-
фа определяются по формулам (13), (14). Нор
мирующий множитель A определяется по фор
муле  (17). Вертикальные профили двух компо-
нент скорости стоксова дрейфа для низшей моды 
внутренних волн при k = 0.01  рад/м, ζmax = 1  м 
показаны на рис.  7. Скорость стоксова дрейфа 
вдоль направления распространения волны по-
чти на два порядка превосходит скорость поперек 
направления распространения волны. Если гра-
диент скорости течения равен нулю, то vs = 0.

Выводы
1.	 Вертикальный волновой поток импульса uw  

у  инерционно-гравитационных внутренних 
волн отличен от нуля при 

dV
dz

0 0≠ . Если вер-

тикальный градиент скорости 
dV
dz

0  испыты-
вает скачок на границе раздела, то и  поток  
uw  также испытывает скачок.

2.	 Вертикальный волновой поток импульса vw  
скачка не испытывает на границе раздела, 
почти не зависит от скорости течения и пре-
вышает по абсолютной величине поток uw   
и турбулентный поток импульса ′ ′v w .

3.	 Скорость стоксова дрейфа, поперечная к на-
правлению распространения волны при 

dV
dz

0 0≠  
отлична от нуля и почти на два порядка мень-
ше скорости стоксова дрейфа вдоль направ-
ления распространения волны.
Финансирование. Работа выполнена в рамках 

государственного задания по теме: № 0827-2019-
0003 «Фундаментальные исследования океано-
логических процессов, определяющих состоя-
ние и  эволюцию морской среды под влиянием 
естественных и  антропогенных факторов, на 
основе методов наблюдения и  моделирования» 
(шифр «Океанологические процессы»)

Рис. 6. Волновые и турбулентный потоки импульса для двух-
слойной стратификации.

Рис. 7. Профили двух компонент скорости стоксова дрейфа 
для двухслойной модели.
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Vertical Transport of Momentum by Internal Waves in a Shift Current
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In Boussinesq approximation  free internal waves are considered at the account of rotation of the Earth 
and a plane-parallel current, perpendicular to a direction to wave propagation. For homogeneous strati-
fication and at constant shift of speed of a current the boundary-value problem for amplitude of vertical 
velocity analytically solved and the dispersive parity is defined. Vertical wave fluxes of momentum and two 
components of Stokes drift speed are defined. Stokes drift speed, cross-section to a direction a wave propa-
gation, is distinct from zero in the presence of the specified shift current. Similar calculations are executed 
for two-layer model. The vertical wave flux of momentum can exceed a corresponding turbulent flux.

Keywords: internal waves, a wave flux of momentum, Stokes drift.


