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Проанализированы условия применимости бездисперсионной теории длинных волн для воспроиз-
ведения диспергирующих волн цунами. В качестве количественного критерия предложена к ис-
пользованию дистанция дисперсионного разрушения, – величина, которая однозначно определя-
ется длиной волны, доминирующей в спектре начального возвышения водной поверхности в очаге
цунами, и корректирующим коэффициентом . Физический смысл величины  – доля длины вол-
ны, на которую диспергирующий волновой пакет отстанет от фронта длинной волны, при рас-
пространении на расстояние, равное дистанции дисперсионного разрушения. С использованием
модельного остаточного смещения поверхности дна, геометрические параметры которого варьи-
руются случайным образом, в рамках предположения о мгновенной генерации волн и с учетом
сглаживающего эффекта водного слоя методом Монте-Карло установлена связь между точностью
воспроизведения волн бездисперсионной моделью и величиной . С использованием “шкалы ко-
эффициента ” выполнено ранжирование критериев, которые были предложены ранее другими
авторами.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Численное моделирование зарекомендовало
себя в качестве эффективного средства изучения
и прогнозирования волн цунами [Gisler, 2008;
Носов, 2014; Behrens and Dias, 2015; Titov et al.,
2016; Saito and Kubota, 2020]. Модели, построен-
ные на основе трехмерных уравнений гидродина-
мики, существуют, но все они используются для
воспроизведения волн на ограниченных аквато-
риях [Shijo et al., 2016; Kozelkov et al., 2017; Носов,
Колесов, 2019]. Расчет трансокеанского или гло-
бального распространения цунами с применени-
ем 3D моделей невозможен в силу колоссальной
вычислительной сложности задачи.

Существенный выигрыш в объеме вычисле-
ний достигается при использовании 2D моделей,
которые строятся на основе уравнений гидроди-
намики, проинтегрированных вдоль вертикаль-
ной координаты. К этому классу относятся клас-
сические бездисперсионные уравнения теории
длинных волн (мелкой воды) и различные виды
уравнений Буссинеска [Madsen et al., 1991; Пели-

новский, 1996]. Понижение размерности задачи
(3D → 2D) приводит к ограничению способности
моделей описывать фазовую дисперсию гравита-
ционных волн: классические уравнения мелкой
воды не воспроизводят дисперсию в принципе, а
уравнения Буссинеска способны воспроизводить
только слабую дисперсию.

Натурные наблюдения показывают, что фазовая
дисперсия присуща волнам цунами как и любым
гравитационным волнам на воде [Куликов и др.,
2005; Watada et al., 2014; Levin and Nosov, 2016;
Korolev et al., 2019; Saito, 2019]. Примечательно,
что дисперсия цунами может быть обязана не
только вертикальной структуре волновых тече-
ний, но также и набору факторов, которые при-
нято считать вторичными (сжимаемость воды,
упругость дна, стратификация и т.д.). Влияние
вторичных факторов невелико, – оно становится
значимым только при трансокеанском распро-
странении волн [Watada et al., 2014]. Но классиче-
ская (нормальная) дисперсия гравитационных
волн на воде, влияющая на короткопериодные
компоненты спектра цунами, может проявляться
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и на сравнительно небольших удалениях от ис-
точника (десятки и сотни километров), и даже
внутри области источника. В данной работе мы
остановимся именно на эффекте классической
дисперсии.

Дисперсионные эффекты имеют свойство на-
капливаться по мере распространения волн. Так
как это накопление происходит плавно, то четкой
границы, до которой теория длинных волн может
адекватно описывать диспергирующие волны цу-
нами, не существует. Для определения такой гра-
ницы необходимо ввести количественную меру
точности расчета волновых форм и задаться опре-
деленным значением этой меры. Субъективная
оценка “степени проявления дисперсии”, пред-
лагаемая различными авторами, очевидно, не мо-
жет привести к выработке единого количествен-
ного критерия.

Проблема определения пределов, до которых
теория длинных волн способна адекватно описы-
вать диспергирующие волны цунами, занимала
исследователей уже в самом начале эпохи числен-
ного моделирования цунами. Первый из таких
критериев [Kajiura, 1963, 1970; Shuto, 1991] – на-
зовем его “критерий Каджауры” – опирается на
оценку величины безразмерного параметра

(1)

где  – глубина океана,  – расстояние, прой-
денное волной (удаление от источника),  – про-
тяженность источника цунами в направлении
распространения волны. В соответствии с крите-
рием Каджауры дисперсионными эффектами
можно пренебречь при условии  Критерий
применим на больших удалениях от источника:

В работах [Пелиновский, 1982; Mirchina, Peli-
novsky, 1982; Пелиновский, 1996] была предложе-
на к рассмотрению размерная величина “длина
дисперсии” – расстояние, на котором дисперси-
онные эффекты становятся заметными (крите-
рий Пелиновского)

(2)

где  – безразмерный численный коэффициент,
зависящий от формы начального возвышения и
условий заметности дисперсионных эффектов
(  [Mirchina, Pelinovsky, 1982]),  – длина
волны.

Авторы статьи [Glimsdal et al., 2013] предложи-
ли рассматривать “нормализованное время дис-
персии” (normalized dispersion time) – безразмер-
ную величину, определяемую формулой

(3)

= 1 3(6 ) ( ),ap H R a H

H R
a

> 4.ap

> 10 .R a

= λ3 2 ,d dL a H

da

≈ 0.06da λ

( )τ = − λ λ0 ( ) ,phC C t

где  – скорость длинных волн,  –
фазовая скорость гравитационных волн длины 
которая рассчитывается по классической форму-
ле:   – время распро-
странения волны,  – волновое число.
При  (длинные волны) формула (3) пред-
ставима в следующем приближенном виде:

(4)

где  – расстояние, которое пройдет длин-
ная волна за время . По критерию, который мы
далее будем именовать “критерий Глимсдала”,
дисперсионные эффекты малы при , а при

 эти эффекты становятся существенными.
Авторы статьи [Glimsdal et al., 2013] отмечают,

что их критерий находится в соответствии с кри-
терием Каджауры. Действительно, если при-
нять, что длина волны цунами равна горизон-
тальной протяженности источника ( ), то
параметры  и  оказываются связаны между
собой формулой

(5)

В соответствии с формулой (5) критическая вели-
чина параметра  предложенная Каджау-
рой, соответствует величине  Видно,
что критерий Глимсдала (даже при ) явля-
ется более строгим по сравнению с критерием
Каджауры.

Несложно убедиться, что критерий Пелинов-
ского (2) также соответствует и критерию Глимсда-
ла, и критерию Каджауры. Безразмерные парамет-
ры, входящие в формулы (1), (2) и (4), связаны меж-
ду собой следующими простыми соотношениями:

(6)

(7)

Имея в виду численное значение параметра
 указанное в работе [Mirchina, Peli-

novsky, 1982], можно заключить, что величина ,
соответствующая критерию Пелиновского, со-
ставляет  Следовательно, критерий Пе-
линовского по строгости занимает промежуточ-
ное место между критериями Глимсдала и Каджа-
уры: 

Все три отмеченных выше критерия были по-
лучены авторами из различных теоретических со-
ображений. Каджаура анализировал асимптоти-
ческое поведение волновых форм. Пелиновский
в [Пелиновский, 1996] отмечает, что его критерий
вытекает из линеаризованного уравнения Корте-
вега–де Вриза и из соображений размерности.
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Формула Глимсдала (3) опирается на физику про-
цесса, – она описывает отношение разницы рас-
стояний, пройденных длинной и диспергирующей
волнами за время , к длине волны. Примечательно,
что близкий физический подход к получению иско-
мого критерия был предложен задолго до выхода в
свет статьи [Glimsdal et al., 2013] в работе [Kulikov
et al., 1996].

В работе [Kulikov et al., 1996] были введены по-
нятия времени и расстояния дисперсионного
разрушения (“collapse time” и “collapse distance”):

(8)

(9)

где  – групповая скорость гравитационных волн
на воде, определяемая по дисперсионному соотно-
шению традиционным образом ( ). Фи-
зический смысл величины  – время, за которое
волновой пакет отстанет от фронта на длину вол-
ны . Величина  – расстояние, при распростра-
нении на которое волновой пакет отстанет от
фронта на длину волны .

Отметим, что подход Куликова отличают чет-
кая физическая интерпретация вводимых поня-
тий, а также задействование групповой скорости
волн  вместо фазовой  которая использует-
ся авторами [Glimsdal et al., 2013]. Подход, пред-
ложенный в работе [Kulikov et al., 1996], является
более корректным и универсальным, – он легко
может быть распространен на любой тип волн
(любой тип дисперсионного соотношения). За-
метим, что для длинных гравитационных волн на
воде ( ) различие между фазовой и группо-
вой скоростями невелико. А вот, например, для
длинных волн во вращяющемся океане (волн Пу-
анкаре), которые характеризуются дисперсион-
ным соотношением  где  – пара-
метр Кориолиса [Grimshaw et al., 1998], различие
между фазовой и групповой скоростями может
иметь принципиальное значение.

В нашей работе [Носов, 2017] было показано,
что при переходе к безразмерным переменным
формулы (8) и (9) сливаются в единое выражение:

(10)

где   

 В длинноволновом пределе (k* =
) из формулы (10) получаем

(11)

t
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−
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Если в формуле (11) перейти обратно к размер-
ным величинам, то несложно убедиться, что она
эквивалентна формуле Пелиновского (2) при
значении параметра  которое
близко к критическому значению, указанному в
статье [Mirchina and Pelinovsky, 1982].

Завершая обзор, можно заключить, что все че-
тыре подхода в длинноволновом пределе дают
формулы, которые включают в себя единую ком-
бинацию  но отличаются “субъективны-
ми” числовыми множителями, предлагаемыми
различными авторами. Различие в значениях этих
множителей затрудняет использование теорети-
ческих результатов на практике. Кроме того, для
практического применения критерия важно
иметь физически адекватный способ определе-
ния доминирующей длины волны. Дело в том,
что оценка времени/расстояния дисперсионного
разрушения сильно зависит от длины волны
( ). Поэтому даже небольшая неточ-
ность в определении длины волны способна су-
щественно повлиять на результат.

Основная цель настоящей работы состоит в
разработке способа количественного определе-
ния пределов времени/пространства, до которых
теория длинных волн позволяет рассчитывать
диспергирующие волны цунами с заданной точ-
ностью. Опираясь на теоретические понятия вре-
мени и расстояния дисперсионного разрушения,
введенные Е.А. Куликовым в работе [Kulikov et
al., 1996], мы адаптируем эти понятия для практи-
ческого применения, указывая, в частности, спо-
соб выбора доминирующей длины волны.

2. РАСЧЕТ РАСПРОСТРАНЕНИЯ ВОЛН
Будем рассматривать одномерное – вдоль го-

ризонтальной оси  – распространение гравита-
ционных поверхностных волн в бассейне посто-
янной глубины  Все нижеследующие формулы,
за исключением специально оговариваемых слу-
чаев, будут представлены в безразмерных пере-
менных. При обезразмеривании в качестве мас-
штаба длин выберем глубину  

 (  – волновое число). В качестве мас-
штаба времени – время распространения длин-
ных волн на расстояние, равное глубине 
где  – ускорение силы тяжести:  Ам-
плитуды смещения поверхности дна и свободной
поверхности воды нормируем на максимальную
величину остаточного смещения: 

 Знак “*” в дальнейшем опустим.
В качестве источника волн рассмотрим оста-

точное смещение поверхности дна  ( ),
возникающее мгновенно в момент времени 

= π ≈21 2 0.051,da

λ3 2 ,H

= λ 3** * ~c cT D

0x

.H

:H =* ,x x H
=*k kH k

,H g
g =* .t t H g

η = η ηmax* ,
ξ = ξ ηmax* .

η( )x η H!
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Мгновенное смещение дна вытесняет воду и фор-
мирует на свободной поверхности возмущение 
(начальное возвышение), которое рассчитывает-
ся по следующим формулам [Носов, Семенцов,
2014]:

(12)

(13)

Произвольное одномерное бегущее волновое
возмущение свободной поверхности представи-
мо в виде интеграла Фурье:

(14)

где  – циклическая частота, зависящая от
волнового числа . Вид зависимости  опреде-
ляется дисперсионным соотношением, а функ-
ция  – формой начального возвышения. Для
источника, описанного выше, она имеет вид:

(15)

Заметим, что наличие экспоненциально воз-
растающей функции “ ” в знаменателе фор-
мулы (15) обеспечивает ограниченность спек-
трального состава поверхностных волн (сглажи-
вающий эффект водного слоя). В силу того, что
именно коротковолновые компоненты поверх-

ξ0

+∞
−

−∞

ξ = 0
( )( ) ,

ch( )
ikxB kx e dk

k

+∞
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= η
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1( ) ( ) .
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ikxB k x e dx
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ξ =  ( )( , ) ( ) ,i k t kxx t A k e dk

ω( )k
k ω( )k

( )A k

= ( )( ) .
ch( )
B kA k

k

ch( )k

ностных гравитационных волн подвержены фа-
зовой дисперсии в наибольшей степени, коррект-
ный учет сглаживающего эффекта имеет важное
значение для проводимого исследования. Поэто-
му в качестве источника волн мы задаем началь-
ное возвышение водной поверхности, рассчитан-
ное по остаточному смещению дна с учетом сгла-
живающего эффекта.

Выбирая различные виды дисперсионных со-
отношений  в формуле (14), можно рассчиты-
вать волновые профили, соответствующие раз-
личным приближениям. В настоящей работе мы
будем рассматривать два дисперсионных соотно-
шения:

(16)

(17)

Формула (16) соответствует полной дисперсион-
ной теории поверхностных гравитационных волн
на воде, формула (17) – приближению длинных
волн.

Вид модельного остаточного смещения дна,
которое мы использовали в расчетах, представлен
на рис. 1. Как это практически всегда реализуется
в реальных очагах цунами, смещение дна состоит
из области поднятия и области опускания. Сме-
щение описывается кусочно-линейной функци-
ей горизонтальной координаты. Параметрами
функции являются координаты 4 точек (   

) или три соответствующие длины (
 ), а также величины  и

 определяющие амплитуды поднятия и опуска-
ния дна соответственно. Во всех случаях полага-

ω( )k

ω =2 th( ),k k

ω =2 2.k

1,x 2,x 3,x
4x = −1 2 1,a x x

= −2 3 2,a x x = −3 4 1a x x +z
−,z

Рис. 1. Геометрия модельного источника волн. Остаточное смещение дна показано черной сплошной линией, началь-
ное возвышение водной поверхности – серой пунктирной линией.

z+

0

z–

a1 a2 a3

x1 x2 x3 x4
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лось  Полная длина области смещения дна

Интеграл в формуле (13) для кусочно-линей-
ной функции, представленной на рис. 1, легко
рассчитывается аналитически

(18)

Интеграл в формуле (14) рассчитывался числен-
но. Примеры волновых профилей, рассчитан-
ных с использованием полного (16) и прибли-

=1 0.x
= = + +4 1 2 3.L x a a a

+ −

+ −

+ −

= + +
− −

 − + − + +
− −

 − + − +
− −

1 4

2

3

2 2
1 2 3 4

1 3 2 1

2
2 1 2 3

4 3 2 4

2
3 2 3 4

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )( )
( ) ( )

.
( )( )

ikx ikx

ikx

ikx

e z e zB k
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e z x x z x x

x x x x k
e z x x z x x

x x x x k

женного (17) дисперсионных соотношений, пред-
ставлены на рис. 2. На их обсуждении мы
остановимся в разделе 5.

3. ДИСТАНЦИЯ ДИСПЕРСИОННОГО 
РАЗРУШЕНИЯ

В реальности длины волн цунами могут со-
ставлять несколько сотен километров и более.
Отставание волнового пакета от фронта на одну
длину волны, рассматриваемое в критерии Кули-
кова [Kulikov et al., 1996], фактически говорит о
весьма существенной дисперсионной трансформа-
ции волнового пакета. Поэтому время и расстояние
дисперсионного разрушения, определяемые фор-
мулами (8)–(10), заведомо не могут служить хоро-
шим практическим критерием применимости
теории длинных волн. Кроме того, практическое

Рис. 2. Примеры волновых профилей, рассчитанные с учетом и без учета дисперсии (синяя и красная кривые соответ-
ственно). Во всех случаях расчет выполнен для момента времени, равного дистанции дисперсионного разрушения

 Значения параметров источника (      ), а также значения коэффициента  и параметра  харак-
теризующего степень различия между диспергирующим и недиспергирующим волновыми возмущениями, указаны на
рисунке. На врезках показаны амплитудные спектры функций  и представлены величины  по которым
проводился расчет дистанции дисперсионного разрушения.
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использование формул (8)–(10) требует выработ-
ки методики определения доминирующей длины
волны.

В развитие подхода Куликова мы предлагаем
рассматривать отставание волнового пакета от
фронта на долю длины волны:  где  – коррек-
тирующий коэффициент. Тогда, на основе фор-
мулы (10), можно ввести безразмерную характе-
ристику, которую мы будем называть “дистанция
дисперсионного разрушения”:

(19)

где  – длина волны, на которую приходится
максимум пространственного спектра функции

 Таким образом, расчет дистанции дис-
персионного разрушения мы проводим по длине
волны, доминирующей в спектре цунами. Для
удобства вместо длины волны в формуле (19) мы
будем оперировать соответствующим волновым
числом: 

Использование для нахождения максимума
спектра производной  а не самой функции

 имеет простое физическое обоснование. Дело в
том, что формирование гравитационных волн от
начального возвышения связано с действием го-
ризонтальной компоненты силы градиента дав-
ления, которая пропорциональна именно 
В случае  волны цунами вообще не воз-
никают.

Применяя формулу (12), находим первую про-
странственную производую от начального возвы-
шения

(20)

Величина  определяется положением абсо-
лютного максимума амплитудного спектра

(21)

Типичные формы амплитудных спектров (21)
и примеры определения величины  представ-
лены вместе с примерами волновых профилей на
рис. 2.

4. КОЛИЧЕСТВЕННАЯ МЕРА РАЗЛИЧИЯ 
ВОЛНОВЫХ ПРОФИЛЕЙ

В качестве количественной меры различия
между волновыми профилями, полученными с
учетом и без учета дисперсии, будем рассматри-
вать следующий безразмерный параметр:

αλ, α

λΔ = α
− λ

max
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ξ0 .d dx

= π λmax max2 .k
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(22)

где  – профиль волны, рассчитанный с учетом
дисперсии (дисперсионное соотношение (16)),

 – профиль, рассчитанный по теории длин-
ных волн (дисперсионное соотношение (17)).
Профили волн расчитывались в заданные момен-
ты времени с фиксированным шагом по про-
странству. Поэтому при практических расчетах
интегралы в формуле (22) заменялись суммами в
соответствии с методом прямоугольников.

Теоретически величина параметра  варьиру-
ется в следующих пределах:  Минималь-
ное значение параметра говорит о полном совпа-
дении диспергирующего и недиспергирующего
волновых профилей, а максимальное – о полном
расхождении волновых профилей. Действитель-
но, если из-за дисперсии профили  и  вооб-
ще не пересекаются в пространстве, то 
следовательно,

(23)

В формуле (23) мы учли, что энергии бегущих
диспергирующих и недиспергирующих волн
( ), вызванных одинаковым началь-
ным возвышением, совпадают:

(24)

Помимо параметра  по волновым профилям
определялись амплитуды лидирующих волн, рас-
пространяющихся в положительном и в отрица-
тельном направлениях оси  Амплитуды лидиру-
ющих волн, рассчитываемые с учетом дисперсии,
обозначались  а без учета дисперсии –  Не-
смотря на то, что область поднятия дна всегда рас-
полагалась слева, а область опускания – справа,
знак лидирующей волны не был однозначно свя-
зан с направлением распространения. Более того,
знаки лидирующих волн, рассчитанных с учетом
и без учета дисперсии, часто оказывались различ-
ными. В ряде случаев волны могли начинаться с
очень слабой – визуально неразличимой – отри-
цательной фазы, за которой следовала положитель-
ная волна значительной амплитуды, и наоборот: за
слабой положительной лидирующей волной могла
следовать отрицательная волна большой амплиту-
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ды. В этой связи при выделении лидирующих волн
мы рассматривали только значительные возмуще-
ния, которые по амплитуде превосходили 10% от
размаха волнового возмущения (
или ). Колебания уровня
меньшей амплитуды при выделении лидирующей
волны игнорировались. Автоматически выделен-
ные амплитуды лидирующих волн на рис. 2 отме-
чены на волновых профилях жирными точками.

5. МЕТОДИКА МОДЕЛИРОВАНИЯ
И РЕЗУЛЬТАТЫ

Моделирование проводилось методом Монте-
Карло. Параметры кусочно-линейной функции,
описывающей остаточное смещение дна (рис. 1),
задавались следующим образом. Полная длина ис-
точника, а также амплитуды поднятия и опускания
дна варьировались статистически равномерно в
диапазонах:    Ко-
ординаты точек максимального поднятия и опус-
кания дна (  и ) случайным образом выбира-
лись внутри области источника ( ) также
статистически равномерно. При глубине океана
5 км выбранный диапазон варьирования безраз-
мерной величины  соответствует горизонталь-
ной протяженности источника от 25 до 250 км.

Расчет волнового возмущения свободной по-
верхности, вызванного мгновенной деформацией
дна, проводился в соответствии с формулой (14)
численно. Волновые формы рассчитывались с
пространственным шагом  С учетом
сглаживающего эффекта водного слоя такой шаг
был достаточен для адекватного дискретного
представления волнового возмущения свободной
поверхности.

Волновые профили рассчитывались в фикси-
рованные моменты времени  которые приравни-
вались дистанции дисперсионного разрушения,
определяемой по формуле (19):  Величины
корректирующего коэффициента в формуле (19)
устанавливались дискретно: α = 1/32, 1/16, 1/8, 1/4,
1/2, 1, 2. Для каждого фиксированного значения
параметра  были рассчитаны по 2000 волновых
профилей.

При численных расчетах волновых профилей
дистанция дисперсионного разрушения была огра-
ничена максимальным значением  что
при глубине океана 5 км соответствует трансоке-
анскому распространению волн на расстояние
10 тыс. км.

Примеры волновых профилей представлены
на рис. 2. Синим цветом показаны профили, рас-
считанные с учетом дисперсии (дисперсионное
соотношение (16)), красным цветом – без учета
дисперсии (дисперсионное соотношение (17)).
Черная ломанная линия соответствует остаточ-

ξ − ξmax( ) min( )D D

ξ − ξmax( ) min( )LW LW

< <5 50,L +< <0 1,z −− < <1 0.z

2x 3x
< <0 x L

L

Δ = 0.5.x

,t

= Δ.t

α

Δ =max 2000,

ному смещению дна, коричневый пунктир – на-
чальному возвышению водной поверхности. На
врезках зелеными кривыми показаны амплитуд-
ные спектры функций  и представлены ве-
личины  определенные по этим спектрам.
Над каждым волновым профилем приведены ве-
личины параметров источника (      ),
а также значения коэффициента  и параметра 
характеризующего степень различия между дис-
пергирующим и недиспергирующим волновыми
возмущениями.

Из рис. 2 видно, что профили волн, рассчитан-
ные с применением различных дисперсионных
соотношений, всегда отличаются друг от друга. В
случае полной дисперсионной теории волновое
возмущение представляет собой диспергирую-
щий цуг волн, трансформирующийся по мере
распространения. Теория длинных волн дает вол-
ну, форма которой эквивалентна форме началь-
ного возвышения и остается неизменной по мере
распространения.

Пример, показанный рис. 2а, демонстрирует
ситуацию, которая часто реализуется при малых
значениях коэффициента α ( ) и источниках
незначительного размера  ( ). Видно, что в
данном случае дистанция дисперсионного разру-
шения оказалась настолько малой ( ), что
волна за время  просто не успела выйти за
пределы источника. Это означает, что теория длин-
ных волн в данном случае не способна воспроизве-
сти волну цунами за пределами источника.

На рис. 2б показан случай источника значитель-
ной горизонтальной протяженности ( ). Да-
же при малом значении коэффициента 
дистанция дисперсионного разрушения оказыва-
ется достаточной ( ) для того, чтобы тео-
рия длинных волн смогла воспроизвести диспер-
гирующую волну цунами вне источника с хоро-
шей точностью. Из рисунка видно, что волновые
профили, рассчитанные с использованием раз-
личных дисперсионных соотношений, оказыва-
ются весьма близкими ( ).

На рис. 2в, 2г, 2д показаны профили волн, ко-
торые были сформированы одним и тем же ис-
точником ( ), но рассчитаны при различ-
ных значениях коэффициента  (1/16, 1/8, 1/4).
Хорошо заметно как с ростом величины  нарас-
тают различия между профилями и увеличивает-
ся количественная мера этих различий – пара-
метр  (0.025, 0.070, 0.207). Следует также обра-
тить внимание на то, что для волны, бегущей в
отрицательном направлении оси 0x (рис. 2д), воз-
никает особенность в определении знака лидиру-
ющей волны: положительная лидирующая фаза
диспергирующей волны становится слишком
слабой, и в качестве лидирующей волны опреде-

ξ0d dx
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ляется возмущение с отрицательной фазой. При
этом для волны без дисперсии лидирующая волна
остается положительной.

Несоответствие в определении знаков лидиру-
ющих волн начинает чаще реализовываться при

больших значениях коэффициента . Еще одна
такая ситуация показана на рис. 2е. Здесь она ре-
ализуется для волны, бегущей в положительном
направлении оси 0x. Недиспергирующая волна
начинается с отрицательной фазы, в то время как
диспергирующая волна – с четко выраженной
положительной фазы.

При больших значениях коэффициента 
( ) различия между волновыми профилями
становятся принципиальными (рис. 2е, 2ж, 2з).
Диспергирующие волны всегда обладают протя-
женным осциллирующим “хвостом”, в котором
сосредоточена заметная часть волновой энергии.
Волны, рассчитанные без учета дисперсии, сжаты
в пространстве и практически всегда обладают
большей амплитудой.

Из примеров, представленных на рис. 2, мож-
но сделать следующее предварительное заключе-
ние. При использовании теории длинных волн
приемлимая точность воспроизведения диспер-
гирующих волн обеспечивается при 
(рис. 2a–2д). Но в силу значительной изменчиво-
сти формы источника (даже в рамках выбранной
нами простой модели) для установления количе-
ственных закономерностей целесообразно обра-
титься к анализу распределений величины δ и
распределений отношения амплитуд лидирую-
щих волн 

На рис. 3 представлены распределения вели-
чины δ, полученные при различных значениях
коэффициента  Из рис. 3 видно, что увеличение

 приводит в среднем к росту значений δ и, одно-
временно, к заметному сужению распределений.
Это ожидаемый результат: время распростране-
ния волны пропорционально параметру  следо-
вательно, рост этого параметра должен увеличи-
вать различия между профилями диспергирую-
щих и недиспергирующих волн, что, в свою
очередь, сопровождается ростом величины δ.
Уменьшение ширины распределений связано с
тем, что величина δ имеет теоретический предел
(  см. раздел 4). Существование этого
предела начинает заметно влиять на результат
при  – правый край распределения замет-
но укручивается.

На рис. 4 представлены распределения абсо-
лютной величины отношения амплитуд лидиру-
ющих волн  Для совпадающих знаков
лидирующих волн ( ) распределения
показаны красным цветом, для несовпадающих
( ) – синим. При  когда про-
явления дисперсии заведомо незначительны, от-
ношение амплитуд  как правило, близко
к 1, а доля случаев, когда теории длинных и дис-
пергирующих волн дают различные знаки лиди-
рующих волн составляет всего 4.5%. Примеча-
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Рис. 3. Распределения величины  построенные при
различных значениях коэффициента  (указаны на
рисунке).
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тельно, что несовпадение знаков лидирующих
волн в большинстве случаев сопровождается зна-
чительными различиями в абсолютной величине
амплитуды. Рост величины  приводит к смеще-
нию распределений  влево, к уширению
распределений и к росту доли ошибочных опре-
делений знака лидирующей волны. При 
пик распределения приходится на 0.5, что гово-
рит о двухкратной переоценке амплитуды лиди-
рующей волны теорией длинных волн, при этом
доля ошибочных определений знака лидирующей
волны достигает 25.1%.

Детально проследить, как меняются распреде-
ления по мере увеличения коэффициента  мож-
но по рис. 5 и 6, на которых построены зависимо-
сти процентилей распределений в зависимости от
величины  На верхней горизонтальной оси гра-
фиков указаны значения коэффициента  соот-
ветствующие критериям, которые были получе-
ны ранее другими авторами [Kajiura, 1963; Mirchi-
na and Pelinovsky, 1982; Glimsdal et al., 2013; Kulikov
et al., 1996]. Соответствие величины  ранее полу-
ченным критериям устанавливалось по длинновол-
новому пределу, в рамках которого все критерии
оценивают расстояние, на котором дисперсия
становится значимой, единой формулой следую-

α
D LWA A

α = 2

α,

α.
α,

α

Рис. 4. Распределения абсолютной величины отно-
шения амплитуд лидирующих волн  полу-
ченных для диспергирующих и недиспергирующих
(длинных) волн. Красным цветом построены распре-
деления для лидирующих волн одинаковой полярно-
сти ( ), синим – для волн различающейся
полярности ( ). В процентах указана доля
соответствующих случаев.
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Рис. 5. Зависимость процентилей распределений ве-
личины  от величины коэффициента  Черным
пунктиром указаны значения коэффициента  соот-
ветствующие критериям, установленным ранее дру-
гими авторами.

2

1

0.5

0.2

0.1

0.05

0.02

0.01

0.005

0.002

0.02 0.03 0.05 0.1 0.2 0.5 1 2

�

�

99%
95%
90%

75%

50%

25%

10%

5%

1%

G
lim

sd
al

 (�
 =

 0
.0

1)

G
lim

sd
al

 (�
 =

 0
.1

)

K
ul

ik
ov

 (�
 =

 1
)

Pe
lin

ov
sk

y 
(a

d 
=

 0
.0

6)

K
aj

iu
ra

 (p
a 

=
 4

)

δ α.
α,



494

ИЗВЕСТИЯ РАН. ФИЗИКА АТМОСФЕРЫ И ОКЕАНА  том 59  № 4  2023

НОСОВ, ЗАРУБИНА

щего вида:  где  – безразмерная кон-
станта.

Предложенная нами в настоящей работе фор-
мула (19) после перехода к длинноволновому пре-
делу ( ) и к размерным переменным приоб-
ретает вид

(25)

Определению расстояния дисперсионного
разрушения Куликова [Kulikov et al., 1996] соот-
ветствует 

В соответствии с критерием Каджауры [Kajiu-
ra, 1963], если положить  получаем

(26)

Критерий Пелиновского [Mirchina, Pelinovsky,
1982], определяемый формулой (2) при 
соответствует следующему значению коэффици-
ента:

(27)

λ3 2 ,C H C

1kH !

λαΔ ≈
π

3
max

2 2 .
2 H

α = 1.

λ =max ,a

πα = ≈
2

3
12 1.85.

ap

= 0.06,da

α = π ≈22 1.18.da

Соответствие величины  критерию Глимсда-
ла [Glimsdal et al., 2013], определяемому форму-
лой (4), дается выражением

(28)

Из рис. 5 и 6 хорошо видно, как ранжируются
известные критерии по степени строгости. Наи-
более мягким из всех оказался критерий Каджау-
ры. По нашим оценкам этот критерий фактиче-
ски оказывается неработоспособным: приемли-
мое совпадение профилей (например, )
будет реализовываться менее чем в 1% случаев.

По мере возрастания жесткости за критерием
Каджауры следуют близкие по численным значе-
ниям критерии Пелиновского и Куликова. Оба
критерия не обеспечивают принципиального
улучшения ситуации по сравнению с критерием
Каджауры. И только критерий Глимсдала при

 действительно способен обеспечить соот-
ветствие волновых профилей с точностью 
в 75% случаев; при этом амлитуда лидирующей
волны будет переоценена не более чем в 2 раза
примерно в 90% случаев. Критерий Глимсдала
при  обеспечивает точность  для
90% случаев; при этом ошибка в определении ам-
плитуды лидирующей волны примерно в 90%
случаев будет менее 20%.

Подчеркнем, что уменьшение величины  на
практике не может быть беспредельным. Слиш-
ком малые значения коэффициента, которые га-
рантируют высокую степень совпадения волновых
профилей, во многих случаях будут давать настоль-
ко малую дистанцию дисперсионного разруше-
ния, что волна не успеет распространиться за пре-
делы источника, – такой расчет в большинстве слу-
чаев не будет иметь практического смысла.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
При моделировании цунами с использовани-

ем бездисперсионных длинноволновых моделей
следует принимать во внимание, что волны на во-
де являются диспергирующими при любой дли-
не, поэтому их воспроизведение длинноволновой
моделью всегда происходит с некоторой ошиб-
кой. Вопрос заключается только в том, какая
ошибка допустима при решении конкретной
практической задачи. В этой связи моделирова-
ние волн цунами, целесообразно сопровождать
маркировой расчетной области, которая будет
показывать дистанцию дисперсионного разруше-
ния  соответствующую ожидаемой точности
воспроизведения волн  при заданной обеспечи-
вающей вероятности.

Например, нас интересует точность  с
вероятностью 90%. Тогда по зависимостям, пред-

α

τ =πα = τ ≈  τ =

2 0.329 при 0.1,
0.0329 при 0.01.3

δ < 0.3
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δ < 0.5
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Рис. 6. Зависимость процентилей распределений ве-
личины  (при ) от величины ко-
эффициента  Черным пунктиром указаны значения
коэффициента  соответствующие критериям, уста-
новленным ранее другими авторами.
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ставленным на рис. 5, определяем требуемое зна-
чение корректирующего коэффициента: 
Далее исходную двумерную задачу на поверхно-
сти Земли следует свести к набору одномерных за-
дач, например, вдоль набора дуг большого круга,
проходящих через центр очага цунами с заданным
шагом по азимутальному углу, или, что возможно
является более перспективным, вдоль исходящих
из центра волновых лучей, рассчитанных с учетом
распределения глубин. Величина  определяется
вдоль каждого направления (или луча) отдельно с
учетом фактического профиля глубин. На деталь-
ной разработке соответствующей методики и ее
проверке здесь мы останавливаться не будем, –
это может являться предметом отдельного иссле-
дования.

В заключение заметим, что помимо рассмот-
реной в работе классической дисперсии гравита-
ционных поверхностных волн на воде, а также
упомянутых в разделе “Введение” “вторичных”
дисперсионных эффектов, существует еще и “не-
стандартная” дисперсия, обязанная наличию мел-
комасштабных нерегулярностей рельефа дна
[Доброхотов и др., 2015; Dobrokhotov et al., 2016].
В проведенном исследовании такие эффекты ни-
как не учитываются. Их описание, очевидно,
должно включать пространственные производные
от функции, описывающей рельеф дна, и вопрос о
включении соответствующих поправок в диспер-
сионное соотношение пока остается открытым.
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Criterion of Applicability of the Theory of Long Waves
for Description of Dispersive Tsunami Waves
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Conditions for the applicability of the dispersionless theory of long waves for reproducing dispersive tsunami
waves are analyzed. As a quantitative criterion, the dispersive destruction distance is proposed for use, which
is a value that is uniquely determined by the wavelength that dominates in the spectrum of the initial elevation
of the water surface in the tsunami source, and the correction factor  The physical meaning of the  value
is the fraction of the wavelength by which the dispersive wave packet lags behind the long wave front when
propagating over a distance equal to the dispersive destruction distance. Using the model residual displace-
ment of the bottom surface, the geometrical parameters of which vary randomly, under the assumption of in-
stantaneous generation of waves and taking into account the smoothing effect of the water layer, the Monte
Carlo method establishes a relationship between the accuracy of wave reproduction by the dispersionless
model and the quantity  Using the “  coefficient scale”, the ranking of the criteria that were previously
proposed by other authors was performed.

Keywords: tsunami propagation, phase dispersion, long waves
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