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Решена задача о построении асимптотик дальних волновых полей, возникающих на границе разде-
ла льда и бесконечно глубокой однородной жидкости при обтекании локализованного источника
возмущений. Получено интегральное представление решения и с помощью метода стационарной
фазы построено асимптотическое представление решения для сверхкритических режимов волно-
вой генерации. Проведено сравнение точных и асимптотических результатов, и показано, что
асимптотики вдали от источника возмущений позволяют описать амплитудно-фазовую структуру
дальних волновых полей.
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Характерным природным фактором полярных
районов Мирового океана и замерзающих мор-
ских акваторий является наличие ледяного по-
крова. Плавающий ледяной покров, определяю-
щий динамическое взаимодействие между океа-
ном и атмосферой, влияет на динамику не только
морской поверхности, но и подповерхностных
вод [Marchenko et al., 2010; Букатов, 2017; Moro-
zov, 2018; Velarde et al., 2018]. В общем движении
по вертикали участвует как ледяной покров, так и
вся масса жидкости под ним. Волновые процессы
под ледяным покровом проявляются в его дефор-
мации, которая зависит от физико-механических
свойств льда. Воздействием волн можно объяс-
нить такие явления как образование трещин в
сплошных ледяных полях, разрушение льда в
прикромочных зонах, взламывание припая. Изу-
чение волновых процессов в море с плавающим
ледяным покровом актуально для изучения его
реакции на различные гидродинамические воз-
мущения, движущиеся средства, процессов рас-
пада ледяных полей в интересах судоходства, а
также совершенствования методов дистанцион-
ного зондирования поверхности ледяного покры-
тия. Современное состояние проблемы и подроб-

ный обзор работ содержится в [Букатов, 2017; Mei
et al., 2017; Ильичев, 2003].

В природных условиях причинами деформа-
ции ледяной поверхности могут быть, например,
импульсные и периодические изменения давле-
ния, подводные источники различной физиче-
ской природы (в том числе подводные взрывы),
движущиеся по льду нагрузки постоянной и пере-
менной интенсивности, локализованные возму-
щения морской поверхности [Сидняев, 2013; Бу-
катов, 2017; Mei et al., 2017; Marchenko et al., 2010].
Обычно предполагается, что ледяной покров яв-
ляется сплошным, то есть его горизонтальные
масштабы превышают длины возбуждаемых волн
[Савин и др., 2015; Стурова, 2021]. Ледяной по-
кров при достаточно естественных условиях мо-
делируется тонкой упругой пластиной, деформа-
ции малы и пластина является физически линей-
ной [Dinvay et al.,2019; Sturova, 2015; Ильичев,
2021]. В дальнейшем для проведения прогнозных
расчетов возмущений ледяного покрова можно
подбирать параметры использованной модели
так, чтобы приблизить смоделированную волно-
вую систему к реально наблюдаемым в природ-
ных условиях картинам возмущения поверхности
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льда [Букатов, 2017; Свиркунов и др., 2014; Була-
тов и др., 2015; Mei et al., 2017].

Целью настоящей работы является решение
ранее не рассматриваемой задачи о построении
асимптотик дальних волновых возмущений ледя-
ного покрова, возбуждаемых локализованным
источником в потоке однородной жидкости бес-
конечной глубины.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ, 
ИНТРЕГРАЛЬНЫЕ ФОРМЫ РЕШЕНИЙ
Рассматривается поток идеальной бесконечно

глубокой жидкости, который обтекает точечный
источник мощности массы  Сверху
течение ограничено ледяным покровом толщины

 Горизонтальная плоскость  совпадает с не-
возмущенной границей раздела жидкости плот-
ности  и льда плотности  Скорость потока жид-
кости направлена вдоль оси  и равна  источник
расположен в точке   Обозначим че-
рез  установившийся во времени потенци-
ал возмущений скорости:  и через

 – установившуюся величину возвышения
поверхности раздела жидкости и ледового покро-
ва. Тогда  – вектор скорости произ-
вольной частицы жидкости. В линейном прибли-
жении математическая постановка задачи фор-
мулируется следующим образом [Букатов, 2017;
Савин и др., 2015; Стурова, 2021; Ильичев, 2003]

(1)
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где g – ускорение свободного падения,  – мо-
дуль Юнга льда,  – коэффициент Пуассона,  –
начальное напряжение. Характерные значения
этих величин в морских условиях равны [March-
enko et al., 2010; Букатов, 2017; Morozov, 2018;

Velarde et al., 2018]:  
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2. ПОСТРОЕНИЕ АСИМПТОТИК РЕШЕНИЙ

В [Савин и др., 2015] отмечено, что решение в
форме (7) представляет сложную в вычислитель-
ном плане задачу из-за возникающих в расчетных
формулах сингулярностей. Рассмотрим поведе-
ние функции  вдоль некоторого направле-
ния , составляющего угол  с положительным
направлением оси  т.е. будем счиать, что

   Чтобы найти
асимптотику интеграла (7) при  необходи-
мо перевести контур интегрирования по пере-
менной  в нижнюю полуплоскость. Интеграл в
нижней полуплоскости экспоненциально мал
при  Основной вклад в (7) будет опреде-
ляться полюсами подынтегральной функции,
расположенными на действительной оси. Эти два
полюса (дисперсионные кривые)  на-
ходятся из решения уравнения  т.е.

 Это уравнение имеет дей-
ствительные корни лишь при выполнении усло-
вия:  где  – единственные

положительный корень уравнения:  +
+  [Савин и др., 2015; Ильичев,
2021].

Далее предполагается, что  поскольку
только в этом случае источник генерирует в набега-
ющем потоке волновые возмущения [Савин и др.,
2015; Стурова, 2021; Ильичев, 2003; Sturova, 2015].
Тогда для суммарного вклада вычетов 
можно получить

(8)
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Асимптотика интеграла (8) при  вычис-
ляется методом стационарной фазы

(9)

где  – единственный корень уравнения

 функции 
 – определяют параметрическое (с парамет-

ром ) представление правой  ветви дис-
персионной кривой   – ориентирован-
ная кривизна ветви  т.е. левой

 половины дисперсионной кривой 
Отметим, что  – единственная ста-
ционарная точка фазовой функции интеграла (8),
лежащая на кривой  Так как эта точка рас-
положена на левой  ветви дисперсионной
кривой, то в формулах (9) кривизна дисперсион-
ной кривой вычисляется только для левой ветви.

На рис. 1–3 представлены результаты расчетов
возвышения ледяного покрова для следующих
параметров, характерных для реальных гидрофизи-
ческих условий Мирового океана [Marchenko et al.,
2010; Букатов, 2017; Morozov, 2018; Velarde et al.,

2018]:    м,  м, что

в данной постановке позволяет, например, моде-
лировать обтекание затупленного достаточно
протяженного тела с диаметром порядка одного
метра [Булатов и др., 2015]. Очевидно, что в даль-
нейшем, используя операцию свертки, наиболь-
ший выигрыш при использовании данного подхода
можно получить при исследовании волновых воз-
мущений ледяного покрова, возбуждаемых распре-
деленными в пространстве источниками различ-
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2014; Булатов и др., 2015]. На рис. 1 приведены ре-
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ведены результаты расчетов по асимптотическим
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формулам (9). Как видно из представленных ре-
зультатов, построенные асимптотики адекватно
описывают амплитудно-фазовую структуру даль-
них волновых полей возвышения ледяного по-
крова. На рис. 3 представлена “срезка” амплиту-
ды возвышения вдоль оси ξ при фиксированном

значении y, рассчитанная по формуле (8). Как по-
казывают численные расчеты, для использован-
ных параметров источника возбуждения харак-
терные величины возвышения составляют не ме-
нее 5 миллиметров, что, по порядку величин, не
противоречит наблюдаемым в природных усло-

Рис. 1. Возвышение ледяного покрова: точное решение.
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Рис. 2. Возвышение ледяного покрова: асимптотика стационарной фазы.
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виях значениям возмущения ледяного покрова
[Marchenko et al., 2010; Букатов, 2017; Morozov,
2018; Velarde et al., 2018].

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе с помощью метода стационарной фазы
построены асимптотические решения, описываю-
щие динамику волновых пакетов, возбуждаемых на
поверхности ледяного покрова при обтекании ло-
кализованного источника потоком бесконечно глу-
бокой однородной жидкости. Построенные асимп-
тотики дальних полей дают возможность эффек-
тивно рассчитывать основные характеристики
волновых возмущений, и, кроме того, качественно
анализировать полученные решения, что важно для
правильной постановки математических моделей
волновой динамики. Полученные асимптотиче-
ские результаты с различными значениями вхо-
дящих в них физических параметров позволяют
провести оценку характеристик возмущений ледя-
ного покрова, наблюдаемых в реальных океаниче-
ских условиях. Построенные в работе асимптотики
позволяют рассчитывать дальние волновые поля, в
том числе, и от нелокальных источников возмуще-
ний различной физической природы. В результате
проведения модельных многовариантных расчетов
по асимптотическим формулам смоделированная
волновая система может быть приближена к на-
блюдаемым в натурных условиях волновым карти-
нам, что позволяет оценить физические параметры

реальных источников возбуждения волн в морской
среде c ледовым покрытием. Поэтому полученные
асимптотические результаты дают возможность
определить основные характеристики начальных
возмущений, варьируя модельные значения исход-
ных параметров. Таким образом, математические
модели волновой генерации на поверхности раз-
дела морской воды и льда могут быть не только
верифицированы, но и использованы для прове-
дения прогнозных оценок.

Работа выполнена при финансовой поддержке
РНФ грант № 23-21-00194.
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Far Fields at Interface between an Infinitely Deep Ocean and Ice Excited 
by a Localized Source

V. V. Bulatov1, * and I. Yu. Vladimirov2, **
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The problem of constructing asymptotics of the far wave fields that arise at the interface between ice and an
infinitely deep liquid in the f low around a localized source is solved. An integral representation of the solution
is obtained, and an asymptotic representation of the solution for supercritical modes of wave generation is
constructed using the stationary phase method. The exact and asymptotic results are compared, and it is
shown that the asymptotics far from the source make it possible to describe the amplitude-phase structure of
far wave fields.
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