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В рамках дискретной квазигеострофической модели с двумя вертикальными уровнями решена за-
дача о линейной устойчивости течения стратифицированной вращающейся жидкости с постоян-
ными вертикальным и горизонтальным сдвигами скорости. Показано, что учет горизонтального
сдвига приводит к качественному изменению динамики неустойчивых волновых возмущений. Ос-
новная особенность связана с эффектом временного экспоненциального роста неустойчивых воз-
мущений, т.е. роста на конечном временном промежутке. Этот эффект проявляется в чередовании
стадий гладкого осциллирующего поведения (во времени) со стадиями экспоненциального (взрыв-
ного) роста конечной продолжительности. Дана кинематическая интерпретация эффекта времен-
ного экспоненциального роста, связанная с прохождением зависящего от времени волнового век-
тора возмущения через область экспоненциальной неустойчивости, существующей в отсутствие го-
ризонтального сдвига. Показано, что в математическом плане этот эффект описывается решениями
дифференциального уравнения второго порядка, содержащего точки поворота. Приведены асимп-
тотические решения уравнения при слабых горизонтальных сдвигах.
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Задача о неустойчивости геострофического те-
чения с вертикальным сдвигом скорости –одна
из классических задач геофизической гидродина-
мики. Впервые она была рассмотрена в классиче-
ской работе Иди [Eady, 1949]. Используя асимп-
тотические решения уравнений гидродинамики,
Иди определил параметры неустойчивых волно-
вых возмущений (волн Иди). Было показано, что
они хорошо согласуются с параметрами атмо-
сферных циклонических возмущений средних
широт (длина наиболее неустойчивого возмуще-
ния порядка 4000 км), время удвоения амплитуды
порядка 3-х суток. Впоследствии были получены
решения Иди в рамках дискретных по вертикали
квазигеострофических моделей, хорошо согласу-
ющиеся с непрерывными решениями. В рамках
таких моделей разными авторами рассматрива-
лись различные обобщенные простановки задачи
Иди. В рассмотрение принимались бета-эффект,
сжимаемость, горизонтальный сдвиг ветра, нели-
нейность. Далеко не полный список публикаций,
посвященных этой классической задаче теории
бароклинной неустойчивости можно найти в из-

вестных монографиях и обзорах [Уизем, 1977, Ле
Блон, Майсек, 1981, Лайтхилл, 1981, Фабер, 2001,
Гилл, 1986, Монин, 1988, Ламб, 1947, Кочин, Ки-
бель, Розе, 1963].

В настоящей работе рассмотрен один из вари-
антов задачи Иди – задача о неустойчивости гео-
строфического течения с постоянными верти-
кальным и горизонтальным сдвигами. Эта задача
была рассмотрена в работе автора [Калашник,
2009] в рамках квазигеострофической модели ат-
мосферы с непрерывной стратификацией. В на-
стоящей работе для решения задачи использован
дискретный вариант квазигеострофической мо-
дели с двумя вертикальными уровнями. Исполь-
зование этого варианта значительно упрощает
исследование устойчивости. Основная особен-
ность решений дискретной модели связана с эф-
фектом временного экспоненциального роста не-
устойчивых волн, т.е. роста на конечном времен-
ном промежутке. Данный эффект проявляется в
смене динамического режима колебаний режи-
мом экспоненциального (взрывного) роста ко-
нечной продолжительности. Подобное поведе-
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ние представляет собой новый, ранее не изученный
механизм реализации бароклинной неустойчиво-
сти, который остался совершенно незамеченным в
исследованиях аналогичной задачи [Barcilon,
Bishop, 1999; Bishop, 1993].

2. Двухуровенная квазигеострофическая модель
и линейная теория устойчивости. Для изучения не-
устойчивости используем дискретный вариант
поверхностной геострофической модели, описы-
вающей движения слоя стратифицированной
вращающейся жидкости с нулевой потенциаль-
ной завихренностью. В качестве вертикального и
горизонтального масштаба в безразмерных урав-
нениях модели принимаются соответственно
толщина слоя  и бароклинный радиус деформа-
ции Россби  где  – частота Брента,

– параметр Кориолиса. Масштаб времени,
функции тока и скорости соответственно

  и  где  – ха-
рактерное значение перепада плавучести. Безраз-
мерные горизонтальные компоненты скорости

 и плавучесть  связаны с функцией тока  со-
отношениями    В безраз-
мерных переменных основное уравнение поверх-
ностной геострофической модели (равенство ну-
лю потенциальной завихренности) имеет вид
уравнения Лапласа

(1)

к которому присоединяются нестационарные
граничные условия

(2)

где квадратными скобками обозначен двумер-
ный якобиан  Данные усло-
вия следуют из условий непротекания на твер-
дых горизонтальных границах слоя и выражения
для вертикальной компоненты скорости в квази-
геострофическом приближении [Pedlosky, 1987].
Уравнения (1), (2) лежат в основе SQG модели с
двумя границами [Held et al., 1995]. Дискретная
аппроксимация оператора Лапласа в (1), вклю-
чающая разбиение вертикального отрезка инте-
грирования на четыре отрезка толщины  и
привлечение уравнений переноса плавучести на
границах (2), приводят к следующей системе
уравнений

(3)

Здесь   – значения функции тока на верхней
и нижней границах слоя,  – двумерный оператор
Лапласа, параметр  Уравнения (3)
совпадают с уравнениями классической двухуро-
венной модели Филлипса [Pedlosky, 1987; Phil-

H
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lips,1954], однако отличаются от нее физической
интерпретацией переменных. Распределения PV

  на нижнем и верхнем уровнях в модели
Филлипса, теперь имеют смысл удвоенных рас-
пределений плавучести на верхней и нижней гра-
ницах слоя атмосферы. Подробный вывод уравне-
ний (3) представлен в работах [Kalashnik, Chkhe-
tiani, Kurgansky, 2021; Калашник, Курганский,
Чхетиани, 2022].

Из уравнений (3) следует закон сохранения
полной энергии

(4)

  – двумерный градиент. Сохраняются
также квадратичные интегралы

(5)

отражающие законы сохранения энстрофии на
каждой границе.

Для дальнейшего преобразуем систему (3) к
форме, удобной для исследования устойчивости.
Введем баротропный  и баро-
клинный компоненты  функции
тока. Для этих компонентов система (3) сводится
к системе

(6)

Уравнения (6) получаются вычитанием и сложе-
нием уравнений (3). Из системы (6) следует закон
сохранения полной энергии в форме

(7)

Стационарные зональные течения описываются
точным решением (6)   Это реше-
ние описывает течение со скоростью в двух слоях

 где  и  есть
баротропный и бароклинный компоненты ско-
рости течения. Полагая в (7) 

 для малых возмущений (штрихи у
возмущений опускаем) получим систему

(8)

Далее будем рассматривать течение с постоянны-
ми горизонтальным и вертикальным сдвигами.
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Положим для определенности  где  – ве-
личина горизонтального сдвига, и 
Для этого течения система уравнений (8) примет
вид

(9)

2. НЕУСТОЙЧИВОСТЬ ТЕЧЕНИЯ 
С ПОСТОЯННЫМ ВЕРТИКАЛЬНЫМ 

СДВИГОМ
Рассмотрим вначале случай с отсутствием го-

ризонтального сдвига, когда  (S = 0). Отыс-
кивая экспоненциально нарастающие решения
системы (9) вида  
для инкремента нарастания  получим уравнение

где  Отсюда

(10)

Согласно (10) неустойчивость имеет место для
значений  (длинные волны), т.е. для значе-
ний волновых чисел  лежащих внутри круга ра-
диуса  Используя (10) легко показать, что мак-
симальную скорость роста  имеют дву-
мерные возмущения с  и волновым числом

 где, напомним, λ2 =
 Для указанных значений параметров

размерная длина волны наиболее опасного воз-
мущения  (четверть
длины – масштаб циклона). При  время на-
растания возмущения в  раз  состав-
ляет (в размерных переменных) величину поряд-
ка суток.

3. ТЕЧЕНИЕ С ГОРИЗОНТАЛЬНЫМ 
И ВЕРТИКАЛЬНЫМ СДВИГАМИ.

ЭФФЕКТ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОГО РОСТА 
ВОЗМУЩЕНИЙ НА КОНЕЧНОМ 

ВРЕМЕННОМ ПРОМЕЖУТКЕ
Рассмотрим теперь динамику возмущений в

присутствии течения с горизонтальным сдвигом
 Поведение малых возмущений течения

описывается линейной системой (9). Как показано
в предыдущем разделе, в отсутствие горизонтально-
го сдвига существует нормальная мода, которая
экспоненциально растет, если квадрат модуля вол-

= ,U Sy S
= λ = 22 1/4.U

( ) ( )
( ) ( )
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нового вектора  и осциллирует во
времени, если  Принципиально новая
особенность, вносимая горизонтальным сдви-
гом, связана с эффектом временного экспонен-
циального роста волновых мод, т.е. экспоненци-
ального роста на конечном временном проме-
жутке. Подобное поведение представляет собой
новый, малоизученный тип гидродинамической
неустойчивости.

Для исследования устойчивости течения ис-
пользуем немодальный подход, основанный на
описании динамики возмущений в полулагран-
жевой (движущейся вместе с потоком) системе
координат. Следуя работам [Chagelishvili et al.,
1997; Kalashnik et al., 2006] ведем новые перемен-
ные    С учетом формул для
преобразования производных

из (9) получим систему с коэффициентами, зави-
сящими только от времени

(11)

где оператор Лапласа в новых переменных
 Система (11) име-

ет решения в форме немодальной волны с пере-
менными амплитудами

(12)

Прямая подстановка в (11) показывает, что эти
амплитуды удовлетворят системе обыкновенных
дифференциальных уравнений

(13)

Возвращаясь к исходным физическим перемен-
ным и обозначая  
систему (13) можно записать в форме

(14)
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Немодальное решение в исходных физических
переменных соответственно примет вид

(15)

Описание динамики возмущений, таким обра-
зом, сводится к анализу поведения решений систе-
мы (14). Это поведение может быть достаточно не-
типичным, в частности, содержать промежутки
экспоненциального роста конечной (во времени)
продолжительности. Без ограничения общности
далее будем рассматривать положительные значе-
ния  и  при которых волновое число  меняет
знак. Зависимость от времени  при этом немо-
нотонна и имеет точку минимума при 

Замена переменных  

 преобразует систему (14) к системе

(16)

θ = + σ = +
= −

( )sin( ( ) ), ( )cos( ( ) ),
( ) ,

A t kx l t y B t kx l t y
l t l Skt

k ,l ( )l t
μ2( )t

= .t l Sk

( )= μ + λ2 2
1 ( ) ,A t A =1B

= μ2( )t B

+ = + =

λ − μ λ + μ= =
μ μ

1 1
1 1

2 2 2 2

2 2

( ) 0, ( ) 0,

( ) ( )( ) , ( ) ,
4 4( ) ( )

dA dBf t B g t A
dt dt

t tk kf t g t
t t

которая сводится к одному уравнению второго
порядка

(17)

Поскольку функция  характер поведения
решений уравнения (17) определяется знаком
функции  т.е. знаком выражения 
Это выражение можно записать в виде

(18)

Из (18) следует, что для значений волновых чи-
сел, удовлетворяющих условию  (короткие
волны), значение  и все решения урав-
нения (17) или эквивалентной ему системы (14) ос-
циллируют во времени. Пример численного ре-
шения системы (14) для этих значений представ-
лен на рис. 1.

Совершенно другое поведение наблюдается в
случае  (длинные волны), когда значение

 может менять знак. В этом случае на
временном промежутке  где  од-
но из фундаментальных решений уравнения (17)

− =1
1

1 ( ) 0.
( )

dBd f t B
dt g t dt

>( ) 0,g t

( ),f t λ − μ2 2( ).t

( )
λ − μ = − −

= λ −

2 2 2 2
1 2

2 2
1,2
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.

t S k t t t t

t l k Sk

> λ2 2k
λ − μ <2 2( ) 0t
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Рис. 1. Зависимость от времени амплитуд для значений параметов    
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экспоненциально растет, вне этого промежутка,
где  соответствующее решение осцилли-
рует. Для уравнения (17) точки  и  являются
точками поворота, т.е. точками при переходе че-
рез которые меняется поведение решения (ос-
циллирующее, экспоненциальное).

Важно подчеркнуть, что появление точек по-
ворота связано с немонотонной зависимостью от
времени модуля волнового вектора  На плос-
кости волновых чисел экспоненциальному росту
отвечают положения волнового вектора 
лежащие внутри круга радиуса  т.е. круга не-
устойчивости в отсутствие горизонтального сдви-
га. Если в начальный момент времени волновой
вектор лежит внутри этого круга, т.е. выполнено
условие  то на промежутке ин-
тегрирования  существует одна точка пово-
рота  при переходе через которую экспоненци-
альный рост сменяется осцилляциями. При вы-
полнении условий  
(внешность круга, лежащая в вертикальной поло-
се ), на промежутке  существуют две
точки поворота  Положение волнового векто-
ра с течением времени при наличии двух точек
поворота проиллюстрировано на рис. 2. Если ас-
социировать неустойчивость с появлением ста-
дии экспоненциального роста, то учет горизон-
тального сдвига значительно расширяет область
неустойчивости.

Непосредственно в окрестностях точек пово-
рота   С учетом этих асимпто-
тик и выражения (18) сделаем в уравнении (17) за-
мену  и обозначим  При этом
получим уравнение

(19)

<( ) 0,f t
1t 2t

μ( ).t

( , ( )),k l t
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При слабых сдвигах  уравнение (19) есть
уравнение с большим параметром  и для на-
хождения его решений можно использовать из-
вестные асимптотические методы [Найфэ, 1976].
Если обозначить  то ВКБ
асимптотики общего решения уравнения (19)
слева и справа от точки поворота  имеют вид

(8)

Эти асимптотические разложения, отвечаю-
щие переходу от осциллирующего к экспоненци-
альному поведению, сращиваются путем введе-
ния внутреннего разложения вблизи  которое
представляется в терминах функций Эйри  и

 [Найфэ, 1976]. Внутреннее разложение име-
ет вид:  Используя асимпто-
тики функций Эйри, можно выразить коэффици-
енты  и  через  Отсюда следует, что
коэффициенты  однозначно выражаются че-
рез  Таким образом, осуществляется сращи-
вание внутреннего и внешнего разложений (8).
Построенные асимптотики показывают, что при
переходе через точку  экспоненциальный рост
сменяется осцилляциями.

Результаты прямого численного интегрирова-
ния системы (16) в ситуации с двумя точками пово-
рота представлены на рис. 3. Приняты значения па-
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Рис. 2. Положение волнового вектора возмущений для трех моментов времени в ситуации с двумя точками поворота.
С ростом времени волновой вектор проходит через область экспоненциальной неустойчивости (круг на рисунке).
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раметров     Значение
волнового числа взято близким у критическому
(пороговому) значению  При
этом промежуток экспоненциального роста до-
статочно мал. При более сильных отклонениях от
критического значения на промежутке экспонен-
циального роста растущее решение становится
очень большим и график решения не вмещает
полностью растущую часть. Отметим, что соглас-

= 2.7,k = 10,l = 0.1,S λ =2 8.

= λ = =8 2.828.krk

но (18) длина промежутка экспоненциального ро-
ста определяется выражением

При фиксированном  и в пределе длин-
ных волн  значение  Стадия экспо-
ненциального роста длинноволновых возмуще-

λ −Δ = − =
2 2
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Sk
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Рис. 3. Зависимость от времени амплитуд при     Точки поворота  
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ний, таким образом, по времени становится очень
длинной.

На рис. 4 для принятых значений параметров
представлена зависимость от времени полной
энергии возмущений (7), которую для возмуще-
ний в форме немодальных волн (15) можно запи-
сать в виде

Данное выражение получается после осредне-
ния энергии по горизонтальным координатам. От-
четливо виден резкий скачок полной энергии после
прохождения первой точки поворота. Аналогичный
скачок наблюдается и в зависимости от времени
потенциальной энергии 

Таким образом, результаты данного раздела
показывают, что в течении с горизонтальным
сдвигом скорости динамика возмущений приоб-
ретает принципиально новые особенности. Ос-
новная особенность связана с эффектом времен-
ного экспоненциального роста возмущений, т.е.
роста на конечном временном промежутке. Баро-
тропный компонент скорости течения, таким об-
разом, может приводить к новым сценариям раз-
вития бароклинной неустойчивости.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В рамках дискретной квазигеострофической

модели с двумя вертикальными уровнями иссле-
дована задача о линейной устойчивости течения
стратифицированной вращающейся жидкости с
постоянными вертикальным и горизонтальным
сдвигами скорости. Показано, что учет горизон-
тального сдвига приводит к качественному изме-
нению динамики волновых возмущений. Взамен
традиционного экспоненциального роста не-
устойчивых волн, на начальном этапе эволюции
может наблюдаться временный экспоненциаль-
ный рост, т.е. рост на конечном временном проме-
жутке. Это рост сменяется стадией низкочастот-
ных колебаний. Дана кинематическая интерпрета-
ция эффекта временного экспоненциального
роста, связанная с прохождением зависящего от
времени волнового вектора возмущения через об-
ласть экспоненциальной неустойчивости, суще-
ствующей в отсутствие горизонтального сдвига.
Показано, что в математическом плане этот эф-
фект описывается решениями дифференциально-
го уравнения второго порядка, содержащего точки
поворота.

Работа выполнена при поддержке РНФ (номер
проекта 22-27-00039).
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Shear Flow Instability over a Finite Time Interval
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Within the framework of a discrete quasi-geostrophic model with two vertical levels, the problem of linear
stability of the f low of a stratified rotating f luid with constant vertical and horizontal velocity shifts is
solved. It is shown that taking into account the horizontal shear leads to a qualitative change in the dynam-
ics of unstable wave disturbances. The main feature is related to the effect of temporary exponential growth
of unstable perturbations, i.e. growth over a finite time period. This effect manifests itself in the alternation
of stages of smooth oscillating behavior (in time) with stages of exponential (explosive) growth of finite du-
ration. A kinematic interpretation of the effect of temporal exponential growth is given, which is associated
with the passage of a time-dependent perturbation wave vector through the region of exponential instability
that exists in the absence of a horizontal shear. It is shown that mathematically this effect is described by
solutions of a second-order differential equation containing turning points. Asymptotic solutions of the
equation are given for weak horizontal shifts.

Keywords: baroclinic instability, horizontal and vertical velocity shear, growth rate, unstable modes


