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Проведен анализ неустойчивых возмущений геострофического течения конечного поперечного мас-
штаба с параболическим вертикальным профилем скорости общего вида (с линейным и постоянным
сдвигами скорости) в ограниченном по вертикали слое. Модель основана на уравнении потенциаль-
ного вихря в квазигеострофическом приближении с учетом вертикальной диффузии импульса и мас-
сы. Уравнение и граничные условия сводились к спектральной задаче на собственные значения типа
Орра–Зоммерфельда. Для поиска собственных функций и собственных значений использовался вы-
сокоточный аналитико-численный метод. Особое внимание уделялось изучению неустойчивых воз-
мущений с фазовой скоростью, превышающей максимальную скорость потока. Такую неустойчи-
вость следует отличать от бароклинной неустойчивости и неустойчивости критического слоя. Полу-
чено, что указанная неустойчивость может развиваться в океанских течениях при вариации
параметров задачи в широком диапазоне значений, причем с увеличением числа Прандтля фазовая
скорость таких возмущений увеличивается, и может существенно превышать максимальную ско-
рость течения. Однако возникновение таких неустойчивых возмущений возможно только в случаях,
когда максимум скорости течения находится внутри слоя (но необязательно в его центре). Получено
также, что узкие течения (поперечный масштаб равен или меньше радиуса Россби) с параболическим
вертикальным профилем могут быть неустойчивы. Максимально неустойчивые возмущения имеют
приблизительно равные масштабы вдоль и поперек течения, то есть являются круглыми возмущени-
ями. Представлено обсуждение различных видов неустойчивости геострофического течения с пара-
болическим вертикальным профилем скорости применительно к океану.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В работах [Кузьмина, 2016; Kuzmina, 2016;

Скороходов, Кузьмина, 2016; Кузьмина и др.,
2018; Zhurbas, 2018; Скороходов, Кузьмина, 2018;
Кузьмина и др., 2019] получено, что при неустой-
чивости геострофического течения с большим
поперечным масштабом и с параболическим вер-
тикальным профилем скорости возникают расту-
щие со временем возмущения, фазовая скорость
которых превышает максимальную скорость те-
чения. Такую неустойчивость нельзя отнести к
бароклинной неустойчивости и неустойчивости
критического слоя (подробнее см. в [Кузьмина
и др., 2018]), поэтому изучение такой неустойчи-
вости представляет определенный интерес.

В перечисленных работах анализ устойчивых и
неустойчивых возмущений зонального течения в
ограниченном по вертикали слое проводился на
основе уравнения потенциального вихря в квази-
геострофическом приближении с учетом верти-
кальной диффузии импульса и массы. При этом
полагалось, что течение характеризуется только
линейным по вертикали сдвигом и имеет макси-
мум скорости в центре слоя. Однако исследова-
ния [Скороходов, Кузьмина, 2021] на основе ана-
логичной модели динамики течения с линейным
и постоянным вертикальными сдвигами и с мак-
симумом скорости на верхней или нижней грани-
цах слоя, показали, что фазовая скорость не-
устойчивых возмущений не превышает макси-
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мальной скорости течения. Учитывая, что анализ
неустойчивых возмущений разного масштаба ва-
жен для исследования динамики океана (в част-
ности, для понимания процесса образования ин-
трузий в Арктическом бассейне [Кузьмина и др.,
2014; Кузьмина, 2016; Kuzmina, 2016; Скороходов,
Кузьмина, 2016; Кузьмина и др., 2018; Zhurbas,
2018]), представляется целесообразным выяснить,
возникают ли неустойчивые возмущения, полу-
ченные в моделях [Кузьмина, 2016; Kuzmina, 2016;
Скороходов, Кузьмина, 2016; Кузьмина и др., 2018;
Zhurbas, 2018; Скороходов, Кузьмина, 2018;
Кузьмина и др., 2019], только в частном случае па-
раболического течения с максимумом скорости в
центре слоя, или они типичны для более общего
вида течения с вертикальным параболическим
профилем скорости. Данная работа посвящена,
прежде всего, такому анализу. Особое внимание
уделено также описанию неустойчивых возмуще-
ний в области узких течений с поперечными мас-
штабами, равными или меньшими масштаба
Россби (об узких и широких течениях или фронтах
см. подробнее в [Кузьмина и др., 2020]), и обсужде-
нию различных видов неустойчивости, которые мо-
гут возникать в зоне течения с параболическим вер-
тикальным профилем скорости применительно к
океану.

2. МОДЕЛЬНАЯ ЗАДАЧА

Для исследования методом малых возмуще-
ний неустойчивости зонального геострофическо-
го течения с вертикальным параболическим про-
филем скорости общего вида в ограниченном по
вертикали слое мы будем опираться на линейное
уравнение потенциального вихря в квазигеостро-
фическом приближении с учетом вертикальной
диффузии плавучести и трения (или диффузии
массы и импульса). Впервые уравнение потенци-
ального вихря с учетом диффузии массы и им-
пульса для исследования неустойчивости геост-
рофического течения с линейным вертикальным
профилем скорости в полубезграничной по вер-
тикали области было проанализировано на основе
аналитических решений Майлзом [Miles, 1965].
Уравнение потенциального вихря в безразмер-
ном виде для течения с параболическим верти-
кальным профилем, который имеет максимум в
центре слоя, было выведено и подробно анализи-
ровалось в [Кузьмина и др., 2018; Кузьмина и др.,
2019]. Для течения с вертикальным параболиче-
ским профилем общего вида оно выводится ана-
логично, и без учета β-эффекта сводится к следу-
ющему уравнению:

(1)

где  – возмущение давления, ,

, ,  – положительные кон-

станты, характеризующие величины вертикальных
линейного и постоянного сдвигов скорости,  –
скорость течения в середине слоя,  – вертикаль-
ный масштаб слоя,  ,

 – число Пекле (аналог числа Рей-
нольдса), – коэффициент вертикальной диф-
фузии плавучести,  – число
Бургера (см., например, [Cushman-Roisin, 1994]),

 – частота плавучести в фоновом состоянии,
– горизонтальный поперечный масштаб зональ-

ного геострофического течения,  – параметр Ко-

риолиса,  – число Прандтля, .

Ось  направлена на восток (зональная коорди-
ната), ось y – на север (меридиональная координа-
та), и ось  – вверх. Скорость зонального течения
направлена вдоль координаты x. Для определен-
ности положим, что скорость течения на нижней
границе слоя равна нулю, то есть ,
и, следовательно, .

Безразмерные переменные и искомая функ-
ция вводились по формулам: , ,

 , , ,  – размерная

константа,  (давление нормировано
на отсчетную плотность). Звездочки, которыми
отмечены безразмерные переменные и искомая
функция, в (1) опущены.

Для анализа устойчивых и неустойчивых воз-
мущений зонального геострофического течения
мы будем опираться на уравнение (1) и следую-
щие граничные условия:
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Условия (2) и условия (4) означают равенства ну-
лю на верхней и нижней границах слоя вертикаль-
ной скорости и потоков плавучести соответственно.
Равенства нулю меридиональной компоненты ско-
рости возмущения на боковых границах среднего
геострофического течения определяются услови-
ями (3). Отметим, что члены в правой части урав-
нения (1) описывают влияние на динамику воз-
мущений диссипативных процессов, причем пер-
вый член в скобке в правой части (1) описывает
влияние вертикальной диффузии плавучести, а
второй член – влияние вертикального трения.
Обоснования граничных условий (4) сводятся к
следующему: а) четвертый порядок уравнения (1)
обусловлен учетом вертикальной диффузии пла-
вучести; б) целесообразно рассматривать слой, на
границах которого отсутствуют потоки тепла и
соли (массы).

При  (течение с параболическим
профилем скорости с максимумом в центре слоя)
уравнения (1)–(4) сводятся к задаче, рассмотрен-
ной в работах [Скороходов, Кузьмина, 2018; Кузь-
мина и др., 2019]. При  (течение с по-
стоянным вертикальным сдвигом скорости) урав-
нения (1)–(4) сводятся к аналогичной задаче
[Кузьмина и др., 2020], которая рассматривалась в
слое от  до .

Следуя стандартному подходу исследования не-
устойчивости геострофических течений (см., на-
пример, [Stern, 1975]), решение (1)–(4) будем ис-
кать в виде бегущего вдоль зональной координаты
волнового возмущения: .
Здесь мы ограничимся случаем : масштаб воз-
мущения в меридиональном направлении равен
масштабу фронта или течения (максимально рас-
тущая мода). Подставляя такое решение в (1)–(4),
получим спектральную задачу на собственные зна-
чения:
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где  – безразмерное волновое число вдоль коор-
динаты ,  – комплексная фазовая
скорость,  – мнимая единица. Возмущения рас-
тут со временем, то есть являются неустойчивы-
ми, если .

Отметим, что уравнение (5) является аналогом
известного уравнения Орра-Зоммерфельда [Lin,
1955]. Однако задача (5)–(8) существенно отлича-
ется от задачи Орра-Зоммерфельда граничными
условиями (см., например, [Кузьмина и др., 2018;
Zhurbas, 2018; Скороходов, Кузьмина, 2018; Кузь-
мина и др., 2019]). Отличительные особенности в
постановке указанных задач приводят к суще-
ственным различиям в решениях.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ 
МОДЕЛЬНОЙ ЗАДАЧИ (5)–(8)

Для поиска собственных функций (СФ) и соб-
ственных значений (СЗ) модельной задачи (5)–
(8) использовался высокоточный аналитико-чис-
ленный метод решения уравнения 4-го порядка с
малым параметром при старшей производной,
разработанный ранее для решения задачи Орра–
Зоммерфельда [Скороходов, 2007а; Скороходов,
2007б]. Данный метод был модифицирован с уче-
том граничных условий (6), (7), которые отличны
от граничных условий задачи Орра–Зоммерфель-
да и включают искомый спектральный параметр
в качестве множителя. Для эффективности реше-
ния настоящей задачи в широком диапазоне изме-
нения волнового числа при проведении расчетов
использовались построенные асимптотические
разложения при  [Скороходов, Кузьмина,
2018; Скороходов, Кузьмина, 2021], что позволило
уменьшать время численного счета и получать соб-
ственные значения с большой точностью при
произвольно малом изменении волнового числа.

Решениями уравнения (5), как и уравнения
Орра-Зоммерфельда, являются непрерывно диф-
ференцируемые функции. Для конкретных зна-
чений волнового числа  и параметров задачи ,

, ,  существует счетное множество дискрет-
ных СЗ задачи (5)–(8). Для удобства анализа СЗ
представляют в координатных осях ,  и назы-
вают спектрами собственных значений (см., на-
пример, [Кузьмина и др., 2018; Zhurbas, 2018]). В
настоящей работе нас будут, прежде всего, инте-
ресовать распределения СЗ в координатных осях

,  при непрерывном изменении волнового
числа , или, согласно общепринятой термино-
логии, траектории СЗ (см., например, [Скорохо-
дов, Кузьмина, 2018; Кузьмина и др., 2019; Ско-
роходов, Кузьмина, 2021]) при различных значе-
ниях параметров задачи. Особое внимание, как

k
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уже говорилось выше, будет уделяться изучению
неустойчивых возмущений с фазовой скоро-
стью, превышающей максимальную скорость
течения. Дополнительно будут представлены ин-
кременты роста неустойчивых возмущений в зо-
нах узких фронтов для различных значений пара-
метров R задачи (5)–(8).

3.1. Траектории собственных значений 
для различных параметров задачи (5)–(8)

Метод решения общей задачи (5)–(8) суще-
ственно отличается от метода решения задачи
[Скороходов, Кузьмина, 2018; Кузьмина и др.,
2019], в которой рассматривался геострофиче-
ский поток с максимумом в центре слоя, и реше-
ния искались в виде четных и нечетных функций.
В общей задаче (5)–(8) особое внимание, с точки
зрения изучения неустойчивости течения, уделя-
лось первой и второй траекториям СЗ, на кото-
рых значения  могли быть больше нуля. Есте-
ственно, что проводилась проверка корректности
решений задачи (5)–(8) на основе сравнения ре-
шений двух задач при  в задаче (5)–(8).

На рис. 1а представлены первая и вторая траек-
тории, рассчитанные при 

. Эти траектории с большой точно-
стью совпадают с траекториями для четных и не-
четных решений задачи [Скороходов, Кузьмина,
2018; Кузьмина и др., 2019]. В случае первой тра-
ектории (здесь она соответствует четным реше-
ниям) фазовая скорость неустойчивых возмуще-
ний превышает максимальную скорость потока

2c

= 1a

= =Bu 0.0001,  R 10, 
= =Pr 1,  1a

( ) для волновых чисел вплоть до .
В случае второй траектории (соответствует нечет-
ным решениям) превышение фазовой скорости не-
устойчивых возмущений над максимальной скоро-
стью потока наблюдается вплоть до , то есть
на длинах волн, значительно меньших поперечно-
го масштаба течения. При небольшом уменьше-
нии параметра  ( ) траектории не-
значительно меняются (рис. 1б), причем не-
устойчивые возмущения с фазовой скоростью,
превышающей максимальную скорость потока
( ), наблюдаются вплоть до тех
же волновых чисел, что и при .

Картина траекторий существенно меняется
при  (рис. 2а, 2б) и тех же значениях осталь-
ных параметров, что и в рассмотренном выше
случае. Фазовая скорость неустойчивых возму-
щений превышает максимальную скорость пото-
ка ( ) только, когда  (первая
траектория) и  (вторая траектория),
причем инкремент роста возмущения при 
(вторая траектория) значительно превышает ин-
кремент роста возмущения при  (первая
траектория). С увеличением числа Прандтля
(рис. 2в, 2г) возрастают инкременты неустойчивых
возмущений, и увеличивается область волновых чи-
сел, при которых фазовая скорость неустойчивых
возмущений превышает максимальную скорость
потока:  (первая траектория) и 
(вторая траектория).

Расчеты траекторий СЗ, рассмотренные выше,
были выполнены для Bu = 0.0001, то есть для

( ) =U 0 1 ≈ 0.5k

≈ 30k

a = =0.8,   0.2a b

( ) =U 0.125 1.0125
= 1a

= 0.5a

( ) =U 0.5 1.125 ≤ 0.11k
≤ ≤9.5 115k

= 115k

= 0.11k

≤  1.2k ≤ ≤9.5 140k

Рис. 1. Первые (сплошные линии) и вторые (штриховые линии) траектории СЗ задачи (5)–(8) при 
: (а) ; (б) . Стрелками вдоль траекторий обозначены направления в сторону уменьшения волнового

числа k.
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Рис. 2. Две первые траектории СЗ при Bu = 0.0001, R = 10,  для различных значений числа Прандтля: (а, б) Pr = 1;
(в, г) Pr = 4. Точки на графиках соответствуют волновым числам: k = 0.1 (4), k = 1(3), k = 100 (2), k = 1000 (1). Первые
траектории – сплошные линии, вторые траектории – штриховые линии.
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очень широких течений. Поэтому представляет
интерес рассмотреть случай узкого течения (см.
предложенные определения в [Кузьмина и др.,
2020]), например, когда Bu = 1. На рис. 3а, 3б
представлены первая и вторая траектории, рас-
считанные при  . В дан-
ном случае длинноволновые неустойчивые воз-
мущения имеют фазовую скорость меньше мак-
симальной скорости течения. Однако фазовая
скорость неустойчивых возмущений при боль-
шем значении числа Прандтля (Pr = 4) и малых
волновых числах (первая траектория) превышает
максимальную скорость потока (рис. 3в).

3.2. О влиянии изменения параметра a 
на фазовую скорость неустойчивых возмущений

Здесь нас будет интересовать изменение фазо-
вой скорости неустойчивого возмущения с неко-
торым определенным волновым числом k при изме-
нении параметра  от 1 до 0, то есть при смещении
расположения максимума скорости геострофиче-
ского течения от центра слоя.

На рис. 4 представлено сравнение максималь-
ной скорости течения с фазовой скоростью не-

=Bu 1,  = = =R 1,  Pr 1, 1a

a

устойчивого возмущения с волновым числом  при
изменении a от 1 до 0 для различных параметров
Bu и чисел Прандтля (первые траектории). 

Представленные результаты расчетов показы-
вают, что чем больше максимум скорости тече-
ния отклоняется от центра слоя, тем меньше раз-
личие между фазовой скоростью неустойчивого
возмущения и максимальной скоростью течения.
Тем не менее, диапазон изменения параметра ,
при котором неустойчивое возмущение с волно-
вым числом  имеет фазовую скорость, пре-
вышающую максимальную скорость потока, доста-
точно широк. Более того, при числах Прандтля,
превышающих единицу, фазовая скорость не-
устойчивых возмущений может значительно пре-
вышать максимальную скорость потока. Данный
результат может быть справедлив и для неустойчи-
вых возмущений с волновым числом  при ти-
пичных значениях параметров задачи (см. рис. 5, а
также рис. 2б, 2г).

3.3. О неустойчивости узких течений

В [Скороходов, Кузьмина, 2019; Кузьмина и др.,
2020] впервые было показано, что геострофиче-

a

= 0.01k

≥ 1k
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ские течения могут быть неустойчивы в случаях,
когда параметр Bu равен или даже превышает
единицу. В этих работах рассматривалась модель,
аналогичная задаче (5)–(8), но для течения с ли-
нейным вертикальным профилем скорости. Этот
результат кардинально отличается от результата,
полученного в работе Иди [Eady, 1949] (см., также
[Океанология, 1978]), где анализировалась устой-
чивость геострофического течения с линейным
вертикальным профилем скорости в приближе-
нии идеальной жидкости, и было показано, что
условием возникновения неустойчивости является

неравенство  (подробнее
см. [Океанология, 1978; Кузьмина и др., 2020]), то
есть существует строгое ограничение на макси-
мальное значение параметра Bu, которое меньше
единицы.

Настоящий анализ показывает, что узкие геост-
рофические течения диссипативной жидкости мо-
гут быть неустойчивы и в случае параболического
вертикального профиля течения (рис. 3 и 6).

Удивительным результатом в случае узких те-
чений при  и больших значениях параметра
R (рис. 6) является то, что инкременты роста мак-
симально неустойчивых возмущений первой
(четные решения) и второй (нечетные решения)
траекторий практически равны. Так, для четных
решений максимальный инкремент роста возму-

( ) + π < 
0.52 2Bu 2.399k

= 1a

щения равен  при , для не-
четных решений имеем следующие значения:

 при . Важно отметить, что
для нечетных решений при  инкремент ро-
ста возмущения равен , то есть отли-
чается от максимального инкремента всего на
0.00014. Таким образом, значения  для чет-
ных и нечетных решений настолько близки по ве-
личине, что их траектории при больших волновых
числах с большой точностью совпадают (рис. 6).
Это обуславливает идентичные графики инкре-
ментов роста в зависимости от волнового числа в
зонах узких течений при больших значениях па-
раметра R для возмущений первой (четные реше-
ния) и второй (нечетные решения) траекторий
(рис. 7). Согласно рис. 7, волновые числа макси-
мально растущих возмущений для значений пара-
метра  и Bu = 1 меняются в пределах
от 2-ух до приблизительно 5-ти, то есть такие воз-
мущения можно отнести к практически круглым
вихревым возмущениям. Время образования тако-
го возмущения (увеличение амплитуды начально-
го возмущения в e раз) при R = 100, L = 5000 м,

 равно:  суток.

Очень узкое течение (Bu = 1.5) также может
быть неустойчивым согласно расчетам, причем
при R = 100 максимально растущие возмущения,

=2 0.25098kc = 4.70k

=2 0.25084kc = 4.75k
= 4.7k

=2 0.25083kc

1 2 и  с с

=R 1, 1  0, 1  00

−= 1
0 0.03  м сU × ≈6~ 0.7 10  с 8T

Рис. 3. Две первые траектории СЗ при Bu = 1, R = 1,  для различных значений числа Прандтля: (а, б) Pr = 1;
(в, г) Pr = 4. Точки на графиках соответствуют волновым числам: k = 0.1 (4), k = 1(3), k = 100 (2), k = 1000 (1). Первые тра-
ектории – сплошные линии, вторые траектории – штриховые линии.
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соответствующие четным и нечетным решениям,
имеют очень близкие по величине волновые чис-
ла и инкременты роста.

4. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТОВ

Согласно работам [Кузьмина, 2016; Kuzmina,
2016; Скороходов, Кузьмина, 2016; Кузьмина
и др., 2018; Zhurbas, 2018; Скороходов, Кузьмина,
2018; Кузьмина и др., 2019], в которых рассматри-
валась неустойчивость широких (Bu  1) геостро-
фических течений с максимумом скорости в цен-
тре слоя (параболический вертикальный профиль),
растущие со временем возмущения с фазовой ско-
ростью, превышающей максимальную скорость те-
чения, возникают благодаря учету в уравнении по-
тенциального вихря вертикальной диффузии массы
и импульса. Настоящие результаты показали, что
такие неустойчивые возмущения могут возникать
и в области узких течений. Однако в общем слу-
чае течения с параболическим профилем такие
неустойчивые возмущения возникают только то-

!

гда, когда максимум скорости течения находится
внутри слоя (но необязательно в его центре).

Наиболее вероятно ожидать возникновение
неустойчивых возмущений с фазовой скоростью,
превышающей максимальную скорость потока, в
области широких фронтов или течений (малые
значения параметра Bu), причем, чем больше
значение параметра R, тем меньше область волно-
вых чисел растущих возмущений с большой фазо-
вой скоростью. С увеличением числа Прандтля не
только расширяется область волновых чисел возму-
щений, характеризующихся такой неустойчиво-
стью, но наблюдается и значительное увеличение
фазовой скорости возмущений по сравнению с
максимальной скоростью потока. Важно также
отметить, что обусловленные такой неустойчиво-
стью возмущения, которые соответствуют СЗ
первой траектории, имеют волновые числа, как
правило, не превышающие единицы, в то время
как возмущения, соответствующие СЗ второй
траектории, могут иметь длину волны значитель-
но меньше ширины течения.

Рис. 4. Сравнение величин безразмерной максимальной скорости среднего геострофического течения вида

 (черные кружки) и фазовой скорости длинноволновых (k = 0.01) неустойчивых возмущений (крести-
ки) при различных значениях  ( ): (а, б) Bu = 0.0001, R = 10, Pr = 1 (а), Pr = 4 (б); (в, г) Bu = 0.1, R = 10, Pr = 1 (в),
Pr = 4 (г). Результаты представлены для СЗ первых траекторий.
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В целом указанная неустойчивость может раз-
виваться, согласно моделированию, при вариа-
ции параметров задачи в широком диапазоне зна-
чений.

Если сравнить данную неустойчивость с не-
устойчивостью критического слоя [Lin, 1955;
Stern, 1975] (см. также обсуждение в работах
[Кузьмина и др., 2019; Кузьмина и др., 2020]), то
можно отметить, что и та и другая неустойчивость
может возникать только с учетом диссипации. В

отличие от неустойчивости с фазовой скоростью,
превышающей максимальную скорость потока,
неустойчивость критического слоя возникает на
очень коротких длинах волн (при больших значе-
ниях волнового числа), причем инкременты ро-
ста ее возмущений могут при некоторых значени-
ях параметров задачи превышать инкременты ро-
ста бароклинных возмущений [Кузьмина и др.,
2019; Кузьмина и др., 2020]. Вероятно, что не-
устойчивость возмущений с большой фазовой

Рис. 5. Сравнение величин безразмерной максимальной скорости среднего геострофического течения вида

 (черные кружки) и фазовой скорости неустойчивых возмущений (крестики) для k = 1 и при различ-
ных значениях  ( ), Bu = 0.1, Pr = 2: (а) R = 1; (б) R = 5. Результаты представлены для СЗ первых траекторий.
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Рис. 6. Две первые траектории СЗ при Bu = 1, R = 100, Pr = 1, . Точки на графиках соответствуют волновым чис-
лам: k = 0.1 (4), k = 1(3), k = 5 (2), k = 10 (1). Первая траектория (соответствует четным решениям) – сплошная линия,
вторая траектория (соответствует нечетным решениям) – штриховая линия.
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скоростью возникает так же, как и неустойчи-
вость критического слоя, из-за воздействия дис-
сипации на фазы возмущений. Именно это и
приводит к сложности понимания физики воз-
никновения указанных видов неустойчивости в
отличие, например, от некоторых случаев моно-
тонной симметричной неустойчивости [Калаш-
ник, 2001], которая является основным механиз-
мом образования интрузионного расслоения в оке-
ане [Stern,1967; Кузьмина, Родионов,1992; Журбас
и др., 1993; Kuzmina, 2000; Kuzmina et al., 2011].

Наибольший интерес с точки зрения примене-
ния модельных результатов к океану вызывают,
естественно, максимально растущие со временем
возмущения. Подробное изучение максимально
неустойчивых бароклинных возмущений и возму-
щений критического слоя в зонах течений различ-
ной ширины представлено в [Кузьмина и др., 2019;
Скороходов, Кузьмина, 2021] (для течения с пара-
болическим профилем с максимумом в центре
слоя [Кузьмина и др., 2019] или на границе слоя
[Скороходов, Кузьмина, 2021]) и в работе [Кузьми-
на и др., 2020] (для течения с линейным вертикаль-
ным профилем). В разделе 3.3 нас интересовала,
прежде всего, возможность развития неустойчиво-
сти в области узкого течения с параболическим
вертикальным профилем скорости с максимумом
в центре слоя. Результаты расчетов показывают,
что узкие течения с таким вертикальным профи-
лем являются неустойчивыми для различных зна-
чений параметра R, причем максимально неустой-
чивые возмущения имеют приблизительно равные
масштабы вдоль и поперек течения, то есть явля-
ются практически круглыми возмущениями. Уди-
вительным результатом при больших значениях
параметра R является то, что инкременты роста

максимально неустойчивых возмущений первой
(четные решения) и второй (нечетные решения)
траекторий примерно равны. Это может опреде-
лить достаточно сложную вертикальную структуру
возмущений.

В заключение данного раздела остановимся на
вопросах, касающихся постановки задачи.

По мнению авторов, задачу (1)–(4) и ее спек-
тральный аналог (5)–(8), следует рассматривать
как задачу, которая уточняет и дополняет описа-
ние неустойчивости геострофического течения в
толще океана по сравнению с описаниями дина-
мики течения в приближении идеальной жидко-
сти. Решение такой задачи дает возможность по-
лучить новые результаты, так как уравнение по-
тенциального вихря с учетом вертикальной
диффузии плавучести является уравнением более
высокого порядка по сравнению с аналогичным
уравнением в приближении идеальной жидкости.
Действительно, для всех неустойчивых возмуще-
ний идеальной жидкости верна теорема Ховарда о
полукруге [Howard, 1961], которую в упрощенном
виде можно свести к утверждению: фазовая ско-
рость всех неустойчивых возмущений должна
располагаться внутри интервала , где

 и  – минимальная и максимальная ско-
рости потока соответственно (подробнее см.
[Шакина, 2013]). В то время как решениями за-
дачи (5)–(8) являются и такие неустойчивые воз-
мущения, фазовая скорость которых выходит за
правую границу этого интервала.

В представленной модели используются клас-
сические параметризации диффузии массы и им-
пульса и граничные условия, при которых верти-
кальная скорость и потоки плавучести равняются
нулю на горизонтальных границах (верхняя и

[ ]min max,U U

minU maxU

Рис. 7. Инкременты роста неустойчивых возмущений в зависимости от волнового числа при Bu = 1, Pr = 1,  и раз-
личных значениях параметра R: (а) четные решения; (б) нечетные решения; R = 1 (сплошные линии), R = 10 (штри-
ховые линии); R = 100 (штрихпунктирные линии).
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нижняя границы слоя непроницаемы для перено-
са тепла и соли). Естественно, что при таких гра-
ничных условиях нельзя учесть влияние на дина-
мику возмущений пограничных экмановских
слоев, возникающих у дна и/или у поверхности.
Однако известно, что трение в экмановских слоях
может сужать область неустойчивых возмущений:
на основе двухслойной модели описания неустой-
чивости геострофических течений [Педлоски,
1984] с учетом параметризации трения в экманов-
ских слоях было получено, что трение стабилизи-
рует длинные зональные возмущения. В связи с
этим нельзя исключать, что спектр неустойчивых
возмущений с фазовой скоростью, превышающей
максимальную скорость потока, может быть сужен.
Поэтому важно подчеркнуть, что растущие со вре-
менем возмущения с такой фазовой скоростью воз-
никают при решении задачи (5)–(8) в широком
диапазоне волновых чисел , причем
правая граница этого интервала может значи-
тельно превышать единицу (см. раздел 3.1). Целе-
сообразно отметить также, что сужение спектра
неустойчивых возмущений можно получить на
основе уравнения (5), если вместо граничных
условий (8) формально (без необходимых физи-
ческих обоснований) использовать граничные
условия вида F(z)  при , которые соот-
ветствуют условиям прилипания (нулевые значе-
ния горизонтальных скоростей возмущений на
границах слоя). Однако и при таких граничных
условиях существуют неустойчивые возмущения
с фазовой скоростью, превышающей максималь-
ную скорость потока: результаты расчетов траек-
торий СЗ для широких геострофических течений
с вертикальным параболическим профилем ско-
рости для частного случая  и обсуждение
этих результатов представлены в работах [Скоро-
ходов, Кузьмина, 2018; Кузьмина и др., 2019].

5. ОСНОВНЫЕ ВЫВОДЫ

Первое. Получено, что при неустойчивости
геострофического течения с параболическим
вертикальным профилем скорости общего вида,
максимальная скорость которого находится внут-
ри слоя, могут возникать растущие со временем
возмущения, фазовая скорость которых превы-
шает максимальную скорость течения. Такую не-
устойчивость нельзя отнести к бароклинной не-
устойчивости и неустойчивости критического
слоя. Таким образом, суммируя результаты работ
[Кузьмина и др., 2019; Скороходов, Кузьмина,
2021] и настоящие расчеты, можно сказать, что в
зоне течения с вертикальным параболическим
профилем с учетом диссипации могут развивать-

ся растущие со временем возмущения трех типов:
бароклинные возмущения, возмущения критиче-
ского слоя и возмущения, фазовая скорость кото-
рых превышает максимальную скорость потока.

Второе. Узкие течения с параболическим
вертикальным профилем и поперечным мас-
штабом, который равен или меньше радиуса де-
формации Россби, могут быть неустойчивыми.
Максимально неустойчивые возмущения имеют
приблизительно равные масштабы вдоль и по-
перек течения, то есть являются практически
круглыми возмущениями. При  и больших
значениях параметра R инкременты роста мак-
симально неустойчивых возмущений первой
(четные решения) и второй (нечетные решения)
траекторий практически равны. Это может
определить достаточно сложную вертикальную
структуру возмущений.

Работа поддерживалась бюджетным финанси-
рованием Института океанологии им. П.П. Шир-
шова РАН (тема FMWE -2021-0001).
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On the Types of Instability of a Geostrophic Current 
with a Vertical Parabolic Profile of Velocity
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An analysis is made of unstable perturbations of a geostrophic current of finite transverse scale with a par-
abolic vertical velocity profile of a general form (with linear and constant velocity shear) in vertically lim-
ited layer. The model is based on the potential vortex equation in the quasi-geostrophic approximation,
taking into account the vertical diffusion of momentum and mass. The equation and boundary conditions
were reduced to a spectral eigenvalue problem of the Orr-Sommerfeld type. To search for eigenfunctions
and eigenvalues, a high-precision analytic-numerical method was used. Particular attention was paid to the
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study of unstable perturbations with a phase velocity exceeding the maximum f low velocity. Such instabil-
ity should be distinguished from baroclinic instability and critical layer instability. It is found that the in-
dicated instability can develop in ocean currents when the problem parameters vary in a wide range of val-
ues. It is obtained also that with an increase in the Prandtl number, the phase velocity of such disturbances
increases and can significantly exceed the maximum f low velocity. However, the occurrence of such un-
stable perturbations is possible only in the cases when the maximum f low velocity is located in the inner
region of the layer (but not necessarily in its center). It has also been found that narrow currents (the trans-
verse scale is equal to or smaller than the Rossby radius) with a parabolic vertical profile can be unstable.
The most unstable perturbations have approximately equal scales along and across the f low, that is, they
are circular perturbations. A discussion of various types of geostrophic current instability with a parabolic
vertical velocity profile as applied to the ocean is presented.

Keywords: instability of oceanic geostrophic currents, momentum and mass diffusion, eigenvalue problem


