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Методом разных масштабов построены формулы для гидродинамических полей акустико-гравита-
ционных волн (ВГВ) с вертикальными длинами волн, малыми по сравнению с масштабами измене-
ний фоновых полей температуры и ветра. Эти формулы эквивалентны традиционному ВКБ-при-
ближению, но включают в явном виде вертикальные градиенты фоновых полей. Сформулированы
и анализируются условия применимости полученных формул для описания распространения АГВ
из тропосферы в термосферу. Одним из условий применимости приближенных формул является
отсутствие особых точек (критических уровней) в уравнениях для волновых мод в анализируемом
интервале высот. Для случая ветра из эмпирической модели HWM, особые точки часто располага-
ются ниже 200 км и характерны для внутренних гравитационных волн (ВГВ), с длинами волн поряд-
ка 10 км. С увеличением длины волны количество особых точек уменьшается. Для ВГВ с масштаба-
ми порядка или более 300 км, особые точки обычно отсутствуют. Показано, что у ВГВ с периодами
менее 20 мин, распространяющихся вверх с тропосферных высот, обычно существует одна точка
поворота в интервале высот от 100 до 130 км. Полученные формулы полезны, в частности, для пара-
метризации эффектов АГВ в численных моделях атмосферной динамики и энергетики.
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1 ВВЕДЕНИЕ

Акустико-гравитационные волны (АГВ), гене-
рируемые на тропосферных высотах источника-
ми различной природы, значительно влияют на
верхнюю атмосферу и ионосферу [1–8].

В численных моделях глобальной циркуляции
атмосферы динамические и тепловые эффекты
АГВ учитываются с помощью параметризаций.
Среди первых параметризации эффектов АГВ
следует упомянуть работы [9–12]. Некоторые па-
раметризации используют численные расчеты
для наборов волновых мод, моделирующих
спектр атмосферных ВГВ [13–16]. Понятие вер-
тикального волнового числа строго вводится
только для изотермической безветренной атмо-
сферы. Для атмосферы с реалистичными профи-
лями ветра и температуры эту характеристику
можно использовать только в рамках приближе-
ния коротких по вертикальной координате волн.

Наиболее полный набор коротковолновых фор-
мул для волн малой амплитуды получен в [17], что
выгодно отличает их от более частных результа-
тов [18–20]. Автор [17] свел исходную систему
уравнений гидродинамики к дифференциально-
му уравнению Риккати и нашел его асимптотиче-
ские решения, представимые в виде ряда по боль-
шому параметру. Этот вариант коротковолнового
приближения часто называют приближением
Вентцеля–Крамерса–Бриллюэна (ВКБ). В прак-
тических вычислениях обычно используют толь-
ко первые члены ряда, и в этом приближении по-
лученные решения фактически эквивалентны ги-
потезе локальной вертикальной однородности и
не содержат вертикальных градиентов температу-
ры и ветра. Годин в [17, 21] изучал дифракцию
волн вдоль поверхности Земли, обусловленную
тем, что в точке поворота волны отражаются.

Предметом данной статьи является не дифрак-
ция АГВ, а построение формул приближения ко-

УДК 551.511.3,551.511.31



ИЗВЕСТИЯ РАН. ФИЗИКА АТМОСФЕРЫ И ОКЕАНА  том 59  № 1  2023

ПРИБЛИЖЕНИЕ КОРОТКИХ ПО ВЕРТИКАЛИ ВОЛН МАЛОЙ АМПЛИТУДЫ 45

ротких по вертикальной переменной волн, кото-
рые явно содержат вертикальные градиенты тем-
пературы и ветра и пригодны для параметризации
волновых эффектов в численных моделях гло-
бальной динамики атмосферы. Поэтому исполь-
зован иной, чем в [17], вариант коротковолнового
приближения, основанный на методе разных
масштабов. Большое внимание уделено форму-
лированию условий применимости полученных
приближенных формул и их анализу в условиях
реалистичных профилей ветра и температуры. В
частности, значительное внимание уделяется по-
иску особых точек (критических уровней) в при-
ближенных дифференциальных уравнениях для
волновых мод, и влиянию этих точек на примени-
мость асимптотических формул. Кроме того, так-
же анализируется вопрос о точках поворота, и об
их зависимости от параметров АГВ и параметров
атмосферы.

2 УРАВНЕНИЯ ДЛЯ АГВ МАЛОЙ 
АМПЛИТУДЫ В АТМОСФЕРЕ 

С УЧЕТОМ ФОНОВОГО ВЕТРА

В данной работе рассмотрена система трех-
мерных линеаризованных гидродинамических
уравнений для недиссипативного атмосферного
газа, без учета вращения и кривизны поверхности
Земли. Система уравнений имеет следующий вид:
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3. ПРИБЛИЖЕНИЕ КОРОТКИХ 
ПО ВЕРТИКАЛИ ВОЛН

Можно ввести характерный масштаб ls =
|H(z)/(H(z)/dz)| изменения фоновых

полей При малых скоростях
ветра |H(z)/(H(z)/dz)|. Введем харак-
терный вертикальный масштаб волны , и рас-
смотрим короткие вдоль вертикали волны, для

которых 

В [30, 31, 32 построены асимптотические при

 решения матричного уравнения

, где  – матрица размерности

и – двукомпонентный столбец.

В работах [17, 21] система уравнений типа (2)
сводится к одному уравнению второго порядка,
которое стандартным способом сводится к урав-
нению Риккати, решение которого ищется в виде
разложения по большому параметру .

В данном исследовании будет использован
другой подход, который называется методом раз-
ных масштабов [22, 23]. В рамках этого подхода,
мы считаем, что функции , входящие в
коэффициенты уравнений, являются медленно из-
меняющимися функциями переменной , то есть
зависят от  через переменную , и имеют вид

. Тогда в уравнении (2) перед

членами, содержащими  и  содер-

жится малый параметр . В отличие от [23], мы не
предполагаем , но предполагаем толь-
ко, что  является медленной функцией . На-
пример, на высотах в окрестности 120 км 
может достигать значения 0.4, что является значи-
тельным при определении значения .

В ходе построения теории возмущений выво-
дится локальное дисперсионное соотношение,
связывающее параметры  и локальное вер-
тикальное волновое число  волновой моды. В
силу этой связи параметров возможно написание
различных по форме, но эквивалентных прибли-
женных формул для волновых мод. Это дает воз-
можность выбрать наиболее компактные и удоб-
ные для наших целей формулы. Обычно решение
строится с точностью до малых членов порядка ,
и членами порядка  пренебрегается.
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Если пренебречь в (6) членом с производными
от ветра, то (6) принимает вид дисперсионного со-
отношения для акустико-гравитационных волн
[18]. Если пренебречь производными от ветра и
рассмотреть предел, то получим соотношение для
коротких акустических волн, где – скорость звука
[24–26]. В пределе несжимаемой жидкости

, если пренебречь производными от ветра,
то на частотах, малых по сравнению с частотой
Брента–Вяйсяля, (6) переходит в дисперсионное
соотношение для внутренних гравитационных волн
в несжимаемой жидкости [18, 27, 28].

В дисперсионное соотношение (6) входит ча-
стота  в нечетной, первой степени в слагае-
мом, пропорциональном градиентам течения.
Это означает, что амплитуда волны может расти
или падать на градиентах течения. Сдвиговая не-
устойчивость на градиентах течения широко из-
вестна, и является одним из частных проявлений
этого эффекта. Амплитуда волны может расти
или падать на градиентах ветра вследствие пере-
дачи энергии ветра волне, и наоборот. В рамках
линейного приближения этот обмен энергией не
учитывается и не виден.

Нелинейные уравнения недиссипативной гид-
родинамики обратимы во времени. И из суще-
ствования эффекта передачи энергии сдвигового
ветра волне может следовать существование об-
ратного эффекта, когда волна создает сдвиговый
ветер, даже при отсутствии диссипации.

Ниже выписана зависимость комплексной ло-
кальной вертикальной компоненты  волно-
вого вектора от  и частоты

(7)

Малые порядка  отброшены. Видно, что  –
комплексное, и первый, мнимый член учитывает
рост или падение амплитуды волны с высотой на
градиентах течения. Остальные члены имеют бо-
лее стандартный вид.

Сравнение полученного локального дисперси-
онного соотношения с [17] показывает, что в [17]
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, в то время как в (6)  задается
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точно: . На высотах око-

ло 120 км , и . Если пренебречь

членом с , то .

Обозначим  и,

используя второе уравнение системы (5), выра-
зим :

(8)

Подставим выражение (8) в первое уравнение си-
стемы уравнений (5). В результате некоторых
упрощений, опуская малые порядка , приходим
к дифференциальному уравнению для :

(9)

где

(10)

Представим комплексную вертикальную компо-
ненту волнового вектора (7) в виде n(ξ) = n1(ξ) +

 где . При

действительных , когда выражение в квад-
ратных скобках в (7) положительно, функция

 действительна, и поэтому роль вертикаль-
ной компоненты волнового вектора выполняет

. Ели выражение в квадратных скобках в (7)
отрицательное, то это соответствует отражению
от соответствующего слоя, и волны распростра-
няются горизонтально. Слагаемое  очевидно
мнимое, и описывает изменение амплитуды вол-
ны с высотой на градиентах течения. Градиенты
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течения выполняют ту же роль, что и стратифика-
ция плотности, то есть приводят к изменению ам-
плитуды волны с высотой. Однако эта зависи-
мость существенно более сложная и зависит от
параметров волны.

В линейной теории недиссипирующих атмо-
сферных АГВ известен закон сохранения верти-
кального потока волнового действия (плотность
волновой энергии, поделенная на частоту отно-
сительно течения) вдоль лучевой трубки в среде с
плавно-меняющейся скоростью течения (см. на-
пример, [28]). Используя выражение для верти-
кального потока волнового действия для корот-
ких AГВ с частотами много меньшими частоты
Брента–Вяйсяля [29], можно показать, что отно-
сительная скорость изменения амплитуды волны
с высотой совпадает с выражением для n1(ξ) в (7).

Решение уравнения (9) имеет вид

(11)

Формулы приближения коротких вдоль верти-
кальной координаты волн полностью построены.
Заметим, что в коротковолновых формулах (11)
для  имеется некоторый произвол. У волно-
вой коротковолновой моды параметры волны

 связаны дисперсионным соотноше-
нием (6). Поэтому некоторые из этих парамет-
ров могут быть выражены через другие. При
этом вид формул изменится, хотя формулы будет
эквивалентными. Также при интегрировании
уравнения (9) можно ввести новую зависимую
переменную  и проинтегриро-
вать уравнения в терминах этой переменной, а за-
тем вернуться к . Это приведет к выражению
для , которое отличалось от (11) на малые по-
рядка . То есть, возможно получить различные
формулы для , но которые однако совпадают
с точностью до малых следующего порядка.

4. АНАЛИЗ УСЛОВИЙ ПРИМЕНИМОСТИ 
ФОРМУЛ ВКБ. КРИТИЧЕСКИЕ УРОВНИ 

И ТОЧКИ ПОВОРОТА

Приближенные формулы написаны с исполь-
зованием медленной переменной . На этом эта-
пе можно везде перейти обратно к обычной пере-
менной .

Согласно математической теории коротковол-
нового приближения [30], [31], выписанные фор-
мулы справедливы, если все коэффициенты урав-
нений описываются дважды-дифференцируемыми
функциями, и если волны достаточно короткие
вдоль вертикальной координаты .
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Некоторые коэффициенты уравнений (2) содер-
жат в знаменателе функцию 

, которая может принимать значение,
равное нулю на некоторых высотах. При этом со-
ответствующие коэффициенты обращаются в
бесконечность. То есть, уравнения (2) могут со-
держать особые точки [32, 33] на высотах , где

. Если особая точка в уравнениях (2)
присутствует на интервале высот от тропосферы
до верхней атмосферы, то условия применимости
коротковолнового приближения не выполнены
на этом интервале высот, и коротковолновые
формулы могут быть недостаточно точными для
описания распространение волн с тропосферных
высот в термосферу.

В геофизической литературе высота, на которой
, называется критическим уровнем, и ча-

сто предполагается, что волна разрушается на кри-
тическом уровне. Далее мы будем придерживаться
термина “особая точка”, поскольку он четко опре-
делен в теории линейных дифференциальных
уравнений. Согласно классификации особых точек
дифференциальных уравнений [32], обсуждаемая
особая точка является слабой особой точкой. Пове-
дение решения системы дифференциальных урав-
нений в окрестности слабой особой точки изучено.
Согласно [32], решения уравнений (2) в окрестно-
сти особой точки  можно записать в виде:

(12)

(13)

где

(13)

где функции ,  представимы сходящи-
мися в некоторой окрестности точки  рядами
Тейлора. Остальные функции, выписаны в (3).
Эти функции бесконечны в особой точке, но син-
гулярность интегрируема.

Наличие слабой особой точки в уравнениях (2)
еще не означает, что волна вблизи высоты особой
точки разрушается вследствие больших ампли-
туд. В реальности амплитуды сдерживаются дис-
сипативными процессами, не учитываемыми в
данном упрощенном описании. Большие ампли-
туды локальны, и быстро исчезают при удалении
от особой точки. Наконец, гидродинамические
уравнения описывают потоки массы, энергии, им-
пульса, которые сохраняются, хотя возможен обмен
энергией волны с течением. Поэтому волна может
преодолевать соответствующий уровень.
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В работе [34] изучалось прохождение внутрен-
них гравитационных волн через критический
уровень в жидкости. Показано, что если число

Ричардсона  везде больше , то волна

преодолевает критический уровень, несколько

=
+

2

2 2
z z

NR
U V

1
4

ослабевая, и волна передает часть своего импуль-
са среднему течению. Здесь  – частота Вяйсяля-
Брендта.

Групповая скорость акустических волн превы-
шает скорости средних ветров, поэтому можно
считать, что для акустических волн особые точки
отсутствует.

N

Рис. 1. Левая панель – зональная (штриховая линия) и меридиональная (сплошная линия) компоненты ветра эмпи-
рической модели горизонтального ветра HWM для (а) для среднеширотной атмосферы и (в) высокоширотной атмо-
сферы. Правая панель –  при λ =  км для (б) для среднеширотной атмосферы и (г) высокоши-
ротной атмосферы.
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Для внутренних гравитационных волн допле-
ровский сдвиг частоты 
изображен на рис. 1 для ветров  из эм-
пирической модели горизонтального ветра HWM
[35] для некоторых значений . Высотные про-
фили ветра построены для среднеширотной (да-
лее обозначим как П1) и высокоширотной (далее
обозначим как П2) атмосферы (рис. 1а, 1в). Экс-
периментальные работы [1, 36, 37] определяют
периоды волн, генерируемых конвективными тро-
посферными процессами, в основном в промежут-
ке от 12 минут до 3 часов. Характерная длина вол-
ны была определена в [1] около 200 км. Для оценки
Δ(z) были выбраны волновые числа  и

, где  км.

На рис. 1б, 1г представлены графики  для
волн с различными горизонтальными масштаба-
ми. Оценка максимумов  для волн разной
длины для двух выбранных вертикальных профи-
лей горизонтального ветра представлена в табл. 1.

Мы видим, что интервал значений функции
 перекрывается с интервалом частот внутрен-

них гравитационных волн, наблюдаемых в атмо-
сфере. Следовательно, для внутренних гравитаци-

( ) ( ) ( )Δ = + ∨z kU z mV z
( ) ( )( ),U z V z

,k m

= π λ2 /k
= − π λ2 /m λ = 10, 50, 100, 200, 1000

( )Δ z

( )Δ z

( )Δ z

онных волн особые точки, определяемые уравнени-
ем σ(z) = 0, необходимо принимать во внимание.

На рис. 2 даны графики  для среднеширот-
ной и высокоширотной атмосферы, П1 и П2. Для
случая П2, количество возможных нулей равно 8,
для случая П1 – около 10. В случае П2 (рис. 2), ну-
ли  отсутствуют при  км.

Из формулы (11) видно, что когда , то
знаменатель подынтегральной функции обраща-
ется в ноль, а сама подынтегральная функция об-
ращается в бесконечность. Таким образом, ис-
пользованное при выводе формул ВКБ-прибли-
жения предположение о том, что , 
являются медленно изменяющимися функциями
переменной z очевидным образом нарушается в
окрестности точки, где .

Такие точки, когда , называются точ-
ками поворота [17, 21, 30, 38]. Точки поворота
обычно интерпретируются физически как уров-
ни, от которых волна отражается, потому что за
точкой поворота волна затухает. В этом случае пе-
ред точкой поворота решение строится как супер-
позиция волн, распространяющихся вверх и
вниз. Коэффициенты этой суперпозиции, а так-

( )σ z

( )σ z λ > 280

( ) =2 0n z

( )ξpA ( )ξwA

( ) =2 0n z

( ) =2 0n z

Таблица 1. Оценка сдвига частоты Δ(z) для волн разной длины для двух выбранных вертикальных профилей го-
ризонтального ветра для среднеширотной (П1) и высокоширотной (П2) атмосферы

 км  км  км  км  км

П1 (максимум), с–1 0.04 0.0078 0.004 0.002 0.0004

П2 (максимум), с–1 0.073 0.015000 0.0073 0.003674 0.00073

λ = 10 λ = 50 λ = 100 λ = 200 λ = 1000

Рис. 2. График  для волн с частотой  c, длиной волны  км (левая панель) и  = 300 км (правая
панель). Серая сплошная линия построена для случая П1, черная сплошная линия - для случая П2. Серая штриховая
линия обозначает ноль.
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Рис. 3. Левая панель - график функции  для значений  = 6.3 × 10−6, 3.0 × 10−3, 1.9 × 10−2 с−1 (черная, серая и свет-

ло-серая сплошные линии соответственно) и  (малая штриховая линия) при (а) λx= 10 км, (б) λx = 100 км,

(в) λx = 1000 км. Большая штриховая линия – ноль функции . Правая панель – увеличенные в области нуля гра-
фики левой панели.
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же сшивание решений до и после точки поворота,
обычно выводятся на основе специального
асимптотического уравнения, описывающего по-
ведение решения в переходной области ;
это сделано, например, в работах [17, 21].

В [17, 21] доказано, что формулы ВКБ приме-

нимы, только если | , где  –
высота точки поворота и  – значение  вда-
ли от точки поворота.

Влияние ветра на точку поворота в последую-
щих оценках не учитывается. Ширину L окрестно-
сти точки поворота, в которой коротковолновые
формулы не работают, можно оценить примерно
как  км. В [17, 21]. изучалась ди-
фракция волн вдоль поверхности Земли, обуслов-
ленная тем, что в окрестности точки поворота вол-
ны отражаются вниз. Для рассмотрения этого эф-
фекта вычисленная ширина  незначительная. В
вопросах параметризации волн в глобальных моде-
лях вычисленная ширина переходной области мо-
жет рассматриваться как значительная.

Для выполнения условия  достаточно,
чтобы подкоренная часть соотношения (7) была
равна нулю. Обозначим подкоренную часть соот-
ношения (7) как . При анализе одно из вол-
новых чисел можно поворотом системы коорди-
нат сделать равным нулю, пусто это будет .
На рисунке 3 построен график функции 
для различных значений  компонентами вет-
ра пренебрегаем. График дает представление о
том, когда точка поворота существует и на каких
высотах она типично располагается. Волновое
число  выбрано соответственно горизонталь-
ным длинам волн  = 10, 100, 1000 км.

Видно, что при низких частотах на малых и сред-
них горизонтальных масштабах волны (рис. 3а, 3б)
график  всегда имеют одну точку 
на высотах от 110 до 130 км. Точки поворота; иду-
щие из тропосферы волны из указанного дипазо-
на отражаются вниз на этих высотах. На низких
частотах при больших масштабах волн имеется
другая точка поворота; она свидетельствует, что
волны из указанного диапазона, распространяю-
щиеся в верхней атмосфере, не проникают на
тропосферные высоты.

С точки зрения параметризации эффектов
волн в глобальных моделях важна только первая
точка поворота. Несложно учесть, что волны из
указанного диапазона не проникают выше 130 км.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В данной работе применен метод разных мас-

штабов для получения и анализа формул, описы-
вающих гидродинамические поля атмосферных

АГВ в приближении коротких по вертикали волн.
В отличие от традиционного ВКБ-приближения,
эти формулы включают в явном виде вертикаль-
ные градиенты фонового ветра и температуры.
Это делает их удобными для параметризации ди-
намических и тепловых эффектов АГВ в моделях
атмосферной динамики и энергетики.

Сформулированы условия применимости
приближенных формул для описания АГВ, рас-
пространяющихся с тропосферных высот до вы-
сот термосферы. Одним из условий применимо-
сти формул является отсутствие особых точек, в
которых , в интервале высот от тропо-
сферных до термосферных. При типичных про-
филях фонового ветра особые точки для акусти-
ческих волн отсутствуют. Для ВГВ особые точки в
уравнениях обычно присутствуют и их может
быть несколько одновременно. Наличие особых
точек характерно для более коротких волн, с го-
ризонтальным масштабом меньше или порядка
10 км. Количество особых точек уменьшается с
увеличением длины волны. Для волн с горизон-
тальным масштабом порядка или более 300 км
особые точки обычно отсутствуют. Показано, об-
суждаемые особые точки являются простыми,
для которых решения в окрестности особой точки
математически исследовано.

Другим условием применимости формул ко-
ротковолнового приближения является отсут-
ствие точек поворота в интервале высот от тропо-
сферы до верхней атмосферы.

Данное исследование выполнено при под-
держке Российского научного фонда (грант 22-
27-00171).
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Using the method of different scales, formulas for the hydrodynamic fields of acoustic-gravity waves (AGWs)
with vertical wavelengths small compared to the scales of changes in the background temperature and wind
fields are derived. These formulas are equivalent to the conventional WKB approximation, but explicitly in-
clude the vertical gradients of the background fields. The conditions for the applicability of the obtained for-
mulas for describing the propagation of AGWs from the troposphere to the thermosphere are formulated and
analyzed. The absence of singular points (critical levels) in the equations for wave modes in the analyzed
height range is one of the conditions for the applicability of approximate formulas. For the wind from the
empirical HWM model, singular points are often located below 200 km and are typical for internal gravity
waves (IGWs), with lengths of the order of 10 km. As the wavelength increases, the number of singular points
decreases. For IGWs with scales on the order of 300 km or more, there are usually no singular points. It is
shown that IGWs with periods of less than 20 min propagating upward from tropospheric heights usually have
one turning point in the altitude range from 100 to 130 km. The obtained formulas are useful, in particular,
for parametrization of AGW effects in numerical models of atmospheric dynamics and energy.

Keywords: acoustic-gravity waves, short wave approximation, WKB approximation, dispersion relation, crit-
ical level, singular point


