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В  настоящей работе обсуждаются параметризации процессов турбулентного перемешивания 
в  моделях внутренних водоемов (озер и  водохранилищ), допускающие возможность 
поддержания турбулентных пульсаций при сильно устойчивой стратификации и  наличии 
малых сдвигов скорости. Предложена параметризация турбулентного числа Прандтля, которая 
учитывает неградиентую поправку на поток массы и  зависит от двух параметров – параметра 
анизотропии, описывающего различия в вертикальном и горизонтальном масштабах корреляции 
поля плотности, и  максимального потокового числа Ричардсона. Показано, что значение 
максимального потокового числа Ричардсона и,  как следствие, асимптотика увеличения 
турбулентного числа Прандтля при сильной устойчивости связаны с различиями в интегральных 
масштабах времени, определяемых скоростью диссипации кинетической или потенциальной 
энергии и  интенсивностями флуктуаций соответствующих полей, что согласуется с  данными 
прямого численного моделирования сдвиговой турбулентности. Параметр анизотропии задает 
переходный режим – от нейтральной стратификации к сильной устойчивости. С использованием 
предложенной параметризации проведены эксперименты по воспроизведению термического 
и  биохимического режима внутренних водоемов (оз. Куйваярви и  Рыбиского водохранилища). 
Результаты показывают, что распределение биохимических концентраций, процессы газообмена 
в большей степени чувствительны к заданию максимального потокового числа Ричардсона.
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ВВЕДЕНИЕ

Внутренние водоемы суши, к  которым от-
носятся озера и  водохранилища, являются важ-
нейшими элементами многих природных ланд-
шафтов, а характеристики этих водных объектов 
(термический режим, распределение концентра-
ций биохимических субстанций, потоки тепла 
и  примесей в  атмосферу) представляют интерес 
как в рамках задач гидрологии и экологии [Дву-
реченская и др., 2012; Онищенко, 2016; Петросян 
и  др., 2019; Хоружая, Минина, 2017; Щепетова, 
Толстова, 2011], так и с точки зрения их влияния 
на климат Земли и его изменения [Krinner, 2003; 

Samuelsson et al., 2010; Thiery et al., 2015; Tranvik 
et al., 2009; Wang et al., 2022; Zhu et al., 2018]. При 
этом следует отметить, что формирование выше-
названных характеристик во многом определяет-
ся процессами турбулентного переноса (импуль-
са, тепла и растворенных газов). Таким образом, 
встает вопрос о разработке корректного описания 
турбулентности в замкнутых водных объектах. 

В  моделях озер и  водохранилищ, как прави-
ло, рассматривается RANS (Reynolds–Averaged 
Navier–Stokes) система уравнений термогидро-
динамики – система уравнений Навье–Стокса 
в приближении Буссинеска, осредненная по Рей-
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нольдсу. Примерами подобных моделей являют-
ся как трехмерные [Гладских и  др., 2021; Abbasi 
et al., 2016], так и  одномерные [Fang and Stefan, 
2009; Jöhnk, 2009; Stepanenko et al., 2016], разра-
батываемые, в  частности, для параметризации 
водоемов в  глобальных и  региональных моделях 
атмосферы. Осредненные уравнения включают 
дополнительные неизвестные корреляции мелко-
масштабных составляющих потока – компоненты 
тензора напряжений Рейнольдса uiʹ ujʹ, где uiʹ  есть 
турбулентные пульсации i-той компоненты век-
тора скорости, а угловые скобки означают осред-
нение, в общем случае, по ансамблю реализаций 
турбулентного течения. Для определения этих 
напряжений привлекаются модели турбулентно-
сти, которые выражают неизвестные корреляции 
через известные (точнее – искомые) осредненные 
значения. Одним из наиболее распространенных 
классов турбулентных замыканий в рамках RANS 
подхода, применяемых в океанологии и лимноло-
гии, являются двухпараметрические модели, ос-
нованные на гипотезе, связывающей турбулент-
ные потоки с градиентами средних величин [Мо-
нин, Яглом, 1965]. Такие модели включают урав-
нения для двух прогностических переменных: 
первая – кинетическая энергия турбулентности 
(КЭТ) k, а вторая – скорость диссипации КЭТ ε 
[Лыкосов, 1992; Мортиков и  др., 2019; Burchard, 
2002; Mellor, Yamada, 1982], или иная размерная 
переменная, например, произведение k на тур-
булентный масштаб длины L, или частота турбу-
лентных пульсаций ω [Umlauf et al., 2003], необхо-
димая для задания коэффициентов турбулентной 
вязкости Km  и  диффузии Kh  из соотношений 
подобия. Приведенные замыкания, несмотря на 
очевидные упрощения, являются вычислительно 
эффективными, по сравнению с более сложными 
замыканиями второго порядка, и позволяют вер-
но описать некоторые важные особенности дина-
мики пограничного слоя, например, заглубление 
перемешанного слоя в идеализированных поста-
новках [Burchard, 2002].

Отметим, что в так называемой “стандартной” 
k-ε модели (двухпараметрическая схема, где k и ε 
являются прогностическими величинами) пола-
гается, что безразмерные функции устойчивости, 
турбулентные числа Прандтля Pr K KT m h= /  
и Шмидта ScT  – отношение коэффициентов тур-
булентного переноса для импульса и  скалярных 
субстанций,  – являются постоянными и не зави-

сящими от стратификации среды. Полуэмпири-
ческие замыкания турбулентности второго по-
рядка (см., например, [Canuto et al., 2001; Kantha, 
Clayson, 1994; Mellor, Yamada, 1982]) могут быть 
использованы для уточнения зависимости PrT  и 
ScT  от стратификации. Однако вопрос о  влия-
нии таких параметризаций на описание процес-
сов, в  частности, биохимических, протекающих 
во внутренних водоемах, по-прежнему остается 
открытым. Например, во многих моделях турбу-
лентное число Прандтля используется лишь как 
калибровочный параметр для воспроизведения 
термического режима конкретного водоема [Sun 
et al., 2020].

Ранее при участии авторов настоящей работы 
было предложено турбулентное замыкание [Со-
устова и  др., 2020; Gladskikh et al., 2023], полу-
ченное на основе модели нестационарных турбу-
лентных течений в стратифицированной жидко-
сти [Островский, Троицкая, 1987]. В этой модели 
с  помощью методов кинетической теории газов 
[Власов, 1966; Lundgren, 1967] получены выраже-
ния для турбулентных потоков импульса, кинети-
ческой и потенциальной энергий турбулентности 
в  стратифицированной среде. Показано, в  част-
ности, что учет двухсторонней трансформации 
кинетической и  потенциальной энергии турбу-
лентных пульсаций позволяет объяснить под-
держание турбулентности небольшими сдвига-
ми скорости при любых значениях градиентного 

числа Ричардсона Ri
N

S
= >�

2

2
0  (где N – частота 

плавучести, S  – сдвиговая частота среднего те-
чения), характеризующего соотношение между 
сдвиговой неустойчивостью и  действием плаву-
чести. Процедура получения соответствующих 
уравнений для средних аналогична той, которая 
используется в  кинетической теории газов – за-
мыкается и  решается уравнение для одноточеч-
ной функции распределения – так называемое 
кинетическое уравнение, и  по известной функ-
ции распределения вычисляются напряжения 
Рейнольдса. При этом учитываются некоторые 
важные, но обычно пренебрегаемые эффекты, 
например, зависимость вертикальной анизотро-
пии турбулентности от стратификации, а  также 
неградиентная поправка к  турбулентному пото-
ку массы. С привлечением модели [Островский, 
Троицкая, 1987] получено выражение, связыва-
ющее PrT  c градиентным числом Ричардсона Ri , 

Д. С. ГЛАДСКИХ и др.
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и  тем самым было снято ограничение в  “стан-
дартном” k-ε замыкании, где турбулентное число 
Прандтля полагается постоянным.

В работах [Соустова и др., 2020; Gladskikh et al., 
2023] показано, что турбулентное замыкание учи-
тывает вклад сдвига скорости и плотностной стра-
тификации в  мелкомасштабную турбулентность 
внутреннего водоема и, в том числе, обеспечивает 
отсутствие явления “вырождения” турбулентного 
обмена (ламинаризации течения) при значениях 
градиентного числа Ричардсона превышающих 
некоторое эмпирическое пороговое значение. 
Учет данных эффектов влияет на вертикальные 
распределения кинетической энергии турбулент-
ности, температуры и пассивных примесей.

Основные выводы модели [Соустова и  др., 
2020; Gladskikh et al., 2023] согласуются с резуль-
татами теории, развиваемой в  работах группы 
С. С. Зилитинкевича [Zilitinkevich et al., 2007, 
2013], в рамках которой на основе анализа урав-
нений для одноточечных моментов гидродинами-
ческих полей получено замыкание EFB (Energy 
and Flux Budget), также допускающее поддержа-
ние перемешивания в  пограничных слоях при 
любой устойчивости среды. В  отличие от EFB 
подхода, модель [Соустова и  др., 2020; Gladskikh 
et al., 2023] позволяет получить параметризацию 
турбулентного числа Прандтля, зависящую лишь 
от одного параметра (который может быть опре-
делен по данным численного моделирования или 
лабораторных экспериментов), описывающего 
анизотропию в  вертикальном и  горизонтальном 
масштабах корреляции поля плотности. Одна-
ко, как будет показано в  настоящей работе, та-
кая формулировка приводит к  дополнительным 
ограничениям на максимальное потоковое чис-
ло Ричардсона, которые не согласуются с извест-
ными данными прямого и  вихреразрешающего 
моделирования турбулентных течений, данными 
измерений в  устойчиво-стратифицированных 
пограничных слоях [Mauritsen, Svensson, 2007; 
Mauritsen et al., 2007; Stretch et al., 2009; Stroscio, 
1982; Venayagamoorthy, Stretch, 2010; Yamada, 1985; 
Zilitinkevich et al., 2010].

В настоящей работе представлено обобще-
ние модели, частный случай которой приведен 
в  [Соустова и  др., 2020; Gladskikh et al., 2023], 
для разрешения данной проблемы. Модифи-
цированное замыкание позволило рассмотреть 
задачу об оценке чувствительности результатов 

моделирования биохимических характеристик 
водоема к параметризации двух режимов переме-
шивания – режима, связывающего нейтральную 
и устойчивую стратификацию, и режима переме-
шивания при сильно устойчивой стратификации. 
В разделе 2 статьи обсуждаются параметризация 
скорости диссипации кинетической и  потенци-
альной энергий турбулентности в полной модели 
второго порядка, позволяющая снять ограниче-
ния в  представленном ранее замыкании, и  при-
веден вывод выражения для турбулентного числа 
Прандтля. Раздел 3 посвящен краткому описанию 
численной модели термодинамики и  биогеохи-
мии внутреннего водоема, а раздел 4 – результа-
там численного моделирования и  анализу влия-
ния выбора параметров замыкания (параметра 
анизотропии и максимального потокового числа 
Ричардсона) на распределение температуры, био-
химических концентраций и потоков на границе 
с  атмосферой. В  заключении приведены основ-
ные выводы работы и  возможные направления 
дальнейших исследований.

ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ МОДЕЛИ 
ТУРБУЛЕНТНОГО ПЕРЕНОСА 
И ОБОБЩЕНИЕ ЗАМЫКАНИЯ

Кратко остановимся на результатах работ 
[Островский, Троицкая, 1987; Соустова и  др., 
2020; Gladskikh et al., 2023]. Приведем выражения 
для турбулентных потоков импульса и массы:
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Здесь U ui� 2
 – характерный масштаб тур-

булентных пульсаций скорости, gi  – компоненты 
вектора ускорения силы тяжести g , βi  – компо-
ненты вектора ,�  характеризующего пульсации 
давления в стратифицированной жидкости.

Заметим, что в  выражение для потока мас-
сы (2) входит дополнительное слагаемое

1

0
2

´2

U
gi ig , что приводит к  ряду су-

щественных отличий от результатов, полученных 
в рамках обычных градиентных моделей [Монин, 
Озмидов, 1981]. Физический смысл приведен-
ного выше дополнительного слагаемого мож-
но объяснить следующим образом. Рассмотрим 

О ПАРАМЕТРИЗАЦИИ ДИССИПАТИВНЫХ ПРОЦЕССОВ...
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среду с равновесным распределением плотности 
ρ0  и  флуктуациями поля ′ρ . Предположим, что 
в этой среде возник жидкий объем, плотность ко-
торого превышает равновесную, то есть ′ >ρ 0 . 
Он движется вниз по оси z, направленной вверх, 
со скоростью ′ <w 0.  Таким образом, поток мас-
сы ′ ′ρ w  отрицательный. В противоположном слу-
чае он также будет отрицательным: жидкий объем 
с плотностью, меньшей плотности среды ′ <ρ 0 , 
будет двигаться вверх по z, со скоростью ′ >w 0  . 
Величина возвращающей силы при этом будет 
зависеть от формы жидкого объема, а именно, от 
соотношения его масштабов, что и  описывается 
параметром анизотропии.

Параметр анизотропии для статистически 
однородного поля флуктуаций плотности (где 
компоненты вектора b имеют вид β βx y= = 0 , 
β ρz R= ′ ⋅2 ) определяется как:
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где Lz  и  Lr  вертикальный и горизонтальный мас-
штабы корреляции поля плотности соответствен-
но. Далее будем считать, что турбулентные пото-
ки кинетической энергии и дисперсии плотности 
(третьи статистические моменты) могут быть за-
писаны с помощью градиентного приближения.

В [Островский, Троицкая, 1987] получена зам-
кнутая модель турбулентного течения в  страти-
фицированной жидкости в  виде уравнений для 
средних – полей скорости u  и  плотности <ρ>, 
а  также для кинетической энергии турбулентно-
сти k  и дисперсии пульсаций плотности ′ρ 2  , 
через которые можно выразить потенциальную 
энергию течения как
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Заметим, что в  уравнениях (3) и  (4) приняты 
колмогоровские гипотезы для учета диссипатив-
ных процессов (см. [Колмогоров, 1942]). При 
этом скорость диссипации кинетической энергии 
турбулентности ε  и  дисперсии поля плотности 
�П  определяются выражениями

 ε = C
k

L

3 2/

 
и 

П D
k

L

1 2
2

/

 

соответственно [Rodi, 1980]. В работах [Соустова 
и др., 2020; Gladskikh et al., 2023] предполагается 
подобие временных масштабов динамического 
турбулентного поля t kk = ε  и  турбулентного 
скалярного поля tП П

2 , что позволяет 
считать C D≡  и  получить выражение для тур-
булентного числа Прандтля, зависящего, помимо
�Ri , лишь от одного параметра – параметра ани-
зотропии R :
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 (5) 

Для случая сильной устойчивости, Ri � 1, 
PrT  является линейной функцией градиентного 
числа Ричардсона:

       Pr Ri R R RiT , .�( ) = −( )4 3  (6) 
С другой стороны, согласно определению 

PrT :

 Pr
Ri

Ri
Ri

RiT
f f

= →
∞

,  при Ri  1, (7) 

где Ri f °  – критическое значение потокового чис-
ла Ричардсона

 Ri B P
g u

d u dz u uf
i i

i i j

= − =
− ′

( ) ′ ′

′ρ

ρ0

,  

величины, характеризующей отношение сдвиго-
вой генерации КЭТ P  и преобразования B  КЭТ 
в  потенциальную энергию турбулентности. Из 
балансового уравнения для полной энергии тур-
булентности в  случае статистически стационар-
ного потока следует, что Ri f ″ 1  и потому суще-
ствует некоторое максимальное значение Ri f ° .�
Например, согласно результатам численного мо-
делирования и  данным измерений в  атмосфер-
ном пограничном слое [Mauritsen, Svensson, 2007; 
Mauritsen et al., 2007; Stretch et al., 2009; Stroscio, 
1982; Venayagamoorthy, Stretch, 2010; Yamada, 1985; 
Zilitinkevich et al., 2010], Ri f ∞ = 0 2. . Можно по-
казать (см. [Zilitinkevich et al., 2010; 2019]), что зна-
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чение максимального потокового числа Ричард-
сона определяет зависимость градиента средней 
скорости течения и,  в  том числе, скорости дис-
сипации КЭТ от устойчивости в теории подобия 
Монина–Обухова.

Предложенное выше замыкание накла-
дывает ограничения на допустимые значе-
ния Ri Rf ∞ = −( )1 4 3/ . Так, если положить 
Ri f ∞ = 0 2. ,  то из (6) получим R = −1 3,  что про-
тиворечит определению параметра анизотропии, 
который должен принимать значения 0 1″ ″R .

С  использованием данных прямого числен-
ного моделирования (DNS, Direct Numerical 
Simulation) турбулентного течения Куэтта при 
устойчивой стратификации [Mortikov et al., 2019; 
Zasko et al., 2022] были рассчитаны члены балан-
совых уравнений (3) и (4). В DNS расчетах исполь-
зовалась численная модель, развиваемая в НИВЦ 
МГУ [Mortikov, 2016; Mortikov et al., 2019], а экспе-
рименты проводились при числах Рейнольдса Re  
до 80000 при последовательном увеличении инте-
грального числа Ричардсона Rib  (определяемого 
по разнице температуры и  скорости на верхней 
и нижней стенках канала) до ламинаризации по-
тока. На рис. 1 показана зависимость соотноше-
ния временных масштабов tk и tП от градиентного 
числа Ri в двух экспериментах при Re = ×4 104�  и 
Re = ×8 104�  и фиксированном Rib  Выполнение 
предположений [Островский, Троицкая, 1987; 
Соустова и др., 2020; Gladskikh et al., 2023] пред-
полагает, что соотношение tk / tП = 1, что противо-
речит данным DNS расчетов, где величина

 C
D

 ≠ 1

и, более того, зависит от Ri.
Введем безразмерный параметр α ≡ C D/  , 

характеризующий соотношение временных мас-
штабов динамического турбулентного поля tk 
и турбулентного скалярного поля tП. Тогда реше-
ние системы уравнений (3) и (4) для случая одно-
родного течения позволяет получить выражение 
для турбулентного числа Прандтля:
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(8) 

Отметим, что параметры α  и  R  также зави-
сят от устойчивости среды. Рассмотрим случай 
Ri � 1, тогда:

            Pr R RiT = −( )∞ ∞4 3 α ,  (9) 
где R°  и α∞  предельные значения в сильно устой-

чивой стратификации. Тем самым из (8) с учетом 
(7) получим:

α∞
∞ ∞

=
−( )

1

4 3Ri Rf

.

Определение непосредственно предельных 
значений Ri f °  и  R°  (и, вообще говоря, зависи-
мостей α  и  R  от Ri) потребует специализирован-
ных расчетов статистически стационарной сдви-
говой турбулентности с  помощью DNS и  LES 
(Large-Eddy Simulation) моделей крайне высо-
кого разрешения и выходит за рамки настоящей 
работы. Однако результаты прямого численного 
моделирования устойчиво-стратифицированно-
го течения Куэтта, представленные выше, пока-
зывают, что отношение tk / tП относительно слабо 
изменяется с ростом устойчивости – в данных ла-
бораторных экспериментов [Beguir et al., 1978] для 
нейтрально стратифицированного турбулентного 
потока отмечается близкое к  постоянной значе-
ние α ≈ 1 . По этим причинам далее ограничимся 
случаем, где параметры α  и R являются фиксиро-
ванными константами модели. Тогда перепишем 
(5) с учетом выражения для параметра α :
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Таким образом, полученная параметризация 
турбулентного числа Прандтля (10) зависит от 
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Рис. 1. Соотношение временных масштабов

t
k

k =
ε
� � и  tп

П

П=
ε

� �в зависимости от градиентного 

числа Ричардсона по данным прямого численного 
моделирования.
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двух параметров: Ri f °  и  R. Максимальное по-
токовое число Ричардсона Ri f °  задает асим-
птотическую линейную зависимость PrT  от 
градиентного числа Ричардсона при сильной 
устойчивости, а параметр анизотропии R задает 
переход от режима нейтральной стратификации 
к  режиму сильной устойчивости. Выражение 
(10) очевидно согласуется с  любым значением 
Ri f ∞ ≤ 1.

Предложенная модель позволяет рассмо-
треть задачу об оценке чувствительности описа-
ния термогидродинамики и биогеохимии стра-
тифицированного внутреннего водоема к  па-
раметризации двух режимов перемешивания, 
вкладу анизотропии и  заданного критического 
значения потокового числа Ричардсона в  фор-
мирование и поддержание турбулентности.

ЧИСЛЕННАЯ МОДЕЛЬ 
ТЕРМОГИДРОДИНАМИКИ 

И БИОГЕОХИМИИ ВНУТРЕННЕГО ВОДОЕМА

Для исследования влияния предложенного за-
мыкания на описание турбулентных процессов во 
внутренних водоемах и формирование определя-
емых ими характеристик использовалась разра-
ботанная авторами настоящей работы трехмер-
ная модель термогидродинамики и биогеохимии 
внутреннего водоема на основе единого гидроди-
намического кода, объединяющего DNS-, LES- 
и RANS подходы для расчета геофизических тур-
булентных течений при высоком пространствен-
ном и  временном разрешении (см., например, 
[Mortikov, 2016; Mortikov et al., 2019; Kadantsev et 
al., 2021; Gladskikh et al., 2023]). Численная модель 
включает уравнения гидродинамики в стратифи-
цированном турбулентном вращающемся слое 
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Рис. 2. Временные ряды N2, полученные для параметров: Rif∞ = 0 2.  и  R = 0 2.  (слева), Rif∞ = 0 7.  и R = 0.2 (справа) 
в конфигурации модели, соответствующей озеру Куйваярви.
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Рис. 3. Временные ряды N2, полученные для параметров: Rif∞ = 0 2.  и  R = 0 2.  (слева), Rif∞ = 0 7.  и R = 0.2 (справа) 
в конфигурации модели, соответствующей Рыбинскому водохранилищу.
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жидкости в  приближении мелкой воды, а  также 
уравнения для переноса тепла с учетом горизон-
тальной и  вертикальной диффузии [Гладских 
и др., 2021]:

� � �
� �

� � � �
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∂
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∂
∂

+
∂
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=u u
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� �
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� �

Здесь u = ( )u v w, ,  – вектор скорости, uh  – го-
ризонтальные компоненты, Km mλ  и  Kh hλ  – 
коэффициенты вертикальной (горизонтальной) 
турбулентной вязкости и  температуропроводно-
сти соответственно; ν, χ׳ – коэффициенты моле-
кулярной вязкости и  температуропроводности, 
η  – отклонение свободной поверхности от рав-
новесного состояния, z – вертикальная коорди-
ната, проходящая от дна водоема. Также в приве-
денной система A q( )  – оператор адвекции:
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,

а  D qH , λ  и  D q Kz , �( )  – операторы горизон-
тальной и вертикальной диффузии с коэффици-
ентами λ и К соответственно:
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Для описания процессов вертикального турбу-
лентного перемешивания в  модели использова-
лась двухпараметрическое k-ε замыкание с пара-
метризацией турбулентного числа Прандтля (10), 
а  турбулентные числа Шмидта ScT  полагались 
равными PrT .

На свободной поверхности выполняется ки-
нематическое условие и  полагаются заданными 
потоки импульса и  тепла. Для расчета донного 
трения используется приближение логарифми-
ческого слоя. На твердых границах полагается 
выполнение условий непротекания и  равенство 
нулю потока тепла. Граничные условия Дирихле 
используются для кинетической энергии турбу-
лентности и скорости диссипации.

Описание биогеохимических процессов в мо-
дели включает в себя уравнения для расчета кон-
центраций и  потоков биохимических веществ. 
Уравнения описывают перенос, диффузию и ре-
акции для таких веществ как: метан (CH4), кис-
лород (O2), углекислый газ (CO2), живые и отмер-
шие частицы фито- и зоопланктона и т. д., и име-
ют вид:
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где C .( )  – концентрации веществ, Kh  (λ)  и  χ  – 
коэффициенты вертикальной (горизонтальной) 
турбулентной и  молекулярной диффузии соот-
ветственно, ws  – скорость оседания, а член R .( )  
описывает сколько молекул того или иного веще-
ства было добавлено к раствору или извлечено из 
него в результате реакций.

Учитываются следующие процессы взаимо-
действия веществ – аэробное окисление метана 
в  водной толще; фотосинтез; дыхание; биохи-
мическое потребление кислорода в  водной тол-
ще – окисление органических соединений в теле 
водоема; биохимическое потребление кислорода 
в донных отложениях – сток кислорода на окисле-
ние органических соединений в донных отложе-
ниях; отмирание фито- и зоопланктона.

Ввиду объединения блоков динамики и  био-
геохимии обеспечивается воспроизведение мо-
делью двусторонних связей, таких как вклад био-
продуктивности за счет фотосинтеза в  коэффи-
циент экстинкции проникающей радиации.

Для описания газообмена использована т. н. 
“модель обновления поверхности” [MacIntyre et 
al., 2010], учитывающая турбулентные процессы, 
которые влияют на перемешивание около раздела 
воздух–вода:

k
C SR z

600

1 0
4

600
=

⋅
=,

.
ε ν

Здесь k600  – опорная величина для расчёта ко-
эффициента газообмена конкретного газа, пред-
ставляющая собой такой коэффициент для угле-
кислого газа при температуре среды 20  °C: чис-
ло Шмидта в  этом случае равно 600. Константа 
C SR1 0 5, .= , ν  –кинематическая вязкость, а ско-
рость диссипации ε  рассчитывается согласно мо-
дели турбулентности.
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На нижней границе поток метана рассчитыва-
ется через его производство донными отложения-
ми по формуле, приведенной в [Stepanenko et al., 
2016], а поток кислорода – из логарифмического 
закона.

ПРИМЕНЕНИЕ ОБОБЩЕННОГО 
ЗАМЫКАНИЯ В МОДЕЛИ 

ТЕРМОГИДРОДИНАМИКИ 
И БИОГЕОХИМИИ ВНУТРЕННЕГО ВОДОЕМА

Для исследования вклада параметров Ri f °  
и R в описание процессов турбулентного обмена 
и, тем самым, формирование концентраций при-
месей и их потоков в атмосферу были рассмотрена 
конфигурации модели, соответствующие описа-
ниям озера Куйваярви и Рыбинского водохрани-
лища. Куйваярви – небольшой водоем, располо-
женный в Южной Финляндии. В качестве данных 
атмосферного форсинга в течение всего времени 
расчета использовались результаты измерений 
в 2013 г. [Heiskanen et al., 2015; Mammarella et al., 
2015] (составляющие скорости ветра, потоки ко-
ротковолновой радиации, явного и  скрытого 
тепла). Из данных измерений также были взяты 
начальные условия: вертикальное распределе-
ние температуры, концентрации газов и  раство-
ренного углерода. Расчет проводился прибли-
зительно за весь период открытой воды с мая по 
ноябрь. Глубина водоема: 12.5 м, согласно оценке 
в точке проведения измерений. Что касается Ры-
бинского водохранилища, то для этого крупного 
(площадь – 4580 км², наибольная глубина – 30 м) 
искусственного водоема, расположенного на се-
вере Центральной России, нами использовались 
для задания атмосферного форсинга данные гло-
бального метеорологического реанализа NCEP/
NCAR в период с мая по ноябрь 2020 г.

Для задания турбулентного числа Прандтля ис-
пользовалась предложенная в настоящей статье па-
раметризация (10) с различными значениями Ri f °  
и R. Рассматривались три набора параметров:

• (а) Ri f ° = 0.2; R = 0.2;
• (б) Ri f ° = 0.7; R = 0.2;
• (в) Ri f ° = 0.2; R = 0.7.
Были сопоставлены временные ряды верти-

кального распределения квадрата частоты пла-
вучести N2. Результаты расчетов для комбинаций 
(б) и (в) оказались визуально идентичны, поэтому 
комбинацию (в) не приводим. Результаты для (а) 
и (б) приведены на рис. 2 и 3.

Таким образом, выбор значения Ri f °  оказыва-
ет наибольшее влияние на распределение темпе-
ратуры и максимума градиента плавучести. Мож-
но ожидать, что при увеличении Ri f °  процессы 
переноса вещества через термоклин будут пода-
вляться.
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Рис.  4. Вертикальное распределение температуры 
(вверху), кислорода (в  центре), метана (внизу) на 
седьмой расчетный месяц при различных параме-
трах замыкания для озера Куйваярви.
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Для озера Куйваярви также были сопоставле-
ны профили распределений температуры, кон-
центрации кислорода и  метана, осредненные за 
последний расчетный месяц. Результаты приведе-
ны на рис. 4.

Показано, что описание перемешивания и тем 
самым формирования вертикальных распреде-
лений различных характеристик намного более 
чувствительно к  значению критического чис-
ла Ричардсона, чем к  параметру анизотропии. 
В частности, отметим накопление концентрации 
метана на глубине при Ri f ∞ = 0 7. . Параметри-
зация переходного режима между нейтральной 
и  сильно-устойчивой стратификацией напротив 

слабо влияет на распределения концентраций 
в водоеме.

Наконец, были проанализированы значения 
потоков газов в атмосферу, поскольку эти харак-
теристики представляют наибольший интерес 
с точки зрения вклада озер и водохранилищ в гло-
бальные климатические процессы. Были рас-
смотрены потоки, полученные в  конфигурации 
параметров (а) – fluxa и (б) – fluxb. На рис. 5 и 6 
приведены соотношения fluxa /fluxb для метана 
и кислорода.

Сопоставление результатов при разных Ri f °  
показывает, что абсолютная разница в  потоках 
является малой в  большинстве случаев, однако 
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Рис. 5. Соотношения потоков метана (слева) и кислорода (справа) для озера Куйваярви, полученных в конфигура-
циях параметров (а) и (б).

Рис. 6. Соотношения потоков метана (слева) и кислорода (справа) для Рыбинского водохранилища, полученных 
в конфигурациях параметров (а) и (б).
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относительная разница существенна, что может 
быть значимо на длительных временных мас-
штабах и для интегральных оценок потоков в ат-
мосферу.

ВЫВОДЫ

В настоящей работе представлено обобщение 
турбулентного замыкания [26, 27], которое учи-
тывает неградиентную поправку на поток мас-
сы и  допускает возможность поддержания тур-
булентных пульсаций при сильно устойчивой 
стратификации. Обобщение модели основано на 
учете различий во временных масштабах дина-
мического турбулентного поля tk  и  турбулент-
ного скалярного поля tп. Данное предположение 
согласуется с  результатами прямого численного 
моделирования турбулентного течения Куэт-
та при устойчивой стратификации и  позволило 
снять ограничения в модели [Соустова и др., 2020; 
Gladskikh et al., 2023] на величину максимально-
го потокового числа Ричардсона. Важным след-
ствием обобщенного замыкания является то, что 
Ri f °  в общем случае определяется предельными 
значениями как отношения временных масшта-
бов t tk П

, так и параметра анизотропии R .
Предполагая, что R  и  α  лишь слабо зависят 

от устойчивости, получено выражение для турбу-
лентного числа Прандтля, которое включает лишь 
два параметра – параметр анизотропии и макси-
мальное потоковое число Ричардсона. Первый 
определяет различия в  вертикальном и  горизон-
тальном масштабах корреляции поля плотности, 
описывает изменения PrT  в переходном режиме 
от нейтральной к сильно устойчиво стратифика-
ции. Второй параметр, максимальное потоковое 
число Ричардсона, напрямую связан с  услови-
ем неотрицательности диссипативных членов 
в  статистически стационарной турбулентности 
и определяет, в частности, асимптотический рост 
PrT  с градиентным числом Ричардсона при Ri >> 1, 
а  также форму выражений для градиента скоро-
сти и скорости диссипации в теории подобия Мо-
нина–Обухова и ее обобщениях [Zilitinkevich et al, 
2019]. Введенное предположение очевидно требу-
ет дальнейшей проверки по данным DNS и LES 
расчетов сдвиговой турбулентности, в особенно-
сти в режимах сильной устойчивости.

С  использованием предложенной параметри-
зации проведены эксперименты по воспроизве-
дению термического и  биохимического режима 

внутреннего водоема небольшого размера (оз. 
Куйваярви) и  крупного искусственного водного 
объекта (Рыбинское водохранилище). Результаты 
показывают, что распределение биохимических 
веществ и  процессы газообмена в  большей сте-
пени чувствительны к  заданию максимального 
потокового числа Ричардсона. Параметризация 
переходного режима между нейтральной и силь-
но-устойчивой стратификацией напротив слабо 
влияет на вертикальные распределения концен-
траций и потоки в атмосферу.

Наконец, отметим, что полученное в работе за-
мыкание справедливо для случая горизонтально 
однородной турбулентности и  в  большей степе-
ни применимо для океанического пограничного 
слоя или крупных водоемов. Обобщение модели 
для небольших озер представляется актуальной 
задачей, требующей как использования данных 
детализированного моделирования турбулентно-
сти и натурных измерений, так и уточнения или 
пересмотра принятых предположений.

Вывод обобщенного замыкания, а также чис-
ленное исследование вклада его отдельных харак-
теристик в  формирование турбулентности вы-
полнены в рамках проекта РНФ № 23–27–00002.
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THERMOHYDRODYNAMICS AND BIOGEOCHEMISTRY OF STRATIFIED 
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In this paper, we discuss parameterizations of turbulent mixing processes in models of inland water bodies 
(lakes and reservoirs) that allow turbulent fluctuations to develop in the presence of small velocity shear 
even in the case of highly stable stratification. A parameterization of the turbulent Prandtl number is 
proposed, which takes into account the non-gradient correction for the mass flux and depends on two 
parameters: the anisotropy parameter, which describes the differences in the vertical and horizontal scales 
of the density field correlations, and the maximum flux Richardson number. It is shown that the value of 
the maximum flux Richardson number and, as a consequence, the asymptotical increase in the turbulent 
Prandtl number under strong stability are associated with differences in the integral time scales determined 
by the dissipation rate of the kinetic or potential energy and the fluctuation intensities of the corresponding 
fields. This is consistent with the direct numerical simulation of shear-driven stably stratified turbulence. 
The anisotropy parameter sets the transitional regime from neutral stratification to strong stability. Using 
the proposed parameterization, numerical experiments were carried out to reproduce the thermal and 
biochemical regime of a inland water bodies (Lake Kuivajärvi and Rybinsk Reservoir). The results show 
that the distribution of biochemical concentrations, gas exchange processes are more sensitive to the value 
of maximum Richardson flux number.

Keywords: inland water body, turbulence, turbulent Prandtl number, stable stratification, gas exchange, 
biogeochemical processes, numerical simulation
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