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Проводится сравнительный анализ свойств двумерных инфинитезимальных периодических воз
мущений, распространяющихся по поверхности несжимаемой жидкости в различных представле
ниях плотности среды. Рассматриваются стратифицированные и однородные по плотности вязкие 
или идеальные жидкости. Расчеты проводятся методами теории сингулярных возмущений. При
ведены дисперсионные соотношения и  графики зависимостей фазовых и  групповых скоростей 
для поверхностных волн в физически наблюдаемых переменных. Отмечается изменение смысла 
дисперсионных соотношений при переходе от идеальных жидкостей к вязким, а также от одно
родных к  стратифицированным. Учет влияния электрического заряда качественно не изменяет 
характер двумерных дисперсионных соотношений. Повышение поверхностной плотности элек
трического заряда приводит к уменьшению длины волны при фиксированной частоте и не оказы
вает заметного влияния на тонкую структуру периодического течения.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Исследования колебаний и  волн в  жидко
стях, описания которых восходят к доисториче
ским временам, сохраняют свою актуальность 
вследствие научной содержательности предмета 
и  важности практических приложений приме
нительно к динамике атмосферы, океана и вза
имодействия сред. Результаты изучения волн 
активно используются в других разделах науки, 
прежде всего в  математике и  механике. Исто
рически исследования были ориентированы 
на идентификацию и  определение свойств от
дельных типов волн – вначале гравитационных 
и акустических, затем внутренних в толще жид
кости на поверхностях разрыва плотности или 
при ее непрерывном изменении, позднее – ка
пиллярных, инерционных и гибридных. На ос
нове описаний отдельных волновых процессов 
на поверхности однородной жидкости, приве
денных в известных трактатах [Лэмб, 1949; Ко
чин и др., 1963; Ландау, Лифшиц, 1944; Ле Блон, 
Майсек, 1981] и  многих других, составлялись 

методики проведения экспериментов в лабора
торных и  натурных условиях и  интерпретации 
их результатов.

Следует отметить, что уже в основополагающих 
работах и Л. Эйлера [Euler, 1757], и Дж.Г. Стокса 
[Stokes, 1845, 1847, 1851] отмечалась необходи
мость учета “гетерогенности жидкости”, обуслов
ленной неоднородностью распределений плотно
сти и ее расслоением в поле силы тяжести. Одна
ко уровень развития математического анализа не 
позволял включать этот важный факт в изучаемые 
модели. В  последующем изучение природы из
менений плотности жидкости в  целом, морской 
воды и  атмосферы в  частности, успешно разви
лось и  составило особый раздел наук об океане 
и атмосфере, посвященный составлению и анали
зу уравнений состояния [Feistel, 2018; Harvey et al., 
2023]. В процессе выполнения обширных циклов 
экспериментальных и  теоретических исследова
ний были установлены основные закономерности 
распределения плотности в  окружающей среде, 
выделены тонкая структура профилей [Федоров, 
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1976; Попов и др., 1979], идентифицированы ме
ханизмы ее формирования.

Постепенно, по мере накопления фактов 
и  развития техники математического анализа, 
стали все более активно изучаться такие скры
тые виды течений, как внутренние волны [Гав
рилов, Попов, 2022], существование которых 
обеспечивается устойчивостью распределения 
плотности – стратификацией, и  дискретной 
[Chandrasekhar, 1961], и непрерывной [Лайтхилл, 
1981]. Постепенно стали проводится оценки вли
яния неоднородности плотности на поверхност
ные волны [Очиров, Чашечкин, 2022]. Активно 
исследуются внутренние волны различных клас
сов и в атмосфере [Зайцева и др., 2022].

Теоретические исследования волн проводятся 
как на основе полной системы фундаментальных 
уравнений механики жидкостей [Ландау, Лиф
шиц, 1944; Chashechkin, 2021a], так и ее редуци
рованных версий, когда в  уравнениях сохраня
ются только члены, описывающие переменность 
плотности, но пренебрегается физическими 
процессами, обеспечивающими ее непостоян
ство. Учет условия совместности при анализе 
системы линеаризованных уравнений методами 
теории сингулярных возмущений [Найфэ, 1984] 
позволил выделить лигаменты – тонкие компо
ненты, дополняющие волны в  периодических 
течениях в  толще [Chashechkin, 2021b] и  на по
верхности вязкой стратифицированной жидко
сти [Chashechkin, Ochirov, 2022]. Поверхност
ные волны и  тонкие структуры поверхностных 
течений вызывают интерес в связи с переносом 
вещества [Чашечкин, 2022] в том числе и на мик
роуровне [Дружинин, 2022].

В настоящей работе проведен сравнительный 
анализ свойств периодических течений на по
верхности жидкости в  распространенных пред
ставлениях распределения плотности идеальной 
и вязкой среды с учетом влияния поверхностного 
электрического заряда.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Результаты математического изучения влияния 
неоднородности плотности на свойства периоди
ческих течений в  толще жидкости, проведенного 
в работе Рэлея [Rayleigh, 1882], в которой была рас
считана предельная частота бегущих внутренних 
волн или частота собственных колебаний инфини
тезимального объема, смещенного по вертикали из 
положения равновесия (частота плавучести) в не
прерывно стратифицированной жидкости, по не

известным причинам выпали из научного оборота. 
Важность этого параметра показали эксперимен
тальные исследования колебаний шаровзондов 
В. Вяйсяля [Väisälä, 1925] и  спектров осцилляций 
давления атмосферы Д. Брента [Brunt, 1927]. В це
лях упрощения математического описания в теоре
тических исследованиях внутренних волн активно 
используется экспоненциальное распределение 
плотности с  глубиной [Лайтхилл, 1981]. Позднее 
было найдено преобразование масштабов, позво
ляющее получать уравнения внутренних волн с по
стоянными коэффициентами при любом гладком 
распределении плотности по глубине [Кистович, 
Чашечкин, 1998].

Математическая формулировка задачи ос
нована на редуцировании системы фундамен
тальных уравнений [Ландау, Лифшиц, 1944; 
Chashechkin, 2021a], в которой оставлены только 
уравнения Навье–Стокса и неразрывности. Так
же в анализируемой модели отсутствует уравне
ние состояния, которое заменяется выбранным 
распределением плотности. Такое упрощение 
позволяет получить более простые выражения 
для поверхностных возмущений, но приводит 
к потере компонентов, отвечающих за волновое 
возмущение физически наблюдаемых величин 
(например, температуры и/или солености).

Рассматривается полубесконечная жидкость, 
занимающая нижнее полупространство < 0z  
в прямоугольной декартовой системе координат 
Oxyz , в  которой ось Oz  направлена в  сторону, 
противоположную направлению действия поля 
сил тяжести g, а плоскость Oxy  совпадает с равно
весной поверхностью жидкости. Рассматривают
ся плоские течения, движение жидкости счита
ется независимым от горизонтальной координа
ты y. Поверхность жидкости характеризуется ко
эффициентом поверхностного натяжения σ.

При учете влияния поверхностного электриче
ского заряда жидкость считается идеально прово
дящей (поскольку характерное время волновых 
процессов намного превышает характерные време
на релаксации электрического заряда). На поверх
ности идеально проводящей жидкости, помещен
ной в вертикальное электростатическое поле с на
пряженностью E0, наводится электрический заряд 
с поверхностной плотностью 0 0 4E= πκ . Волновое 
возмущение поверхности вызывает изменение 
электрического потенциала Φ , который можно 
представить в виде суммы составляющей Φ = −0 0E z  
и волновой добавки Φ .

ОЧИРОВ, ЧАШЕЧКИН
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В  природных условиях отношение изменчи
вости плотности и ее вариаций q к невозмущен
ному значению на нулевом уровне 00ρ  в течении 
обычно является малым [Федоров, 1976], что по
зволяет представлять ее распределение в виде
              ( ) ( ) ( )( )00 001 , ,ρ = ρ + = ρ + ρq r z x z t , (1)

где функция ( )r z  задает исходную стратификацию, 
а  ( ), ,ρ x z t  – волновое возмущение плотности.

Наиболее часто используемые модели исход  
ной стратификации – экспоненциально стра 
тифицированная жидкость ( ( ) ( )= − Λexper zz )  
и  линейно стратифицированная жидкость 
( ( ) = − Λ1lr zz ), которые характеризуются мас
штабом стратификации 1

dln / d
−Λ = ρ z . Для 

сравнения моделей экспоненциально и линейно 
стратифицированных жидкостей проанализиру
ем изменение градиента плотности с  глубиной. 
В случае экспоненциальной стратификации гра
диент плотности с глубиной меняется по закону:

   
                    

( )00 00 exper zd z
dz

ρ ρρ  = − = − −  Λ Λ Λ
.           (2)

В случае линейно стратифицированной жид
кости величина градиента плотности не зависит 
от глубины:

                                00d

dz

ρρ = −
Λ

.                             (3)

Для небольших изменений вертикальной ко
ординаты Λz  различия градиентов плотно
сти в моделях экспоненциально и линейно стра
тифицированных сред незначительны. Числен
ные оценки показывают, что на глубинах мень
ших, чем 10% от масштаба стратификации, раз
личия в величинах градиента плотности незамет
ны, и с высокой степенью точности одна модель 
может заменяться другой. Для сильно стратифи
цированной жидкости с  частотой плавучести 
N ~ 1 c–1 масштаб стратификации принимает зна
чение Λ ~ 10 м, а для слабо стратифицированных 
сред – Λ ~ 100 км.

При сделанных допущениях система уравне
ний движения вязкой стратифицированной жид
кости принимает вид:

 ( )( )
:

div 0,

t

t

P
z

ρ = ρ ∆ − ∇ + ρ∂ + ⋅∇< ζ 
∂ ρ + ⋅∇ρ + ρ =

u gu u u

u u

ν
 (4)

                    : 0z > ζ ∆Φ = ,           (5)

где (u,0,w)=u  – скорость жидкости, 
( ) ( ) ( )( )00, , , ,x z tρ = ρ = ρ + ρr z x z t  – плотность, 

уровень z = ζ  определяет положение свободной 
поверхности, а  00ρ  – плотность на равновесном 
уровне = 0z . Давление жидкости P складывает
ся из атмосферного 0P , гидростатического, вол
нового P  и давления, создаваемого электроста
тическим полем с напряженностью 0E :

      ( ) ( )
2
0

0 , , , ,
8 z

E
P P gd Px t x z t

ζ

= + + ρ ξ +ξ
π ∫  . (6)

Система дополняется стандартными гранич
ными условиями: кинематическим, динамиче
ским и  на электрический потенциал на свобод
ной поверхности жидкости

 ( ) ( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )0 00

0
0

:
div 2 0

0,

t z z

z
P P r z

∂ + ⋅∇ =− ζ − ζ
τ ⋅ + ⋅ = ⋅∇ τ ⋅∇= ζ  − − σ − ρ + ρ =⋅∇

Φ =

u
nu un
n n un ν

 
(7)

 ( )
( ) ( ) ( )2 2

, .
1 1

x x z x x z

x x

z

z

−∂ ζ + + ∂ ζ∇ − ζ
= = τ =

∇ − ζ ∂ ζ ∂ ζ+ +

e e e e
n

Здесь n и τ – вектора внешней нормали и каса
тельной к свободной поверхности соответственно.

Отыскиваются периодические по го
ризонтальной координате x решения вида 

( )exp xA ik x i t− ω , распространяющиеся в положи
тельном направлении оси Ox. Для периодических 
возмущений, распространяющихся в противопо
ложном направлении, анализ будет аналогичным 
с  точностью до смены знака в  выражении для 
волнового вектора.

Задача решается в приближении Буссинеска, 
когда плотность считается постоянной во всех 
слагаемых, кроме содержащих ускорение сво
бодного падения. Также добавляется условие 
несжимаемости жидкости. Для описания пло
ского поля скоростей вводится функция тока ψ:

            ,z xu w= ∂ ψ = −∂ ψ  . (8)

После проведения процедуры сноса гранич
ных условий на равновесный уровень = 0z  и по
следующей линеаризации уравнений и  гранич
ных условий математическая формулировка за
дачи принимает вид:
           

( )

( )

00 00

00 00

00 00

, ,

0
0 : 0

0

0 : 0,

x xz

tz z x

tx x z

t x

g g dx t

P
z P

dr z

dz
z

 ρ ∂ ζ + ρ ∂ ρ ξ +ξ 
 ρ ∂ ψ − ρ ∂ ∆ψ + ∂ = < −ρ ∂ ψ + ρ ∂ ∆ψ + ∂ =  ∂ ρ − ∂ ψ = 

> ∆Φ =

∫ 









ζ

ν
ν

   
 (9)

ДВУМЕРНЫЕ ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ТЕЧЕНИЯ...
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0

0

2 0
4

00 :
0

0.

zx xx z

t x

zz xx

E
P

z

E

 + ρ ∂ ψ + σ∂ ζ − ∂ Φ = π∂ ζ + ∂ ψ == 
∂ ψ − ∂ ψ =

Φ − ζ =






ν

 
(10)

В природе, как правило, встречаются жидко
сти с малой вязкостью или малой частотой пла
вучести, а также среды, у которых оба эти пара
метра малы. Малые параметры в таких системах 
обеспечивают малость множителей при слагае
мых, содержащих старшие производные. В этом 
случае система (9) относится к классу сингулярно 
возмущенных систем уравнений [Найфэ, 1984], 
а ее полное решение отыскивается методом тео
рии сингулярных возмущений с учетом условия 
совместности.

3. РЕШЕНИЕ ЛИНЕАРИЗОВАННОЙ ЗАДАЧИ

Решение линеаризованной задачи (9)–(10) 
ищется в виде периодических возмущений:

 ( )

( )
( )

( )
exp

exp . .
exp
exp

zm

m
x

zm

zm

k zY
A

ik x i t C Ck zF
P k zP

Φ

 ψ 
 ζ  − ω= +  Φ        





 
(11)

Здесь , , ,m m m mY A F P  – амплитуды соответствую
щих величин, а  символом C.C. обозначены 
комплексно сопряженные слагаемые. Симво
лом 0ω >  обозначена положительно опреде
ленная частота периодического движения, 
а символами Φ, ,x zk  – компоненты волновых век
торов = +1 2ik k k , которые могут быть комплекс
ными.

Перекрестное дифференцирование уравне
ний (9) позволяет получить следующее урав
нение для функции тока и возмущения плот
ности:
 0t xgν∂ ∆ψ − ∆∆ψ − ∂ ρ = . (12)

Использование уравнение неразрывности по
зволяет перейти от (12) к выражению, содержа
щему только функцию тока:
 ( )

0tt t xx

dr z
g

dz
ν∂ ∆ψ − ∂ ∆∆ψ − ∂ ψ =

 
. (13)

В модели линейно стратифицированной сре
ды ( ( ) = − Λ1r zz ) или для малых z  по сравнению 
с  Λ  в модели экспоненциально стратифициро
ванной среды выражение (13) упрощается и при 
нулевой вязкости сводится к уравнению Соболе
ва [Соболев, 1954].

Подстановка вида решения (11) в уравнение 
Лапласа для добавки к электрическому потен
циалу (9) и  в  уравнение (13) приводит к  дис
персионным соотношениям, связывающим 
компоненты волнового вектора волны с часто
той ω:
                            Φ =2 2

z xk k ,                                            (14)

( )( ) ( ) 22 2 2 2 0xx z x z

dr z
g kk k i k i k

dz
ν νω + =− − + ω . (15)

В  модели экспоненциально стратифициро
ванной жидкости ( ( ) ( )= − Λexper zz ) дисперсион
ное соотношение (15) принимает вид:

 
( )( ) ( )2 22 2 2 2 0x ex z x z N k r zk k i k i kν νω − =− − + ω  . (16)

Из естественного условия затухания добав
ки к электрическому потенциалу с удалением от 
свободной поверхности следует, что физически 
реализуется только один корень в (14):
 

Φ = −z xk k  . (17)

Дисперсионное соотношение (16) удобно ана
лизировать в  безразмерных переменных, если 
в качестве характерных параметров выбрать соб
ственные масштабы задачи: временнóй – обрат
ную частоту плавучести 1

b N −τ = , и  простран
ственный – вязкий волновой масштаб 

( )1/3 1
N Ngν ν −δ =  [Chashechkin, 2021b]. Отношение 

собственных масштабов среды – вязкого 
23

g gν νδ =  и  вязкого волнового g
N
νδ  определяет 

малый параметр задачи 1/3 2/3g
g N N gν ν νε = δ δ = . 

В новых переменных дисперсионное соотноше
ние (16) перепишется следующим образом:
         ( ) ( ) ( )2 2 22 2 2 2

* * ** * * * 0x ex z x zi k r zk k k kε ω + ω − =− −
 , (18)

где *ω  и  * ,x zk  – безразмерная частота и компонен
ты волнового вектора.

Решения уравнения (18) находятся в виде ре
гулярного и сингулярного разложения по малому 
параметру ε, который присутствует при старшей 
степени *zk  [Найфэ, 1984]. Для различия корней 
введено обозначение для сингулярного реше
ния – lk , а для регулярного – k*z:

( )

( )

( )

2 3
* *2 *

* *

*

2
*

*
*

2 3
* *2 *

* *

*

*

4 exp

2 2

exp
,

4 exp

2 2
1

.
2

x
z x

x

x
l x

i i k zi
k k

z
k

i i k zi
k k

i

ε + ω− Λω
= ± − + ≈

ε ω

ω − − Λ
≈ ±

ω

ε + ω− Λω
= ± − − ≈

ε ω
−≈ ± ω

ε

ε

ε

   
(19)
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( )

( )

( )

2 3
* *2 *

* *

*

2
*

*
*

2 3
* *2 *

* *

*

*

4 exp

2 2

exp
,

4 exp

2 2
1

.
2

x
z x

x

x
l x

џ zi
k k

z
k

џ zi
k k

i

ℵ − Λω
= ± − + ≈

ε ω

ω − − Λ
≈ ±

ω

ε + ω− Λω
= ± − − ≈

ε ω
−≈ ± ω

ε

ε

ε

        

(19)

Вид приближенных решений (19) наглядно 
демонстрирует различия между регулярными 
и  сингулярными решениями. При положитель
но определенной частоте волнового движения 

( ) ( )Im Rez zk k  и  ( ) ( )Im Rel lk k  соответственно. 
Следовательно, решение kz описывает волно
вую часть периодического движения, а  kl – лига
ментную, определяющую тонкую структуру со
путствующих волне возмущений. Выбор корней 
в  (19) определяется условиями физической реа
лизации затухания движения с глубиной и с уве
личением горизонтальной координаты. Для вол
ны, бегущей в положительном направление x:
 ( ) ( )> >,Re 0, Im 0z l x

k k  . (20)

С  учетом сингулярного решения kl решение 
задачи первого порядка малости принимает вид:

  ( ) ( )( )
( )

expexp exp

. .
z lm

x

k z k zY

ik x i t C C

ψ = ×+ β
− ω× +

  
(21)

Из граничных условий (10) найдем связь меж
ду амплитудными множителями:
    ( )

( )

( )

2 2

2 2

0 0

22
0

00

00

1

1

2

1 2

x
m m

x z

x l

x
m m m

z l zx
m x

k
A Y

k k

k k
k

F E A Y E

k ki k Ek
P Ak Φ

+ β
=

ω
+

β = −
+

+ β
= =

ω
 + βγ= ρ − + ω + β πρ ω 

 (22)

и  дисперсионное соотношение, связывающее 
компоненты волнового вектора в периодическом 
возмущении с частотой ω:

 

( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 4

2 2

2 2

2 2 2 4

2 2

2 2

3

0
3

l x x z x

x z

l x l

z x x z x

x l

z x z

k gk g k k W k
k k

i k k k

k gk g k k W k
k k

i k k k

ν

ν

Φ

Φ

 ω − − γ − γ +
+ − 

 ω − 
 ω − − γ − γ +

− + = 
 ω − 

.(23)

Здесь символом 00γ = σ ρ  обозначен нормиро
ванный на значение плотности на равновесном 
уровне коэффициент поверхностного натяжения 
жидкости, а символом ( )2

0 004W E g= π ρ σ  – пара

метр Тонкса–Френкеля, играющий роль безраз
мерного электрического заряда на свободной по
верхности, который также характеризует отноше
ние энергии электростатического поля к доступ
ной потенциальной поверхностной энергии. 
В  безразмерном виде дисперсионное уравнение 
(23) записывается:

 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 4 2 2 2
* * * * *

2 2
* * 2 2

* * * *

2 4 2 2 2
* * * * *

2 2
* * 2 2

* * * *

3

1

3
0.

1

x z z x

l x

x z z

x l l x

z x

x z l

k i k k k
k k

k k W k

k i k k k
k k

k k W k

Φ

Φ

 δ ε + − +
 + −
 + δ ε − ε ω 
 δ ε + ε ω − +
 − + =
 + δ ε − ε ω 

ε ω

 (24)

Здесь символом g N N gγ ν νδ = δ δ = γ  обозна
чен безразмерный параметр, определяемый от
ношением собственных физических величин за
дачи: капиллярной постоянной g gγδ = γ  и  ми
кромасштаба Стокса N Nν νδ = . Этот параметр 
оказывается малым для слабо вязких жидкостей. 
Подставляя в  (24) приближенные значения (19) 
и оставляя только главные члены, получим дис
персионное уравнение:

 

( )

2
*

* * *
*

2
* 2

* * * *
*

2
*2 3 3

* * *
*

3/2 2
* *

2 2
*2 4

* * *
*

11

2

11 1

2 2

11

2

1
1

2

1
1 0.

x x

x x

x x

x x

i
k k

i i
k W k

i
k Wk

i

k k

 ω −− ω − ×  ωε 
  ω −− −× ω + − δ ω +  ω ε  

 ω −− δ ω − δ ω + ε +
 −− ω ω − 
 

 δ ω − + − ω + ε =  ω   

 (25)

В явном виде корни дисперсионного уравне
ния (25) приведены в приложении А. Физически 
реализуемые решения выбираются исходя из ус
ловия затухания возмущений с удалением от сво
бодной поверхности ( ),Re 0z lk ≥  и с удалением от 
начала координат Im(kx)≥0 в  направлении рас
пространения волны.

В приближении однородной жидкости задача 
упрощается, но при этом из основных уравнений 
сама среда фактически исключается, поскольку 
плотность сокращается и не входит в дисперси
онные соотношения (15), которые принимают 
вид:
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 ( )( )2 2 2 2 0x z x zk k i k i kν ν =− − + ω . (26)

Уравнение (26) также имеет два вида реше
ний. Регулярные решения описывают волновое 
движение zk , сингулярные решения определяют 
присоединенный лигамент lk :

 
2 .

z x

l x

k k

k k i
ν

= ±

ω= ± −
  (27)

Соотношения между мнимыми и  действи
тельными частями в волновых и лигаментных 
решениях для однородной жидкости анало
гичны соотношениям в  стратифицированной 
среде. Дисперсионное соотношение (26) и ре
шение (27) может быть получено из соответ
ствующих выражений (15), (19) в  пределе 

→ 0N  ( Λ → ∞ ).
Выражения (23) остаются в силе с точностью 

до поправки на соотношения (27), т. е. диспер
сионное уравнение (23) описывает компоненты 
течения в однородной жидкости, если соотноше
ния между волновыми векторами упрощаются до 
связи (27). С учетом (27) дисперсионное уравне
ние (23) в размерном виде записывается:

 

[ ( )
( )

2 2 2 4

2 2

2 3
2 2

2

2
3

0.
2

l x x z x

x x

l x l

x x z x
x l

x

k gk g k k W k
k k

i k k k

gk g k k W k
k k

i k

ν

ν

Φ

Φ

 ω − − γ − γ +
− 

 ω − 
 ω − − γ − γ +

− + = 
ω 

 

 (28)

В  модели однородной жидкости параметры 
обезразмеривания отличаются от введенных ра
нее изза исключения части собственных пара
метров задачи, характеризующих стратифика
цию. Набор оставшихся физических переменных 
позволяет определить следующие характерные 
масштабы: времени – ( )gν νγτ = γ  и  длины – 

23
g gν νδ =  и 

g gγδ = γ . Отношение 

4 36
h g g gν νγε = δ δ = γ  естественным образом фор

мирует малый параметр, характеризующий пери
одические течения на поверхности однородной 
жидкости. Дисперсионные соотношения (27)–
(28) в безразмерных переменных принимают вид 
[Очиров, Чашечкин, 2023]:

     
* *

2 *
* * * *

*

,

2

z x

h
l x h x

x

k k

i
k k i k

k

= ±
 ε ω

= ± − ε ω ≈ ± −  

 

(29)

 
[ ( )

( )

6 2 2 2 2
* * * * *

* * 4 4 2 2
* * * * *

6 2 2
* * * *2 2

* * 3 4 2
* * *

2
3

0.
2

h l h x h x z

x x

x h l x l

h h x h x z

x l

x h x

k k k k W
k k

k i k k k

k k k W
k k

k i k

Φ

Φ

 ε ω − ε − ε −
−  − + ε ω − 

 ε ω − ε − ε −
− + = − + ε ω 

 
(30)

Подставляя (29) в  (30) и  оставляя только 
главные члены, получим приближенное дис
персионное уравнение с  точностью до слагае
мых порядка ( )8

hO ε :

 ( )
6

2 3 2 2 3*
* * * * *2 0.

2
h

x x h x h x hk k k k W i
 ε ω

+ ε − − ε + ε ω =  
(31)

В  явном виде нетривиальные корни диспер
сионного уравнения (31) записываются следую
щим образом:

 
( )

( )( )

( ) ( )

( ) ( )( )

1/3
4

* 1 * 2/3

22/3 2 4
*

1/3

1/3

4
* 2,3 * 2/3

22 4
*

1/3 1/3

1
2

3 3 2

2 3 2
,

3

1 31
2

3 6 2

1 3 3 2
,

3 2

Wh
x h h

h h h

Wh

Wh

x h h

h h h

Wh

k W i

W i

i
k W i

i W i

α
= ε + ε ω + −

⋅
ε + ε + ε ω

−
α

α
= ε + ε ω − +

⋅
± ε + ε + ε ω

+
× α



 

(32)

( )
( )( )

( )
( )

( )( )

3 2 6
*

2 9 2

3 3 6 2

*

12 3 3

* *

12 4 2 6 2
* *

3 6 2

*

*

16 8 43 72

2 2 9 3

8 3 4 3 48

32 3

64 4 48

4 9 4 24

3

.

Wh h h

h

h

h h

h h

h

h

h

W i

i W i

W i

W W i

W i W

i

+ ε

α = ε − + ε ω
− + − ε ω −

ε ω + ε ×

×

−

ω + − ε ω −

− ε ω + − + ε ω −

ε ω + + ε ω

Физически реализуемые решения выбирают
ся исходя из условия затухания течения с глуби
ной ( ) ≥Re 0z lk  и с удалением от начала координат 
Im(kx)≥0 в направлении распространения волны.

Добавление поверхностного электрического 
заряда усложняет математические выкладки по 
определению дисперсионных соотношений, но 
не добавляет качественно новых решений.

4. МОДЕЛЬ НЕЗАРЯЖЕННОЙ ВЯЗКОЙ 
ЖИДКОСТИ

Подробное исследование динамики волн 
и  сопутствующих лигаментов в  вязких одно
родно стратифицированных жидкостях было 
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проведено в работе [Chashechkin, Ochirov, 2022]. 
В  модели незаряженной жидкости остаются 
справедливыми дисперсионные соотноше
ния (15), (18)–(19), а уравнение (23) преобразу
ется к виду:

    
( ) ( )
( ) ( )

2 2 4

2 2

2 2

2 2 4

2 2

2 2

3

0.
3

l x x

x z

l x l

z x x

x l

z x z

k gk k
k k

i k k k

k gk k
k k

i k k k

 ω − − γ +
+ − 

+ ω − 
 ω − − γ +

− + =  + ω − 

ν

ν

 

(33)

и в безразмерном виде запишется:
 

( ) ( )

( ) ( )

2 4 2 2 2
* * * * *2 2

* * 2 2
* * *

2 4 2 2 2
* * * * *2 2

* * 2 2
* * *

3

3
0.

x z z x

l x

x z

x l l x

z x

x l

k i k k k
k k

k k

k i k k k
k k

k k

 ε + ε ω − +
+ −  + − ε ω 

 ε + ε ω − +
− + = 

+ − ε ω 

δ

δ

 

 (34)

Подставляя в  (34) значения (19), связываю
щие компоненты волнового вектора, и оставляя 
только главные члены разложения, получим дис
персионное уравнение:

 

( )

2
*

* * *
*

2
* 2

* * *
*

2 3 3/2 2
* * * *

2 2
*2 4

* * *
*

11

2

11

2

1 1
1

2 2

1
1 0.

x x

x x

x

x x

i
k k

i
k k

i i
k

k k

 ω −− ω − ×  ωε 
 ω −−× ω + +

ωε
− − + δ ω − ω ω − ε +  

 δ ω − + − ω + ε =  ω   

 

 (35)

Решения уравнения (35) в явном виде приве
дены в приложении Б.

В вязкой однородной жидкости с постоянной 
плотностью сохраняется сингулярный компо
нент течения, остаются справедливыми соотно
шения между компонентами волнового вектора 
(27)–(29). Дисперсионное уравнение (33) каче
ственно остается прежним, но изза отсутствия 
заряда заметно упрощается:

 [ ( )( )
( )( )

2 2 4 2 2

2 2 2 3 2

2 3

2 0
x x l x x l x l

x l x x x

k k k gk k i k k k

k k gk k i k

ω − − γ + ω − −
− + ω − − γ + ω =

ν
ν

 (36)

и  согласуется с  приведенном в  [Кистович, Ча
шечкин, 2007].

Характерные масштабы: времени – 
( )gν νγτ = γ  и  длины – 23

g gν νδ =  – позволяют 

привести (36) к безразмерному виду:

 
[ ( )

( )

6 2 2 2 4
* * * *

* * 4 2 2
* * * *

6 2 2
* *2 2

* * 3 4 2
* * *

2
3

0.
2

h l h x x

x x

h l x l

h h x
x l

x h x

k k k
k k

i k k k

k
k k

k i k

 ε ω − ε − +
− 

+ ε ω − 
 ε ω − ε −

− + = − + ε ω  

 (37)

Подставляя (29) в (37) и оставляя только глав
ные члены, получим приближенное дисперсион
ное уравнение:

 6
2 3 2 4 2 *
* * * * *2 0.

2
h

x x h x h xk k k i k
 ε ω

+ ε − ε ω − =  
 (38)

Нетривиальные корни уравнения (38) запи
сываются следующим образом:

( )

( )
( )( )

2/3 2 8 24 1/3
**

* 1 2/3 1/3

1/34
*

* 2,3 2/3

2 8 2
*

1/3 1/3

2 3 42
,

3 3 2 3

1 32

3 6 2
1 3 3 4

,
3 2

h hh h
x

h

hh
x

h h

h

i
k

ii
k

i

ε − ε ωε ω α
= + −

⋅ α
αε ω

= − +
⋅

± ε − ε ω
+

⋅ α



( )
( )

6 12 3

6 2 12 4
* *

* *

3 16 43 72 64

9 4 3 32

3 3 .
h h h

h h hi i

i i iα = − ε ω + − ε ω +
+ ε + − ε ω − ε ω

   
(39)

Физически реализуемые решения выбираю
ся исходя из условия затухания течения с глуби
ной ( ),Re 0z lk ≥  и с удалением от начала коори
нат ( )Im 0xk ≥  в  направлении распространения 
волны. Решения (29), (39) описывают компо
ненты периодических поверхностных течений 
в  модели однородной вязкой незаряженной 
жидкости. Решения (29), (32) определяют на
бор возмущений в  модели однородной вязкой 
жидкости, по поверхности которой распределен 
электрический заряд. Модели равномерно стра
тифицированной вязкой жидкости соответству
ют решения (19), (35) для незаряженной, а (19), 
(25) – жидкости с  поверхностным электриче
ским зарядом.

В  описании каждой модели присутствуют 
регулярные компоненты решения, в  которых 
мнимая часть компонентов волнового вектора 
много меньше действительной части. Эти реше
ния описывают волны, вызывающие смещения 
свободной поверхности жидкости. При учете 
диссипации в каждой модели в решении появля
ются сингулярные компоненты, в которых мни
мая и  действительная части волнового вектора 
близки по своим абсолютным значениям. Син
гулярные решения описывают тонкие лигаменты 

ДВУМЕРНЫЕ ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ТЕЧЕНИЯ...
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(в случае стратифицированной жидкости – высо
коградиентные прослойки и волокна), сопрово
ждающие поверхностные волны.
5. ПРИБЛИЖЕНИЕ ИДЕАЛЬНОЙ ЖИДКОСТИ

В идеальной жидкости определяющие уравне
ния предельно редуцируются и  дисперсионные 
соотношения вырождаются – в них сохраняется 
только волновой компонент, а  сингулярное ре
шение пропадает. Связь между компонентами 
волнового вектора в таком приближении прини
мает вид [Очиров, Чашечкин, 2022]:
 

( ) ( )2 22 2 0xx z

dr z
g kk k

dz
ω + =− .

 (40)

Или для экспоненциально стратифицирован
ной жидкости:
 ( ) ( )2 2 22 2 0x ex z N k r zk kω − =− . (41)

Уравнение (41) также получается в  пределе 
ν → 0  из выражения (16). Зависимость компо
нентов волнового вектора от частоты определя
ется редуцированным дисперсионным уравне
нием
 2 2 4 0x x− ω + γ =zgk k k ,  (42)
которое также можно получить из (23) серией 
предельных переходов ν → 0, → 0W . Выражая из 
(41) связь между 

zk  и 
xk :

 ( )( )ω= −2 2 2 ,1z x ek k N r z   (43)

где N Nω = ω , и  подставляя (43) в  (42) с  учетом 
условия физической реализации корней, полу
чаем дисперсионное уравнение:
                   3 2 21 0.x xk gk Nωγ + − ω − =

                 (44)

Корни уравнения (44) легко находятся:
 

( ) ( )

( )( )

1/3 1/3

1 1/3

1/3 1/3

2,3 1/3

2 2 2 3 3 2 2 2

2
,

3 3 2

2 1 31 3
,

2 3 2 3 2

27 1 27 .4 27

i
x

i

i
x

i

i

k g

ii
k g

N g Nω

  α
= − + α ⋅ γ 

  α±= − α ⋅ γ 
α = γ ω − + γ + γω ω −



 

(45)

Анализ показывает, что физически реализуе
мым оказывается только один корень 1xk , кото
рый описывает волновой компонент периодиче
ского поверхностного течения в  стратифициро
ванной жидкости. Он также может быть получен 
при помощи предельных переходов в  соответ

ствующих решениях более полной задачи. Реше
ние (44) в  отсутствие стратификации переходит 
в  хорошо известные дисперсионные соотноше
ния для капиллярногравитационных волн 
[Лэмб, 1949], [Ландау, Лифшиц, 1944]. Реше
ния (45) соответствуют приведенным в [Очиров, 
Чашечкин, 2022] и могут быть получены из моде
лей вязкой жидкости при выполнении предель
ного перехода ν → 0 .

6. ПОСТРОЕНИЕ ДИСПЕРСИОННЫХ 
ЗАВИСИМОСТЕЙ

Исследуем полученные дисперсионные зави
симости. Наиболее полная из рассматриваемых 
моделей учитывает влияние вязкости, страти
фикации и  поверхностного электрического за
ряда. Полные решения дисперсионных соотно
шений (19), (24) в рассматриваемой модели со
держат регулярные (волновые) и  сингулярные 
(лигаментные) компоненты течения. Получен
ные соотношения равномерно сходятся к  со
отношениям (19), (34) в  модели незаряженной 
жидкости.

Численные расчеты показывают, что увеличе
ние значения зарядового параметра W приводит 
к уменьшению длины волны при заданной частоте 
в области капиллярногравитационных волн и не 
оказывает заметного влияния в области гравитаци
онных и капиллярных волн. Графики зависимости 
длины волны ( ) ( )22

2 Re Imx zk kλ = π +  от частоты 

волнового движения в  диапазоне 0,001 < ω < 
<10000 c–1 для жидкости с  параметрами воды 
(ρ00=1г/см3, σ = 72 эрг/см3, ν = 0.01 Ст) при различ
ных значениях параметра W, определяющего по
верхностный электрический заряд, и частоты пла
вучести приведены на рис. 1.

Численные расчеты показывают, что поверх
ностный электрический заряд оказывает заметное 
влияние на волновой компонент в области капил
лярногравитационных волн и не оказывает зна
чимого влияния на лигаменты периодического 
поверхностного течения. Зависимости длины 
волны λ и масштаба лигамента δi от частоты ω, при 
разных значениях параметра W, приведены на 
рис. 2а и в, соответственно. Зависимости относи
тельного изменения длины волны 

( ) ( )W W∆λ = λ − λ λ + λ  и  масштаба лигамента 
( ) ( )l l lW l lW∆δ = δ − δ δ + δ  на незаряженной (λ  и  δl) 

и заряженной (λW и δlW) поверхности от частоты ω 
показаны на рис. 2б и 2г соответственно.

ОЧИРОВ, ЧАШЕЧКИН
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Оценки влияния стратификации и  поверх
ностного электрического заряда на фазовые 
и  групповые скорости показывают, что с  уве
личением заряда уменьшаются минимальные 
значения групповой и фазовой скорости. Также 
происходит смещение положения их минималь
ных значений в  сторону более низких частот 
и больших длин волн (рис. 3а, 3в). На рис. 3б, 3г 
показано влияние стратификации на групповую 

и фазовые скорости волнового компонента. Чис
ленные расчеты показывают, что ни поверхност
ный электрический заряд, ни стратификация не 
оказывают заметного влияния на аналоги фазо
вой и групповой скорости лигаментного компо
нента поверхностного течения (рис. 4а, 4б).

Учет поверхностного электрического заряда 
в рассматриваемой модели приводит к усложне
нию выражений, но не изменяет качественную 
картину течений. Влияние заряда ограничено уз
кой областью капиллярногравитационных волн 
и заметно только в слабовязких жидкостях в вол
новых компонентах течения. В модели однород
ной жидкости (29), (30) и (29), (37) сохраняются 
лигаментные компоненты, качественно картина 
не меняется. В модели идеальной жидкости (43), 
(45) сингулярные решения отсутствуют, и лига
ментные компоненты течения пропадают из рас
смотрения.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Развиваемый подход, направленный на по
строение полных решений сингулярно возму
щенных уравнений инфинитезимальных перио

λ,
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Рис. 1. Зависимость длины волны от частоты ω для 
жидкости с параметрами воды, параметры (N, c–1,W) 
для кривых 1–5: (1; 0), (0.01; 0); (0.001; 0); (1; 1); 
(1; 1.5).
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Рис. 2. Зависимости масштабов компонентов периодического течения от частоты для жидкости с параметрами воды: 
а – длина волны при разных значениях поверхностного заряда, кривые 1–3: W = 0; 1; 1.5; б – относительная раз
ность длин волн, кривые 2, 3: W = 1; 1.5, в – масштаб лигаментного компонента, г – относительная разность мас
штабов лигаментов, кривые 2, 3: W = 1; 1.5.
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дических возмущений на поверхности жидкости 
c вещественной частотой ω и комплексным вол
новым числом k, включает описание волн, зада
ющих смещения свободной поверхности, и  ли
гаментов – тонких компонентов, являющихся 
неотъемлемой частью рассматриваемых течений. 
Сингулярные компоненты периодических тече
ний не рассматриваются в  известных трактатах 
[Лэмб, 1949; Кочин и др., 1963; Ландау, Лифшиц, 
1944; Ле Блон, Майсек, 1981]. Соотношения (19) 

и  (24); (19) и  (34); (29) и  (30); (29) и  (37); (43) 
и  (45), приведенные к  зависимости веществен
ных скалярных параметров течения – периода 
Tω от длины волны λω – λω(Tω) = Tω(λω) или об
ращенному выражению λω = λω (Tω), определяют 
требования к  методике лабораторного экспери
мента в  части выбора размеров области наблю
дения, длительности регистрации, временного 
и  пространственного разрешения инструментов 
в различных моделях распределения плотности 
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Рис. 3. Графики групповых (сплошные линии) и фазовых (пунктирные линии) скоростей волн: а, б – в зависимости 
от частоты ω, параметры (N, c–1, W) для кривых 1–6 на (а): (1; 0), (1; 1); (1; 1.5); (1; 0), (1; 1); (1; 1.5); для кривых 1–6 
на (б): (1; 0), (0.01; 0); (0.001; 0); (1; 0), (0.01; 0); (0.001; 0); в, г в зависимости от длины волны λ; параметры (N, c–1, W) 
для кривых 1–6 на (в): (1; 0), (1; 1); (1; 1.5); (1; 0), (1; 1); (1; 1.5), для кривых 1–6 на (г): (1; 0), (0.01; 0); (0.001; 0); (1; 0), 
(0.01; 0); (0.001; 0) соответственно. 

Рис. 4. Зависимости групповых и фазовых скоростей лигаментного компонента периодического течения в сильно 
стратифицированной жидкости, N=1c–1, с параметрами воды: а – от частоты ω; б – от масштаба лигамента δl. 

5
0.5

10 100

(a)

1000 ω, c−1

10

c p
h,

 g
r, 

см
/с

5
0.5

0.10.05 0.5

(б)

δl, см

10

c p
h,

 g
r, 

см
/с

ОЧИРОВ, ЧАШЕЧКИН



13

ИЗВЕСТИЯ РАН. ФИЗИКА АТМОСФЕРЫ И ОКЕАНА         том 60         № 1          2024

Приложение А.

Уравнение (25) распадается на три независимых уравнения:
 =* 0xk , (А.1)

 2
*

* *
*

11
0

2
x

i
k

ω −− ω − =
ωε

,    
(А.2)

 

( )

2
* 2

* * * *
*

2
*2 3 3 3/2 2

* * * * *
*

2 2
*2 4

* * *
*

11 1

2 2

11 1
1

2 2

1
1 0.

x x

x x

x x

i i
k W k

i i
k Wk

k k

 ω −− −ω + − δ ω +  ωε  
 ω −− −+ δ ω − δ − ω ω − ε +  ω 

 δ ω −
+ − ω + ε =  ω 

       

(А.3)

Решения уравнений (А.1–А.3) имеют вид:                   
                                                            =* 0xk ,                                                                          (А.4)

 
( )

( )
3/2
*

*
2
*

1

2 1
x

i
k

− ω
=

ε ω −
,
 (А.5)

 

*
* 2 2

*

1 1
,

2 2 44 1

W W
x W W W

W

k χµ ω ϖ
= − η − − −η + −

ηδ ε ω −
 

(А.6)

 

*
* 2 2

*

1 1
,

2 2 44 1

W W
x W W W

W

k
µ ω ϖ
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ηδ ε ω −

 
(А.7)
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* 2 2
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(А.8)
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(А.9)

 
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

1/3
2 3 2

*2 2 2
*1/3 3/22 3 4 2 2 1/3 3

* *

1/3
1/3 2 1/6 2 3 2 3/2 2

* * * * *

1/3
2 1/3 2 2 3 4 2/3
* *

3 4 11
1

12 4 1 2 4

1 2 1 2 2 2 4 6 1 1

1 2 4 1 4 3 2 2

W W W
W

W W W

W W W

W W W

W
i

i W i

i

  ε α + α + β ω − −  η = δ ω − −  α + α + β δ ε ω − ⋅ ω 
 − − δω ω − − ω − α + α + β δ ε ω + ε + ω − +  

+ ω − ⋅ ω − + α + α + β δ ε − + ⋅ ε( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1/3
2 3 2

*

1/3
2 1/3 3 2 3 2 5/6 3/2 5/2 2

* * *

4 1

2 12 8 4 1 18 1 2 1

W W W

W W Wi i

  α + α + β ω − +   
 +δ ⋅ ω − ε α + α + β ω − − − ⋅ε ω ω −    

 

ДВУМЕРНЫЕ ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ТЕЧЕНИЯ...

гетерогенной, однородной или заряженной жид
кости при анализе влияния действия диссипа
тивных факторов и  эффектов стратификации. 
Тонкие компоненты могут влиять на процессы 
переноса физических величин, в  частности, со
лености или температуры.

Работа выполнена при финансовой поддерж
ке Российского научного фонда (проект 1919
00598П “Гидродинамика и  энергетика капли 
и  капельных струй: формирование, движение, 
распад, взаимодействие с контактной поверхно
стью”, https://rscf.ru/project/19–19–00598/).
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Приложение Б.

Уравнение (36) распадается на три независимых уравнения:
 * 0,xk =  (Б.1)
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Решения уравнений (Б.1–Б.3) запишутся следующим образом:
 * 0,xk =  (Б.4)
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Two-Dimensional Surface Periodic Flows of an Incompressible Fluid  
in Various Models of the Medium
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A comparative analysis of the properties of twodimensional infinitesimal periodic perturbations propagating 
over the incompressible fluid surface in various representations of the medium density profiles is carried out. 
Stratified and homogeneous in density viscous or ideal liquids are considered. Calculations are carried out 
by methods of the theory of singular perturbations. Dispersion relations and dependences of phase and 
group velocities for surface waves in physically observed variables are given. The change in the meaning of 
dispersion relations during the transition from ideal liquids to viscous and from homogeneous to stratified is 
shown. Taking into account the influence of electric charge does not qualitatively change the nature of two
dimensional dispersion relations. An increase in the surface density of the electric charge leads to a decrease 
in the wavelength at a fixed frequency and has no noticeable effect on the fine structure of the periodic flow.

Keywords: periodic surface perturbation, homogeneous liquid, stratified liquid, ideal liquid, viscous liquid, 
surface electric charge
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