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Построена математическая модель динамики дождевой капли, движущейся в поле силы тяжести 
через атмосферу, содержащую мелкодисперсные частицы, с учетом процессов релаксации ее ско-
рости и захвата мелких частиц. Установлено, что уравнение движения капли в поставленной задаче 
относится к классу сингулярно возмущенных уравнений, для интегрирования которых необходи-
мо привлекать специальные алгоритмы. В предельных режимах движения капли получены анали-
тические решения задачи, описывающие зависимости скорости и координаты капли от времени. 
В полной постановке решения задачи получены численно при разных значениях определяющих 
параметров. Изучено влияние размера капли на параметры ее движения в  концентрированной 
аэродисперсной смеси. Получены зависимости предельной объемной доли твердого компонента 
в составе капли и интенсивности выпадения частиц (вымываемых каплей) на поверхность земли 
от размера капли. Проведено сравнение расчетной, приближенно-аналитической и эксперимен-
тальной зависимостей установившейся скорости падения капли от ее размера, которое показало 
их хорошее согласие.
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ВВЕДЕНИЕ

Наибольшая опасность антропогенных за-
грязнений состоит в  их возможных локально 
высоких концентрациях на ограниченных про-
странствах. Природные выбросы, например, 
вулканические, при общем большом количе-
стве выбрасываемых компонентов рассеиваются 
обычно на больших площадях, поскольку высо-
та, на которой оказываются компоненты, весьма 
значительна. При антропогенных выбросах вред-
ных веществ, когда высоты выбросов невелики, 
такого масштабного рассеивания в атмосфере не 
происходит, и локальные концентрации могут на 
много порядков превосходить естественный фон 
[Тимашев, 1991]. Большое значение для перерас-
пределения в  атмосфере и  попадания в  гидрос-
феру техногенных примесей, выбрасываемых на 
небольшую высоту, могут иметь атмосферные 
осадки в  виде дождя [Воротынцев и  Малышев, 
1997]. Растворяясь в  дождевых каплях, примеси 
могут переноситься с каплями в атмосфере, по-

падая в грунт и воду. В связи с этим представляет 
интерес изучение концентрирования дисперс-
ных примесей в капле дождя, движущейся в аэ-
родисперсной смеси. Таким образом, вопросы 
исследования динамики дождевых капель в  аэ-
родисперсных системах, распространяющихся 
в атмосферном воздухе, актуальны для решения 
задач, связанных с оценками загрязнения земли 
и водоемов аэрозольными частицами природно-
го и  техногенного происхождения, которые вы-
мываются осадками из атмосферы. Исследова-
ния в этой области позволят усовершенствовать 
методы прогнозирования поведения аэродис-
персных систем в атмосфере.

Динамика тяжелых аэрозольных частиц (ка-
пель) в атмосферных сдвиговых и вихревых тече-
ниях с учетом нелинейного гидродинамического 
сопротивления в  установившемся режиме тео-
ретически исследована в  [Ингель, 2012; Ингель, 
2021]. В [Shapiro, 2005] изучено влияние горизон-
тального потока различного типа (ступенчатого, 
непрерывного и  т. п.), моделирующего боковой 

, с. 105–120



106

ИЗВЕСТИЯ РАН. ФИЗИКА АТМОСФЕРЫ И ОКЕАНА         том 60         № 1          2024

ветер, на нестационарный обмен импульсом 
между воздухом и  падающими каплями дождя. 
В  [Edwards et al., 2001] исследована динамика 
падающих капель в  дождевых облаках с  учетом 
массообмена между каплями за счет их столкно-
вений и получены приближенные аналитические 
решения задачи при упрощающих допущениях. 
Кинетика вымывания аэрозольных частиц из 
атмосферы дождевыми каплями рассмотрена 
в [Припачкин, Будыка, 2020], где подробно проа-
нализировано влияние параметров частиц и дис-
персионной среды на эффективность захвата 
частиц системой капель и  коэффициент вымы-
вания при различных интенсивностях осадков. 
В  [Chang-Jin Ma, Gong-Unn Kang, 2019] путем 
сбора дождевых капель и последующего анализа 
их химического состава (наблюдения проводи-
лись в г. Фукуока, Япония) изучалась эффектив-
ность поглощения частиц каплями дождя. Об-
наружены значительные концентрации частиц 
различных химических элементов (в  том числе, 
свинца) в составе отдельной капли, и тем самым 
наглядно показана существенная роль дождя 
в вымывании вредных примесей из атмосферы.

Хотя движению тяжелых частиц (капель) в га-
зообразных и жидких средах посвящена обшир-
ная литература (см., например, [Матвеев, 1984; 
Reist, 1984; Нигматулин, 1987; Волков, Емелья-
нов, 2008; Губайдуллин, Осипов, 2020]), законы 
движения частицы (капли), как отмечено в [Ин-
гель, 2012], даже в простейшем сдвиговом пото-
ке в общем виде с учетом нелинейных эффектов 
исследованы недостаточно. Мало изучена задача 
о движении капель в атмосферном воздухе в пол-
ной постановке включая периода релаксации 
скорости (в  основном, анализируется устано-
вившееся (стационарное) движение дисперсных 
включений). Также требует подробного изучения 
движение капли дождя в запыленной атмосфере, 
когда мельчайшие частички пыли (природного 
или антропогенного происхождения) осаждают-
ся на каплях и тем самым влияют (в зависимости 
от концентрации частиц) на динамику дождевой 
капли и переносу дисперсных веществ в атмос-
фере и на земную поверхность.

Цель настоящей работы – построить матема-
тическую модель для описания движения капли 
дождя через аэрозольное облако с учетом боко-
вого ветра и улавливания мелких частиц каплей, 
а также аналитически и численно проанализиро-
вать влияние указанных факторов на поведение 

дождевой капли в  атмосфере. При этом особое 
внимание необходимо обратить на закономер-
ности накопления мелкодисперсной примеси 
в  составе капли, поскольку в  ряде случаев (на-
пример, при загрязнении атмосферы частица-
ми радиоактивных или других опасных веществ 
[Budyka, Ogorodnikov, 1999; Chang-Jin Ma, Gong-
Unn Kang, 2019]) даже малая доля вредной приме-
си имеет большое значение в вопросах переноса 
и  распространения таких веществ дождевыми 
каплями.

ОСНОВНЫЕ ДОПУЩЕНИЯ И ПОСТАНОВКА 
ЗАДАЧИ

Рассмотрим движение одиночной капли до-
ждя в  подоблачной аэродисперсной смеси (за-
пыленном воздухе) под действием силы тяжести 
и  бокового ветра. Примем следующие допуще-
ния: концентрация капель в  воздухе незначи-
тельна (концентрация дождевых капель даже 
при интенсивном дожде не превышает 103 м–3, 
причем основную долю их составляют капли ди-
аметром меньше 1000 мкм [Marshall and Palmer, 
1948]), так что соседние капли не оказывают вли-
яния на поле течения воздуха вблизи капли при 
ее движении; аэрозольные частицы достаточ-
но мелкие (обычно их размеры на 3–4 порядка 
меньше характерного размера капель [Припач-
кин, Будыка, 2020]), что позволяет пренебречь 
инерционными эффектами и  седиментацией 
частиц в  дисперсной смеси и  считать, что ско-
рости газа и частиц совпадают (односкоростное 
приближение, такие среды обычно называют эф-
фективным газом, а его составляющие – компо-
нентами [Нигматулин, 1987]); капли дождя и аэ-
розольные частицы имеют сферическую форму, 
т. е. не деформируются и не дробятся (некоторое 
обоснование предположения об отсутствии де-
формации капли в  пределах заданных интерва-
лов значений определяющих параметров приве-
дено ниже в разделе, где обсуждаются результаты 
расчетов); фазовые превращения (испарение, 
конденсация) отсутствуют, однако имеет место 
массообмен между каплей и  окружающей сре-
дой, обусловленный захватом мелкодисперсной 
примеси каплей (в  частности, мелкие частицы 
могут осаждаться на каплю за счет эффекта заце-
пления, связанного с конечными размерами ча-
стиц); нестационарными силами присоединен-
ных масс и Бассе можно пренебречь (поскольку 
согласно оценкам, приведенным в  [Ивандаев, 
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ДВИЖЕНИЕ КАПЛИ ДОЖДЯ В АТМОСФЕРЕ...

1985] при условии, когда плотность несущей 
среды намного меньше плотности капли, такое 
допущение вполне справедливо); изменениями 
давления, плотности и  температуры воздуха по 
высоте пренебрегается, поскольку согласно та-
блице стандартной атмосферы в пределах высо-
ты ~500 м, где в основном образуются дождевые 
капли, параметры воздуха меняются достаточ-
но слабо; силой Архимеда пренебрегается, так 
как плотность воздуха намного меньше плотно-
сти капли. Возможны течения аэродисперсной 
смеси в  подоблачном пространстве (например, 
в  сдвиговом потоке, приближенно моделирую-
щем боковой ветер). Распределение дисперсных 
примесей считается однородным, хотя могут воз-
никать неоднородные распределения концентра-
ции аэрозолей в  атмосфере вокруг источников 
загрязнений [Turner, 1994].

Параметры эффективного газа обозначим 
нижним индексом 1, параметры компонентов 
эффективного газа, т. е. собственно газа и мелких 
частиц, – нижними индексами 1g и  1p соответ-
ственно, а  параметры жидкого и  твердого (по-
являющегося из-за захвата частиц каплей) со-
ставляющих капли – индексами l, p. Параметры 
самой капли (масса, диаметр, скорость и  т. п.) 
обозначены без индекса. В рамках принятых до-
пущений уравнения массы и импульса капли в 
поле силы тяжести в аэродисперсном потоке с 
учетом осаждения частиц на поверхность капли, 
а также кинематическое соотношение, позволя-
ющее вычислить радиус-вектор капли, можно 
записать в виде 

       ,
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Здесь m , V , d  – масса, объем и диаметр капли, 
lm , pm , lV , pV  – массы и объемы жидкой и твер-

дой составляющих капли, ρl , ρp , ρg  – истинные 
плотности капли, частиц и газообразной среды 
(считаются постоянными), j – интенсивность 
осаждения частиц на поверхность капли (интен-
сивность пылеулавливания), f , C – сила и коэф-

фициент сопротивления капли при взаимодей-
ствии с несущей средой, g – вектор ускорения 
силы тяжести, 1v , v – векторы скоростей газо-
дисперсной среды и капли, r – радиус-вектор 
капли. Заметим, что в правой части уравнения 
количества движения капли в системе (1) слагае-
мое 1jv  отвечает переносу импульса из аэродис-
персной смеси в каплю при массообмене. По-
следнее уравнение в (1) определяет положение 
(радиус-вектор) капли в выбранной системе ко-
ординат.

В настоящей работе, следуя [Ингель, 2012], 
рассматривается случай, когда капля падает в го-
ризонтальном потоке, скорость 1( )U z  которого 
известна. При этом взаимодействуя с потоком, 
капля помимо вертикального вовлекается и в го-
ризонтальное движение. В этом случае задача 
становится двумерной (ось z направим верти-
кально вверх против ускорения силы тяжести, а 
ось x – по направлению скорости горизонталь-
ного потока, начало координат совместим с зем-
ной поверхностью), так что имеем

{ },  ,x zf f=f    { }0, ,g= −g    { }1 1( ),  0 ,U z=v     

{ }, ,u w=v    { }, ,x z=r

где xf , zf , u, w – компоненты силы сопротивле-
ния и вектора скорости капли по осям, x, z – ко-
ординаты положения капли. 

Таким образом, систему (1) можно переписать 
в проекциях на оси координат  
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где i – единичный базисный вектор оси x. Вид-
но, что в рассматриваемом случае вертикальная 
и горизонтальная составляющие скорости влия-
ют друг на друга (в частности, через модуль ско-
рости 1  � U v ). На это обстоятельство обращено 
внимание в [Ингель, 2012]. Отметим, что в про-
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екцию уравнения импульса капли в вертикаль-
ное направление (третье уравнение системы (4)), 
в отличие от уравнения импульса вдоль горизон-
тальной оси (второе уравнение системы (4)), не 
входит слагаемое, ответственное за обмен им-
пульсом из-за захвата частиц каплей. Сказанное 
относится только к данной форме записи урав-
нений импульсов, в других формах, приведенных 
ниже, в правую часть уравнения импульсов для 
вертикальной составляющей войдет также слага-
емое, ответственное за перенос импульса из-за 
улавливания аэрозольных частиц.

Поставим начальные условия

0,t =     0,x =    ,z H=    0,m m=  0,u u=  0,w w= (6)

где H – высота падения капли, 0m , 0u , 0w  – мас-
са и составляющие скорости капли при t = 0. 

Система дифференциальных уравнений (4) с 
замыкающими соотношениями (2), (3), (5), на-
чальными условиями (6) при заданных скорости 
ветра 1( )U z , выражениях для коэффициента со-
противления капли C и интенсивности захвата 
частиц каплей j представляет задачу Коши для 
описания движения капли дождя в аэродисперс-
ном потоке. 

Далее следует конкретизировать коэффици-
ент сопротивления капли и интенсивность улав-
ливания частиц каплей.

КОЭФФИЦИЕНТ СОПРОТИВЛЕНИЯ КАПЛИ 
И ИНТЕНСИВНОСТЬ МАССООБМЕНА

Обычно коэффициент сопротивления ка-
пель (или частиц) в  несущей среде зависит от 
числа Рейнольдса относительного обтекания 
дисперсного включения. В частности, для неде-
формирующихся капель можно использовать по-
луэмпирическую формулу [Ивандаев и др., 1981; 
Нигматулин, 1987], удовлетворяющую экспери-
ментальным данным в широком диапазоне чисел 
Рейнольдса

0.524 / Re 4.4 / Re 0.44,C = + +  

1Re = ρ / µ−

g gd v ,

где Re – число Рейнольдса относительного дви-
жения капли, �g – динамический коэффициент 
вязкости газа. Имеются также и другие формулы 

для коэффициента сопротивления дисперсных 
включений в несущей среде, которые учитывают 
различные эффекты (деформация, дробление, 
вращение, стесненность капель и  т. п.) [Иван-
даев и  др., 1981; Нигматулин, 1987; Келбалиев, 
2011; Губайдуллин, Осипов, 2020]. В целом, ана-
лизу коэффициента сопротивления дисперсных 
включений в  различных средах посвящены до-
статочно много работ (подробный обзор которых 
приведен в  [Келбалиев, 2011]). Однако в рамках 
принятых в настоящей работе допущений выше-
приведенная формула для C вполне приемлема, 
о чем свидетельствует хорошее согласие экспери-
ментальной и расчетной скорости падения капли 
(см. ниже).

Для определения интенсивности пылеулавли-
вания используем элементарную схему подсчета 
столкновений между каплей и мелкими частица-
ми. При этом учтем, что некоторые частицы при 
подходе к  капле могут под действием газового 
потока изменить свои траектории и не столкнуть-
ся с ней. Тогда для интенсивности захвата каплей 
мелких частиц получим соотношение

1 1 ,pj S= η ρ −v v  
1 1 ,p p pρ = α ρ

в котором η –  поправочный коэффициент, ха-
рактеризующий эффективность столкновений 
мелких частиц с каплей и зависящий от условий 
обтекания капли смесью газа с мелкими части-
цами, S  –  миделево сечение капли (поскольку 
по предположению капля сохраняет сфериче-
скую форму, то, очевидно, 2 / 4S d= π ), 1 pα , 

1 pρ  –   объемная доля и приведенная плотность 
твердого компонента аэродисперсной смеси. 
Для сдвигового потока − = −1 1v v U v . Напом-
ним, что по предположению (см. выше) скоро-
сти частиц и газа совпадают (модель эффектив-
ного газа).

Коэффициент захвата частиц η зависит от мно-
гих факторов, таких как инерция, диффузия ча-
стиц, зацепление частиц каплей и т. п. [Припач-
кин, Будыка, 2020]. Инерционный механизм ха-
рактеризуется числом Стокса и обычно реализу-
ется при значениях числа Стокса больше 
критического 2

1Stk = /18 1p p gd dρ − µ >v v  ( pd  –  диа-
метр частицы). Например, для капли диаметром 
d ~ 1000 мкм, движущейся в облаке аэрозольных 
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частиц плотностью вещества pρ  ~ 103 кг/м3 и ди-
аметром pd  < ~ 1 мкм, при разности скоростей 
~1 м/с получим Stk < ~ 0.01 1, т. е. в этом случае 
инерционный механизм несущественен. Диффу-
зионный механизм, как правило, имеет место для 
достаточно малых частиц, диаметр которых зна-
чительно меньше 1 мкм, в частности, в [Припач-
кин, Будыка, 2020] отмечено, что для частиц диа-
метром более 0.1 мкм диффузионным захватом 
можно пренебречь. Таким образом, в диапазоне 
от 0.1 до 1 мкм, соответствующем большинству 
атмосферных аэрозолей в континентальном воз-
духе [Кейдл, 1969], доминирует механизм зацепле-
ния частиц движущейся каплей [Greenfield, 1957]. 
Учитывая эти обстоятельства, ограничимся ситу-
ацией, когда преобладающим механизмом захва-
та является зацепление частиц каплей.

В случае, когда силами инерции частиц можно 
пренебречь, для двух предельных ситуаций обте-
кания капли идеальной жидкостью (потенциаль-
ное обтекание) и безынерционной вязкой жидко-
стью (вязкое обтекание) получены соответствую-
щие формулы, учитывающие эффект зацепления 
частиц [Chi Tien, Ramarao, 2007]

2

3

2
3 1

3
2(1 )

δ δ +  
η =

+ δ
,
 

≤Re 1 ,
 3

3

3 1
3

(1 )

 δδ + δ +  
η =

+ δ

, 

≥Re 80 , pd

d
δ = .

Если δ1, то отсюда можно получить прибли-
женные выражения для эффективности захвата 
частиц каплей

23 / 2η ≅ δ , ≤Re 1, 3η ≅ δ , ≥Re 80 .
Для переходной области <1<Re 80  в  [Yoon, 

Luttrell, 1989] предложена следующая формула

0.72 23 4
Re

2 15
 η = + δ   .

Заметим, что приведенные выше формулы для 
эффективности захвата частиц каплей η справед-
ливы при достаточно малых значениях параметра 
Стокса, когда силами инерции частиц можно 
пренебречь: <Stk 0.1  [Матвеев, 1984]. Если 
Stk > 0.1, то указанные формулы дают заниженные 
значения η, так как они не учитывают инерцион-
ные свой ства частиц.

УСТАНОВИВШАЯСЯ СКОРОСТЬ КАПЛИ

В зависимости от числа Рейнольдса могут ре-
ализоваться разные режимы движения капли. При 
м а л ы х  ч и с л а х  Р е й н о л ьд с а  R e 1  ( ко г -
да ≅ 24 / ReC ) сила сопротивления капли перехо-
дит в  известную силу Стокса 13 ( )gd= πµ −f v v , 
в этом случае имеет место стоксовый режим обте-
кания капли (обычно стоксовый режим прости-
рается до чисел Рейнольдса порядка 1). При 
больших значениях числа Re 1, реализуется 
ньютоновый режим обтекания капли, когда 

≅C  0.5. Далее верхние индексы S и N будем от-
носить соответственно к стоксовому и ньютоно-
вому режимам движения капли.

Рассмотрим случай, когда отсутствуют мелкие 
частицы в составе аэродисперсной смеси (j = 0, 
d  = const). Тогда система уравнений несколько 
упрощается, и, например, в предельном стоксовом 
режиме уравнения импульсов примут вид

1( )
S

U z udu

dt

−
=

τ
,
 

S

dw w
g

dt
= − −

τ
,

2

18
S l

g

dρ
τ =

µ



,

где Sτ   –   характерное время вязкой релаксации 
скорости капли в  стоксовом режиме [Матвеев, 
1984; Нигматулин, 1987]. Приравнивая к  нулю 
правую часть уравнения для w, можно найти уста-
новившуюся (или стационарную) скорость паде-
ния капли в  стоксовом режиме SW , к  которой 
стремится с течением времени величина w

S SW g= − τ . (7)
Заметим, что в предельном стоксовом режиме 

вертикальная составляющая скорости капли w не 
зависит от горизонтального потока газа, и урав-
нение для w можно рассмотреть отдельно от пер-
вого уравнения, в то время как в уравнение для u 
неявно (через координату капли z, которая зависит 
от w) входит вертикальная составляющая скоро-
сти w. При однородном горизонтальном течении 
(U1 = const) составляющая скорости капли u стре-
мится со временем к значению = 1

SU U .
В ньютоновом режиме движения капли урав-

нения импульсов имеют форму

−
= −1

1

( )
N

U z udu

dt l
U v ,

 
= − − −1N

dw w
g

dt l
U v ,
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8

3
N l

g

d
l

ρ
=

ρ





,

где Nl  –  характерная длина выравнивания скоро-
стей капли и несущей среды в ньютоновом режи-
ме [Нигматулин, 1987]. Видно, что в отличие от 
стоксового режима в ньютоновом режиме состав-
ляющие скорости по координатам взаимосвязаны 
и влияют друг на друга (в частности, через −1U v ). 
В случае, когда горизонтальное течение однород-
ное, то составляющие установившейся (стацио-
нарной) скорости капли в  ньютоновом режиме 
запишутся как

               = 1
NU U , ( )= −

1/2N NW gl .                 (8)

При отсутствии горизонтального потока газа 
( 1U  = 0) установившуюся скорость капли можно 
найти и  в  промежуточном режиме (когда числа 
Рейнольдса принимают не очень малые и не очень 
большие значения). Для этого заметим, что из 
условия равномерного движения капли − = 0zf mg  
вытекает постоянство выражения =2Re (Re) constС , 
которое можно трактовать как уравнение для не-
известного числа Re. Таким образом, имеем урав-
нение

                          
2 3Re (Re) ,С d= γ

                        (9)

2

4
,

3
g l

g

gρ ρ
γ =

µ

 

 

 
Re ,g

g

W dρ
=

µ



которое легко решается относительно Re числен-
ными методами (например, методом половинно-
го деления) при заданных значениях диаметра 
капли d и параметра γ. Затем из найденного зна-
чения Re определяется искомое значение устано-
вившейся скорости капли (по абсолютной вели-
чине) W . Задавая различные значения диаметра 
капли (при фиксированном γ), из (9) можно по-
лучить зависимость W  от d. График данной за-
висимости, полученный указанным путем для 
капли дождя в атмосферном воздухе при нормаль-
ных условиях, показан на рис. 1 (сплошная кри-
вая 1). Штрихпунктирные кривые 1, 2 соответству-
ют стоксовому и ньютоновому предельным режи-
мам обтекания капли, рассчитанные по форму-
лам  (7), (8). Для сравнения штриховой линией 
представлены экспериментальные результаты 
[Mason, 1971]. Видно, что стоксово приближение 
удовлетворительно описывает расчетную зависи-
мость при d ≤ 100 мкм. Ньютоново приближение 

в пределах d ≤ 1000 мкм дает завышенные значения 
скорости осаждения капли. Расчетные скорости 
капли хорошо согласуются с данными опытов для 
диаметров капли d ≤ 600 мкм, однако с  ростом 
размера капли различие между ними увеличива-
ется и  достигает ~10% при диаметре капли 
1000 мкм. Согласие между экспериментальными 
и расчетными значениями скорости капли свиде-
тельствует о  правомерности используемой фор-
мулы для коэффициента сопротивления. На 
рис. 1 также построен график зависимости уста-
новившейся скорости осаждения капли по 
приближенно- аналитической формуле [Ингель, 
2012], справедливой для больших чисел Рейнольд-
са (сплошная кривая 2). Видно, что расчетная 
и приближенно- аналитическая зависимости хо-
рошо согласуются между собой (особенно для 
относительно крупных капель).

Необходимо иметь в виду, что скорость капли 
с течением времени должна стремиться к устано-
вившейся скорости, соответствующей данному 
размеру капли.

0 200 400 600 800 1000
0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

4.5

5.0
|W |, м/c

d, мкм

1

2

1

2

Рис. 1. Зависимость установившейся скорости паде-
ния капли дождя в воздухе (при нормальных усло-
виях) от ее диаметра. Сплошные кривые: 1 – расчет 
по уравнению (9), 2 – приближенно-аналитическая 
формула [Ингель, 2012]. Штриховая линия – экс-
перимент [Mason, 1971]. Штрихпунктирные линии: 
1 – стоксовый режим (формула (7)), 2 – ньютоновый 
режим (формула (8)).
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АНАЛИЗ ДВИЖЕНИЯ КАПЛИ В ПРЕДЕЛЬНЫХ 
РЕЖИМАХ

Прежде чем рассматривать решение задачи 
в полной постановке, проанализируем более под-
робно упомянутые выше предельные случаи сток-
сового и ньютонового режимов движения капли 
при отсутствии частиц и горизонтального потока 
в атмосфере (d = const, 1U  = 0). Уравнения для 
удобства анализа приведем к безразмерной форме.

В стоксовом режиме уравнение движения кап-
ли приводится к простому виду

                            
1S dw

w
dt

τ = − − ,                            (10)

/S S S
Hτ = τ τ , /S S

H H Wτ = , / S
Ht t= τ , = / Sw w W .

Здесь H  –   расстояние, которое преодолевает 
капля до достижения земной поверхности. Вы-
рожденное уравнение, соответствующее (10), 
F = − −1 w  = 0 имеет единственное решение 

= −1w . Производная ∂ ∂/F w  отрицательна, что 
является достаточным [Ракитский и др., 1979] для 
устойчивости стационарного решения = −1w .

При числах Рейнольдса Re > 1 условия стоксо-
вого режима нарушаются. В этом случае уравнение 
движения капли можно привести к форме
                              21 2N dw

Cw
dt

τ = − + ,                         (11)

N N N
Ητ = τ / τ , /N N Nl Wτ = , /N N

H H Wτ = , 

/ N
Ht t= τ , = / Nw w W ,

где Nτ  –  характерное время изменения скорости 
капли. Необходимо иметь в виду, что, когда числа 
Рейнольдса не очень большие, величины NW , Nl  
не отвечают “точно” ньютоновому режиму, в свя-
зи с этим в случае уравнения (11) их надо понимать 
как характерные величины, соответствующие 
переходному режиму. Заметим, что, приравнивая 
нулю правую часть уравнения (11), получим точно 
такое же уравнение, как (9), только в безразмер-
ном виде.

В  предельном ньютоновом режиме (когда 
C  0.5) уравнение (11) переходит в  следующее 
упрощенное (нелинейное в отличие от стоксово-
го движения капли) уравнение
                              

21
N dw

w
dt

τ = − + .                              (12)

Вырожденное уравнение, соответствую-
щее (12), F = − + 21 w =0 имеет единственное, удов-
летворяющее условию w <0, решение = −1w . 
Производная ∂ ∂/F w  при этом отрицательна, что 
является достаточным [Ракитский и др., 1979] для 
устойчивости решения = −1w .

Оценим коэффициенты Sτ , Nτ  при произво-
дных в (10)–(12). Заметим, что для приближенно-
го выполнения условий стоксового режима (обыч-
но стоксовый режим имеет место при характерных 
значениях числа Рейнольдса Re= / 1S

g gd Wρ µ <

 ) 
д о л ж н о  в ы п о л н я т ь с я  с о о т н о ш е н и е 

2 1/3< (18 / ) S
g g ld g dµ ρ ρ ≡ 


. Например, для капли воды 

в воздухе при нормальных условиях получим ≅Sd

60 мкм. При этом в случае, когда, например, вы-
сота H >~ 100 м коэффициент 510S −τ < , т. е. ко-
эффициент Sτ  достаточно мал. Это означает, что 
уравнение (10) относится к типу так называемых 
сингулярно возмущенных (или жестких) уравне-
ний [Ракитский и др., 1979].

Для того чтобы коэффициент Nτ  был малым, 
должно выполняться хотя бы условие Nτ  <~ 0.1 
или ρ ρ ∗⋅ ≡ 

< 3 0.1 /8g ld H d . Таким образом, урав-
нения (11), (12), отвечающие соответственно 
промежуточному и ньютоновому режимам, будут 
сингулярно возмущенными, как в стоксовом ре-
жиме, если диаметр капли ∗<d d . В  частности, 
для капли воды в воздухе при нормальных усло-
виях и H ~ 100 м критический размер ∗d  ~ 1000 мкм.

С физической точки зрения сингулярно возму-
щенное свой ство уравнений (10)–(12) обусловле-
но тем, что характерное время релаксации скоро-
сти капли намного меньше времени прохождения 
каплей расстояния H: S S

Hτ τ
, N N

Hτ τ
. Заметим, 

что безразмерные параметры Sτ , Nτ  фактически 
представляют числа Фруда

 2( ) / FrS S SW gHτ = ≡ ,

 
2( ) / FrN N NW gHτ = ≡ , 

рассчитанные по установившимся скоростям 
падения капли в  гравитационном поле соответ-
ственно в стоксовом и ньютоновом режимах.

Опираясь на общую теорию сингулярно возму-
щенных уравнений [Ракитский и др., 1979], оста-
новимся на некоторых особенностях поведения 
решений уравнений (10)–(12). В рассматриваемой 
области изменения времени t  выделяются два 
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отрезка с  существенно различным поведением 
решений, причем продолжительность первого 
значительно меньше второго. На первом отрезке 
скорость капли быстро стремится к стационарной 
скорости, а на втором отрезке она практически не 
меняется. При этом чем меньше величины Sτ  и 

Nτ , тем быстрее сближаются интегральные кривые 
уравнений (10)–(12) к соответствующим значени-
ям (в стоксовом и ньютоновом режимах к  = −1Sw  
и  Nw = ‒1, а в промежуточном режиме к значению, 
рассчитанному по (9) и отнесенному к  NW ). Раз-
личный характер поведения решений на обоих 
участках проявляется тем отчетливее, чем меньше 
параметры Sτ , Nτ . Из уравнений (10)–(12) также 
следует, что ускорение капли в начальный момент 
времени в стоксовом режиме равно 1/ Sτ , а в про-
межуточном и  ньютоновом режимах движения 
равно 1/ Nτ .

Аналитические решения уравнений (10), (12) 
при нулевой начальной скорости капли имеют вид

1 exp( / )Sw t= − + − τ , 
1 exp( 2 / )

1 exp( 2 / )

N

N

t
w

t

− − τ= −
+ − τ

.

Для координаты капли при начальных услови-
ях t  = 0, = 1z  вытекают следующие зависимости

 1 1 exp( / )S Sz t t = − + τ − − τ  ,  
1

1 ln 1 exp( 2 / )
2

N Nz t t
  = − − τ + − τ   ,

= /z z H .

В этих выражениях безразмерные время и ско-
рость отнесены к своим характерным величинам, 
соответствующим стоксовому и  ньютоновому 
режимам. Учитывая малость параметра Sτ , полу-
чим, что полное время падения капли с  высо-
ты z = H до поверхности земли ( z = 0) в стоксовом 
режиме ≅ 1S

Ht  или S S
H Ht ≅ τ . Аналогично в  рамках 

ньютонового приближения для капель с  диаме-
тром, удовлетворяющем условию 1τ  , имеем 

N N
H Ht ≅ τ . Также следует, что координата капли 

в предельных стоксовом и ньютоновом режимах 
меняется во времени приблизительно по линей-
ному закону ≅ −1z t (хотя уравнения движения 
капли в этих случаях сильно отличаются). Можно 
предположить, что в  промежуточном режиме 
(когда числа Рейнольдса не очень малые и не очень 
большие) координата капли тоже подчиняется 
примерно линейной зависимости от времени 

(расчеты подтверждают данное предположение, 
см. ниже).

Необходимо иметь в виду, что в малой окрест-
ности стартовой точки с принятыми выше нуле-
выми начальными условиями (при отсутствии 
бокового ветра) на самом деле выполняются ус-
ловия стоксового режима из-за малости скорости 
капли, и, соответственно, малых значений числа 
Рейнольдса. Так что уравнение (12), описывающее 
движение капли в  ньютоновом режиме, имеет 
смысл при не очень малых скоростях капли, когда 
число Рейнольдса достаточно большое. Получен-
ные аналитические решения можно использовать 
для проверки алгоритма численного интегриро-
вания уравнений движения капли в общем случае.

Следует подчеркнуть, что в общей постановке 
с учетом эффекта захвата частиц каплей и наличия 
бокового течения среды свой ство жесткости урав-
нения движения капли сохраняется (это под-
тверждается приведенными ниже численными 
результатами). При этом уравнение движения 
капли становится нелинейным и сложным, и най-
ти аналитическое решение в явном виде, подобно 
предельным случаям движения капли, не удается. 
Вопросы о возможности замены исходного урав-
нения вырожденным, а также о построении асим-
птотического разложения решения сингулярно 
возмущенного уравнения в виде ряда по степеням 
малого параметра, описывающего весь промежу-
ток наблюдения, включая участок быстрого изме-
нения искомой функции, достаточно подробно 
изложены в [Васильева, Бутузов, 1973]. Для чис-
ленного интегрирования таких уравнений обычно 
требуется привлечь особые алгоритмы [Ракитский 
и др., 1979].

ДРУГИЕ ФОРМЫ ЗАПИСИ УРАВНЕНИЙ 
ДВИЖЕНИЯ КАПЛИ

Приведем другие формы записи уравнений 
движения капли, которые могут быть полезными 
при анализе и расчетах. Если вместо переменной 
u перейти к ∆ = −1u U u  и учесть очевидное соотно-
шение

∆ = −  
1dUdu d u

w
dt dz dt

,

то проекцию уравнения движения капли на ось x 
(второе уравнение системы (4)) можно привести 

АМАНБАЕВ
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к  другой форме. В  результате имеем замкнутую 
систему для трех неизвестных m, Δu и w

=dm
j

dt
,
 ∆  = − − ∆  

1
x

dUd u
m m w f j u

dt dz
,
   

                                  = − −z

dw
m f mg jw

dt
,                  (13)

       
2

1 1

1

4 pj d= ηπ ρ −U v ,     
2

1

1

8x gf d C u= π ρ − ∆U v ,  
     2

1

1
( )

8z gf d C w= π ρ − −U v ,

= + +0.524 / Re 4.4 / Re 0.44C , 

1Re /g gd= ρ − µU v , 

 − = ∆ + − 
1/22 2

1 ( ) ( )u wU v .

В  эту систему входит производная скорости 
горизонтального потока по z, но не сама скорость 
U1 (величина −1U v  выражается через Δu и w). 
После нахождения из этой системы Δu и w можно 
при необходимости вычислить координаты капли 
интегрированием последних двух уравнений си-
стемы (4). Рассмотрим несколько частных случаев 
стационарного потока, приводящих к  явному 
виду 1 /dU dz . Например, в  случае однородного 
горизонтального потока, когда =1 constU  и 

1 /dU dz = 0 в систему (13) не будет входить слага-
емое, связанное со скоростью потока. В  другой 
ситуации, когда горизонтальный поток имеет 
постоянный вертикальный сдвиг =1U kz  имеем 

1 /dU dz  = k = const. Если 1 /dU dz  является функ-
цией от z, то в  систему (13) следует включить 
уравнение =/dz dt w , необходимое для вычисле-
ния вертикальной координаты капли z.

Уравнения системы (4) можно записать еще 
в следующем виде

= ξ1 dm

m dt
,
 

= ϕ + ξ −1( )x

du
U u

dt
, = ϕ − − ξz

dw
g w

dt
,

1 1

3
( )

4
gx

x
l

f
C U u

m d

 ρ
ϕ = = − − ρ 

U v




, 

1

3
( )

4
gz

z
l

f
C w

m d

 ρ
ϕ = = − − ρ 

U v




,

1 1
1 1

3 3

2 2
gp p

l l g

j

m d d

 ρρ ρ
ξ = = η − = η − ρ ρ 

U v U v


  ρ ,

 
1 1џρ = α ρ .

Перепишем полученные уравнения в форме

1

1 dm
ac

џ
= −U v , = − −1 1( )

du
ab U u

dt
U v ,

  

                          = − − −1 ( )
dw

ab w g
dt

U v ,                   (14)

1/3
3 3 6

2 2
g g

l l l

m
a

d

−ρ ρ  
= =  ρ ρ πρ 

 

   ,
 

= +1

2
b C c ,

 
1= p

g

c
ρ

η
ρ .

Видно, что сомножители a, b с ростом диаметра 
капли, обусловленного захватом мелких частиц, 
уменьшаются. При этом горизонтальная состав-
ляющая скорости капли u снижается, а вертикаль-
ная составляющая w, наоборот, возрастает по 
абсолютной величине (данный вывод подтвержда-
ется численными результатами).

Заметим, что в большинстве случаев в выраже-
нии для b второе слагаемое, отвечающее за интен-
сивность улавливания аэрозольных частиц 
каплей, становится достаточно малым по сравне-
нию с первым, который соответствует силовому 
взаимодействию между каплей и несущей средой. 
Например, в ньютоновом режиме (когда ≅ 0.5C ) 
при не очень большой концентрации частиц и их 
малых размерах (когда 1 /p gρ ρ < 1, δ1, 3η ≅ δ ) 
имеем

1 11 1 1
3

2 4 4
p p

g g

b C
ρ ρ

= + η ≅ + δ ≅
ρ ρ 

.

Сказанное справедливо не только для ньюто-
нового режима обтекания капли, но и для общего 
случая, когда C > 0.5. Таким образом, в уравнени-
ях движения капли эффект непосредственного 
переноса импульса из аэрозольной смеси в каплю 
за счет захвата частиц намного слабее (при не 
очень концентрированной смеси воздуха с доста-
точно мелкими по сравнению с каплей частицами) 
эффекта обмена импульсом, обусловленного си-
ловым взаимодействием между каплей и несущей 
средой. В частности, при δ <~ 10–3, 3/ < 10p gρ ρ 

  для 
реализации, к  примеру, условия 2

13 / 10p g
−δρ ρ <   

д о л ж н о  в ы п о л н я т ь с я  с о о т н о ш е н и е 
3

1 1= / < 10p p p
−α ρ ρ  . В рассматриваемом случае из-

менением размера капли за счет захвата частиц 
можно пренебречь ( = constd ), тогда выражение 
для параметра a примет следующий компактный 
вид: = 4 / Na l .
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Введем безразмерные переменные
= / ( / )Nt t H W , = /x x H , = /z z H , = 0/m m m , 

= / Nu u W , = / Nw w W .

В безразмерных переменных начальные усло-
вия (6) запишутся в виде

= 0t , = 0x , = 1z , = 1m , = 0u u , = 0w w .
Диаметр капли вычисляется по формуле

[ ]= = + − 1/3

0/ 1 ( 1) /d d d m R ,
 

/p lR = ρ ρ  .

При этом объемная доля твердой примеси 
в составе капли выражается в виде

/ ( 1) / ( 1 )p pV V m m Rα = = − − + .
С помощью данной формулы можно следить за 

тем, чтобы объемная доля твердого компонента 
в составе капли не превышала некоторой крити-
ческой величины <p p

∗α α . В частном случае, когда 
≅ 1R  (или l pρ ≅ ρ  ), из предыдущих формул следует 
≅ 1/3d m , ( 1) /p m mα ≅ − .

Основными параметрами подобия поставлен-
ной задачи будут

∆ =
0

pd

d
,
 

p

l

R
ρ

=
ρ





,
 

0

0Re
N

g

g

d Wρ
=

µ



, 
0

g

l

H
P

d

ρ
=

ρ





, 

=
0

H
Q B

d , 1 pB R= α .

Здесь параметры Δ и R характеризуют интен-
сивность захвата частиц каплей и изменение при 
этом размера капли и  объемной доли твердого 
в ней (обычно Δ<<1, R ~ 1). Характерное значение 
числа Рейнольдса 0Re  определяет величину коэф-
фициента вязкого сопротивления капли. Пара-
метр P отвечает за интенсивность обмена импуль-
сом между каплей и газом из-за вязкого взаимо-
действия. Параметры Q и B определяют интенсив-
ность обмена массой и импульсом между каплей 
и  запыленным воздухом из-за захвата частиц 
каплей, причем параметр B 1 (из-за того, что 
обычно 1 1pα  , а  /p lρ ρ  ~1).

В  случае наличия горизонтального потока 
в число критериев подобия дополнительно вой-
дут параметры, характеризующие скорость дан-
ного течения. Например, если имеет место ли-

нейный сдвиговый поток, то таким параметром 
будет

= 1 / N
Hџ ,

где 1HU   –   скорость горизонтального потока на 
высоте H.

В  случае неравномерного распределения 
мелкодисперсной примеси в воздухе (например, 
по [Turner, 1994]) в число определяющих пара-
метров могут вой ти также другие безразмерные 
величины.

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

В качестве примера рассмотрим процесс паде-
ния капли воды в запыленном воздухе с мелкодис-
персными частицами твердого материала (аэро-
зольном облаке) при нормальных условиях (изме-
нениями давления, плотности и  температуры 
воздуха по высоте в  соответствии с  принятыми 
допущениями пренебрегается). Значения опреде-
ляющих параметров следующие: объемная доля 
твердого компонента аэровзвеси 1 pα  = 0.001, диа-
метр частиц pd  = 1 мкм, высота падения капли H 

u 0
 =

 5
 м

/с
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Рис. 2. Зависимости модуля вектора скорости капли 
дождя от вертикальной координаты при разных на-
чальных диаметрах капли: кривая 1 – 125, 2 – 250, 
3 – 500, 4 – 1000 мкм. Штриховые линии – отсут-
ствие захвата частиц (но наличие бокового течения), 
штрихпунктирные линии – отсутствие бокового те-
чения (но наличие захвата частиц). 
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= 250 м, плотность вещества твердого компонен-
та pρ  = 2650 кг/м3 (соответствует, например, дву-
окиси кремния или силикатной пыли). Как сле-
дует из эмпирических распределений дождевых 
капель по размерам [Marshall, Palmer, 1948], ос-
новную долю обычно составляют капли диаме-
тром менее 1000 мкм.

Следуя [Ингель, 2012], ограничимся случаем 
стационарного фонового течения с постоянным 
вертикальным сдвигом

=1( )U z Az , =1 1 / NU U W , 
1 / N

HA U W .
Заметим, что для численного решения сфор-

мулированной выше сингулярно возмущенной 
задачи было достаточно использовать алгоритмы, 
предусмотренные в математических вычислитель-
ных пакетах (в частности, в MATLAB) для числен-
ного интегрирования жестких дифференциальных 
уравнений.

Оценки показали, что при заданных параме-
трах задачи согласно известным формулам усло-
вия деформации поверхности капли не наступают. 
Действительно, при разностях скоростей −1U v , 
не превышающих ~10 м/с, диаметрах капель воды 
d <~ 1000 мкм критерий появления деформации 

>0.85WeRe 165  [Келбалиев, 2011] не реализуется (
2

1We= /g dρ − σU v  –  число Вебера, σ –  коэффици-
ент поверхностного натяжения капли).

В  [Ингель, 2012] показано, что воздействие 
сдвигового потока на разность скоростей −1U v  
и, следовательно, на гидродинамическое сопро-
тивление становится существенным при устано-
вившейся скорости падения капли, удовлетворя-
ющей соотношению 1> /( / )W g dU dz . Правая 
часть данного соотношения в  рассматриваемом 
здесь случае принимает довольно большие значе-
ния (так как высота образования капель H > ~ 100 м, 
то при горизонтальных скоростях потока менее 
10  м/с  получим = >1 1/ ( / ) / ( / ) 100Hg dU dz g U H ), 
и выполнение вышеуказанного условия затрудни-
тельно, поэтому влияние сдвигового потока на 
вертикальную составляющую скорости капли 
достаточно слабое. Этот теоретический вывод 
подтверждается результатами расчетов (см. ниже). 
Заметим, что для выполнения вышеуказанного 
условия расстояние Н должно быть значительно 
меньше, чем рассматриваемые здесь (соответству-
ющий пример приведен в [Ингель, 2012]).

Особо следует отметить, что, вообще говоря, 
начальная скорость (скорость капли в начальный 
момент времени) заранее неизвестна. Однако 
если учесть, что горизонтальная составляющая 
скорости капли по предварительным расчетам 
достаточно быстро (по сравнению с общим вре-
менем падения капли) достигает скорости фоно-
вого течения, то нетрудно догадаться о маловаж-
ности начального значения горизонтальной со-
ставляющей 0

u  (лишь бы выполнялось физически 
правдоподобное условие 0 ≤ 0u  ≤ 1HU ). То же самое 
касается начального значения вертикальной со-
ставляющей скорости капли, поскольку для вер-
тикальной скорости процесс релаксации проис-
ходит также очень быстро (поскольку уравнение 
движения капли по вертикальной координате 
имеет сингулярно возмущенный характер, см. 
выше). Учитывая эти обстоятельства, для опреде-
ленности в расчетах принималось 0u  = 1HU , 0w  = 0 
(характерная скорость фонового течения 

1HU  
бралась равной 5 м/с).

Расчеты показали, что вертикальная составля-
ющая скорости капли по абсолютной величине 
w  после резкого увеличения остается постоянной 

в  случае отсутствия захвата мелкодисперсной 
фракции и  незначительно растет по линейному 
закону при его наличии. Причем с увеличением 
начального диаметра капли величина w  также 
возрастает. Различие в поведении w с высотой при 
наличии и  отсутствии захвата частиц наиболее 
ярко проявляется для малых капель, а с увеличе-
нием начального размера капель это различие 
заметно ослабевает. Сингулярно возмущенный 
характер поведения скорости w, обсуждаемое 
выше, как и утверждалось, сохраняется и при на-
личии захвата частиц. Расчеты подтвердили оцен-
ки о малом влиянии горизонтального потока на 
вертикальную составляющую скорости капли при 
данных параметрах задачи.

Горизонтальная скорость капли u меняется 
(от значения 1HU  на высоте H до 0 на поверхности 
земли) в зависимости от x  по параболическому 
закону, а от z  –  линейно. Последнее связано с тем, 
что горизонтальная составляющая скорости кап-
ли практически следует боковому течению, т.  е. 

≅ =1 1( ) ( ) Hu z U z U z . Увеличение начального разме-
ра капель приводит к  уменьшению величины u 
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в зависимости от x , а на зависимость u от z  поч-
ти не влияет. Заметим, что при наличии захвата 
частиц горизонтальная составляющая скорости 
капли, в отличие от вертикальной составляющей, 
наоборот, уменьшается (это обстоятельство под-
тверждает полученный выше теоретический вывод 
при анализе уравнений (14)).

На рис. 2 показана зависимость модуля векто-
ра скорости капли = + ≡2 2 1/2( )u w vv  от безразмер-
ной вертикальной координаты z  (здесь и  далее 
сплошные и  штриховые кривые соответствуют 
наличию и  отсутствию захвата частиц каплей). 
Видно немонотонное поведение изучаемой зави-
симости. Сначала вблизи точки старта капли 
( z  = 1) она резко увеличивается. Это связано 
с тем, что вертикальная составляющая скорости 
w по абсолютной величине растет быстрее, чем 
горизонтальная составляющая u падает (вслед-
ствие падения 1U  по z, а u, как отмечено выше, 
слабо отличается от U1). Затем после достижения 
максимального значения скорость капли по мере 
дальнейшего ее движения ( z  < 1)  постепенно 
уменьшается до определенного минимального 
значения, достигаемого в  точке падения на по-
верхность земли ( z  = 0) и зависящего от началь-
ного размера капли. Это объясняется тем, что 
после достижения установившегося значения 
вертикальная составляющая скорости по мере 
движения капли практически не меняется, а го-
ризонтальная составляющая при этом уменьша-
ется, так что результирующая скорость капли v 
в целом также уменьшается. Следует заметить, что 
с ростом размера капли ее максимальная скорость 
увеличивается, также увеличивается и минималь-
ная скорость, достигаемая в  точке падения на 
землю (  = 0). С  уменьшением размера капли 
немонотонность поведения зависимости v( z ) 
ослабевает (например, для диаметра капли 0d  
< ~ 250 мкм данное свой ство на рис. 2 малозамет-
но). Наличие захвата частиц каплей приводит 
к повышению скорости капли, хотя этот эффект 
с ростом размера капель ослабевает, и при диаме-
тре капли 1000 мкм он почти незаметен.

Для сравнения на рисунке показана также за-
висимость v( z ) при начальной нулевой скорости 
капли в случае 0d =1000 мкм (пунктирная линия). 
Видно, что задание разных значений начальной 

горизонтальной составляющей скорости капли не 
играет особой роли (при d0 < ~ 1000 мкм влияние 
начальной скорости будет еще меньше). Это свя-
зано с тем, что капля, как отмечено выше, доста-
точно быстро приобретает скорость сдвигового 
течения. На рис. 2 штрихпунктирными линиями 
показаны скорость капли при отсутствии боково-
го течения (но при наличии захвата мелких частиц 
каплей). Заметим, что вблизи поверхности земли 
скорости капли при наличии и отсутствии боко-
вого течения совпадают. Очевидно, штриховая 
линия 0, удовлетворяющая уравнению фонового 
сдвигового течения = =1 10 5u U z z  м/с, является 
предельной при уменьшении размера капли.

Резюмируя вышесказанное, важно отметить, 
что даже небольшое горизонтальное течение (с ха-
рактерной, как здесь, скоростью ~5 м/с) приводит 
к  существенному изменению поведения резуль-
тирующей скорости капли от монотонного увели-
чения с последующим выходом на примерно по-
стоянное значение при отсутствии горизонталь-
ного потока к немонотонному поведению в случае 
его присутствия. Проведенное выше обсуждение 
результатов расчетов показывает, что в целом бо-
ковое течение на горизонтальную составляющую 
скорости капли влияет сильно, а на вертикальную 
составляющую практически не влияет (объясне-
ние последнему эффекту дано выше с помощью 
проверки условия влияния сдвигового течения на 
вертикальную скорость капли). Важно отметить, 
что значения, к  которым с  течением времени 
стремится вертикальная скорость капли при раз-
ных ее размерах, с большой точностью совпали со 
значениями установившейся скорости, получен-
ными из решения трансцендентного уравнения (9) 
и представленными на рис. 1. Это обстоятельство 
подтверждает правильность работы алгоритма, 
использованного для численного интегрирования 
системы уравнений движения капли (4).

Анализ зависимостей вертикальной z  и гори-
зонтальной x  координат капли от безразмерного 
времени t  показал, что при отсутствии захвата 
частиц координата капли z  меняется линейно 
(связано это с  постоянством скорости падения 
капли), а при наличии захвата частиц зависимость 
z ( t ) незначительно отклоняется от линейного 
закона. Обнаружено, что зависимость x ( t ) с хо-
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рошим приближением аппроксимируется пара-
болическим законом (это обстоятельство согласу-
ется с теоретическим выводом из [Ингель, 2012]), 
например, в случае 0d  = 250 мкм такая прибли-
женная зависимость имеет вид

 ≅ − +20.524 2.204x t t .
Рисунок 3 демонстрирует траектории дождевых 

капель с разными начальными диаметрами. Вид-
но, что с уменьшением размера дальность проле-
та капли растет. Это понятно, поскольку мелкие 
капли быстрее увлекаются горизонтальным пото-
ком, чем крупные. Наличие захвата мелких частиц 
приводит к уменьшению дальности пролета кап-
ли, что связано в основном с увеличением скоро-
сти ее падения. Причем с  ростом начального 
размера капли этот эффект становится менее за-
метным. Следует отметить, что расчетные траек-
тории капель, как предсказано теорией [Ингель, 
2012], примерно представляют собой параболу.

Более подробные картины поведения зависи-
мостей времени достижения земной поверхности 

st  и дальности пролета sx  от начального размера 
капли дождя показаны на рис. 4 (нижний индекс s 
от “surface”). С ростом размера капли величины 

st  и  sx  существенно сокращаются. Это связано 
с тем, что скорость падения крупных капель боль-

ше, чем у мелких. Заметно, что в интервале не-
больших размеров капель характерные величины 

st  и  sx  уменьшаются довольно быстро, а в диапа-
зоне относительно крупных капель они меняются 
достаточно плавно. Наличие захвата мелких ча-
стиц каплей приводит к  уменьшению времени 
падения и дальности пролета капли, причем такое 
уменьшение более заметно в случае относительно 
небольших капель с  0d  ~ 250 мкм. С ростом диа-
метра капель влияние захвата частиц на время st  
и дальность sx  заметно ослабевает (в частности, 
при диаметре капли 1000 мкм оно почти не замет-
но). В  целом, при рассматриваемой объемной 
концентрации дисперсных частиц в аэрозольном 
облаке наличие захвата частиц каплей достаточно 
слабо влияет на величины st  и  sx .

Заметим, что в расчетах наличие горизонталь-
ного потока практически не повлияло на характер-
ное время st , устанавливаемое в основном верти-
кальной составляющей скорости капли (это согла-
суется с оценками, приведенными выше). Учитывая 
это обстоятельство, а также то, что при отсутствии 
частиц в  воздухе полное время падения капли 
практически определяется установившейся скоро-
стью капли, ≅ /st H W  можно записать упрощенно 

≅ /N
st W W . Проверка показала, что полученная 
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Рис. 3. Траектории капли при разных начальных диа-
метрах: кривая 1 – 250, 2 – 500, 3 – 1000 мкм.

Рис. 4. Зависимости полного времени падения st  и 
дальности пролета sx  капли  от ее размера: 1 – st , 
2 – sx .
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формула позволяет с хорошей точностью рассчи-
тывать полное время (в безразмерном виде) паде-
ния капли. Например, для капли диаметром 
1000  мкм на рис.  1 видно, что ≅ 4.67NW  м/с, 

≅ 3.64W  м/с, тогда имеем значение ≅st 1.28, кото-
рое совпадает со значением из рис. 4, и этот факт 
дополнительно свидетельствует о  корректности 
проведенных расчетов и достоверности получен-
ных результатов. Очевидно, при увеличении раз-
мера капли ее движение приближается к предель-
ному ньютоновому режиму, так что, полное время 
падения капли с ростом ее диаметра приближается 
к предельному значению ≅st 1.

Расчеты показали, что объемная доля мелко-
дисперсной примеси в составе капли pα  от вер-
тикальной координаты зависит практически ли-
нейно, увеличиваясь от нуля в  точке старта до 
некоторого максимального значения (зависящего 
от размера капли) на поверхности земли. Величи-
на pα  от времени зависит также линейно.

На рис. 5 представлена зависимость от размера 
капли интенсивности выпадения на поверхность 
земли дисперсного компонента, которая опреде-
ляется как ps ps s s ps sq V w V w= α = , где psα , 

psV , 
sV , 

sw   –   предельные объемная доля и  сам объем 
твердого компонента в  составе капли, а  также 
объем и скорость капли в момент попадания на 
поверхность (которым отвечает нижний индекс s). 
Очевидно, предельная объемная доля частиц в со-
ставе капли psα  может быть выражена также в ви-
де /ps ps sq qα = , где =s s sq V w . Заметим, что величина 

psq  имеет размерность м4/с, и  умножение ее на 
концентрацию капель у поверхности земли дает 
общую объемную интенсивность выпадения (или 
объемный поток) мелкодисперсной примеси (ко-
торая имеет размерность м/с или м3/(м2 с)), вы-
мываемых каплями, т.е. величина psq  представля-
ет собой объемный поток дисперсной примеси на 
поверхности, приходящийся на одну каплю. На 
рисунке также показаны зависимости psα  и 

ps ps sV V= α  от 
0d , которые свидетельствуют, что, 

несмотря на значительное снижение предельной 
объемной доли, сам объем дисперсной примеси 
в составе капли растет (приблизительно линейно) 
с  увеличением начального размера капли. При 
этом величина psq  также существенно возрастает. 
Это объясняется тем, что при увеличении размера 

капли рост параметров 
sV  и  sw  превалирует над 

уменьшением psα . В частности, при увеличении 
диаметра капли от 200 до 1000 мкм параметр psq  
повышается более чем в 20 раз. Заметим, что объ-
ем частиц, захваченных каплей по отношению 
к объему самой капли (т.е. объемная доля частиц) 
для мелких капель больше, чем в случае крупных 
капель (это обстоятельство согласуется с резуль-
татами наблюдений [Chang- Jin Ma, Gong- Unn 
Kang, 2019]).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследована задача о движении капли дождя 
в атмосфере, содержащем аэрозольные частицы, 
с учетом периода релаксации скоростей и эффек-
та захвата частиц каплей, а также влияния сдви-
гового течения воздуха, моделирующего подо-
блачный ветер. Проанализированы предельные 
стоксовый и  ньютоновый, а  также промежуточ-
ный режимы движения капли. Показано, что за-
дача о динамике капли дождя в атмосфере отно-
сится к  классу сингулярно возмущенных задач, 
описываемых дифференциальными уравнения-
ми с малым параметром при старшей производ-
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Рис. 5. Зависимости предельной объемной доли αps, 
объема Vps твердого компонента в составе капли и ин-
тенсивности выпадения частиц на поверхность зем-
ли qps от размера капли: 1 – αps, 2 – Vps, 3 – qps.
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ной. Причем наличие захвата мелкодисперсных 
частиц каплей не меняет сингулярно возмущен-
ный характер уравнений движения капли. Дан-
ный факт достаточно важен, поскольку, опира-
ясь на общую теорию сингулярно возмущенных 
уравнений, которая достаточно хорошо разви-
та, можно сделать существенные заключения, 
в частности, об устойчивости вырожденных ре-
шений, о характере поведения общего решения, 
о возможности разложения решения в асимпто-
тический ряд по малому параметру, о привлече-
нии для решения таких уравнений специальных 
алгоритмов и т. п.

Получена расчетная зависимость установив-
шейся скорости падения капли от ее размера, ко-
торая хорошо согласуется с известными экспери-
ментальными и  приближенно-аналитическими 
зависимостями.

Установлено, что в случае наличия бокового 
течения модуль вектора скорости капли ведет 
себя немонотонно: сначала она резко увеличи-
вается, затем по мере движения капли посте-
пенно уменьшается до определенного значения, 
достигаемого на поверхности земли и  завися-
щего от размера капли. Оценками и расчетами 
показано, что горизонтальный поток газа (с ха-
рактерной скоростью ~5 м/с) достаточно слабо 
влияет на вертикальную составляющую скоро-
сти капли.

Приведена зависимость времени достижения 
земной поверхности каплей дождя, а также даль-
ности пролета капли от ее начального размера 
при наличии и  отсутствии улавливания аэрозо-
льных частиц. Указанные время и дальность про-
лета уменьшаются с ростом начального размера 
капель, причем наличие захвата частиц приводит 
к  уменьшению этих параметров. Предложена 
упрощенная формула для приближенного расче-
та времени падения дождевой капли.

В целом, хотя влияние захвата частиц из аэро-
зольного облака каплей на ее движение незначи-
тельное (при концентрациях, рассматриваемых, 
в  частности, в  данной работе), однако в  ряде 
случаев (например, в случае особо опасных при-
месей в  аэрозольном облаке) не менее важным 
является изучение закономерностей изменения 
концентрации мелкодисперсной примеси в  со-
ставе капли. В этой связи в работе проанализи-
рованы зависимости предельной (т. е. достигае-
мой у поверхности земли) объемной доли в капле 
и интенсивности выпадения дисперсной приме-

си на поверхность земли от начального размера 
капли. Показано, что с  ростом размера капли 
предельная объемная доля частиц в составе кап-
ли уменьшается, однако при этом интенсивность 
выпадения вымываемого из аэрозольного облака 
дисперсного компонента, наоборот, существен-
но увеличивается.
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Rain Drop Motion in an Atmosphere Containing Aerosols Particles
T. R. Amanbaev*

Auezov South Kazakhstan University, 
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*e-mail: tulegen_amanbaev@mail.ru

A mathematical model is constructed for the dynamics of a raindrop moving in a gravity field through an 
atmosphere containing fine particles, taking into account the processes of relaxation of its velocity and the 
capture of fine particles. It has been established that the equation of motion of a drop in the problem posed 
belongs to the class of singularly perturbed equations, for the integration of which it is necessary to involve 
special algorithms. In the limiting modes of droplet motion, analytical solutions of the problem are obtained 
that describe the dependence of the droplet velocity and coordinate on time. In the complete formulation, 
the solutions of the problem are obtained numerically for different values of the defining parameters. The 
influence of the droplet size on the parameters of its motion in a concentrated aerodispersed mixture has 
been studied. The dependences of the limiting volume fraction of the solid component in the composition of 
the drop and the intensity of the precipitation of particles (washed out by the drop) on the earth’s surface on 
the size of the drop are obtained. Comparison of the calculated, approximate-analytical and experimental 
dependences of the steady-state rate of fall of a drop on its size was carried out, which showed their good 
agreement.

Keywords: drop, aerosols particles, Reynolds number, Stokes regime, Newtonian regime, terminal velocity, 
shear flow
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