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Проведено вихреразрешающее моделирование динамики турбулентного воздушного потока над взвол-
нованной водной поверхностью, несущего капли. Рассматриваются достаточно мелкие капли (с диаме-
тром до 300 микрон), что позволяет пренебречь их деформацией; не учитываются также столкновения 
капель между собой и их испарение и теплообмен с воздухом. Массовая концентрация капель задается 
достаточно малой, что позволяет пренебречь их воздействием на поток; поверхностная волна считается 
заданной, неизменяющейся под действием капель и ветра. Численная модель основана на решении 
трехмерных, отфильтрованных  по подсеточным флуктуациям уравнений движения воздушной фазы в 
эйлеровой формулировке и  лагранжевых уравнений движения отдельных капель. Для замыкания под-
сеточных напряжений в уравнении для скорости воздуха  используется концепция турбулентной вяз-
кости, где кинетическая энергия неразрешаемых расчетной сеткой пульсаций определяется решением 
прогностического уравнения. Проведена верификация модели сравнением с результатами прямого 
численного интегрирования полных уравнений динамики воздушной и дисперсной фаз. Получены  фа-
зово-осредненные профили скорости, потока импульса воздуха и концентрации капель для различных 
значений числа Рейнольдса несущего потока (до 105) и сценариев инжекции капель в поток.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Мелкомасштабные процессы, происходящие 
вблизи границы раздела воздушной и водной сред 
определяющим образом влияют на обмен импуль-
сом, теплом и массой между атмосферой и гидрос-
ферой. Детальное понимание физических меха-
низмов этих процессов важно для их корректной 
параметризации и учета в крупномасштабных мо-
делях прогноза погоды и климата [Thorpe, 1995].  

Воздушный пограничный слой над взволно-
ванной водной поверхностью в натурных и лабо-
раторных условиях как правило характеризуется 
наличием капель брызг. Результаты экспериментов 
показывают, что инжекция капель в воздух обу-
словлена многими факторами, такими как всплы-
вающие к поверхности и лопающиеся пузырьки, 
обрушение (или микрообрушение) поверхност-
ных волн, а также гидродинамическая неустой-

чивость индуцируемого ветром дрейфового тече-
ния, приводящая к росту возмущений на водной 
поверхности с их последующей атомизацией 
[Bortkovskii, 1987; Andreas et al., 2010; Troitskaya et 
al., 2017, 2023]. Результаты экспериментов [Andreas 
et al., 2010; Troitskaya et al., 2017] говорят о том, 
что основной вклад в объемную концентрацию 
водной фазы привносят капли с диаметром в ди-
апазоне от 100 до 300 микрон.

Определение вклада капель в процессы обме-
на в лабораторных и натурных экспериментах со-
пряжено со значительными трудностями. Поэтому 
в моделях прогноза, как правило, используются 
оценки вклада капель в потоки импульса и тепла, 
основанные на балковых параметрах задачи, таких 
как скорость ветра на высоте 10 м от поверхности 
воды, значительная высота волн, разность темпера-
тур воды и воздуха, а также средняя скорость гра-
витационного оседания капель. Подобные оценки 
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существенно зависят от задаваемых параметров и 
предположений о динамике капель и могут приво-
дить к значительному количественному разбросу 
модельных предсказаний (см., например, обзор в 
[Andreas et al., 2015]).

Более детальную картину динамики капель  
дают лагранжевы стохастические модели (ЛСМ) 
[Edson et al., 1994; Mueller, Veron, 2014; Troitskaya 
et al., 2016]. В ЛСМ решаются уравнения, где поле 
скорости несущего потока для каждой капли зада-
ется  в виде суммы средней скорости, определяемой 
профилем согласно предсказанию теории подобия 
атмосферного погранслоя, и гауссовых флуктуа-
ций. К недостаткам ЛСМ можно отнести неспособ-
ность искусственно задаваемого стохастического 
форсинга учитывать влияние на динамику капель 
когерентных вихревых структур, наличие которых 
в погранслойных течениях хорошо известно из на-
блюдений в многочисленных экспериментах (см., 
например, обзор [Robinson, 1991]).

В последнее время для исследования процессов 
обмена в атмосферном погранслое все чаще исполь-
зуется метод прямого численного моделирования 
(“Direct numerical simulation” или сокращенно DNS) 
[Peng, Richter, 2019; Druzhinin et al., 2017]. При этом 
интегрируются полные уравнения несущей и дис-
кретной фаз без привлечения каких-либо процедур 
осреднения и гипотез замыкания. В таких числен-
ных экспериментах процессы обмена полностью 
контролируются на всех физически значимых мас-
штабах, вплоть до масштаба вязкой диссипации, и 
вклады капель определяются явно. Основным не-
достатком DNS, однако, является ограничение на 
число Рейнольдса несущего воздушного потока (ос-
нованное на характерных значениях длины волны, 
скорости ветра и кинематической вязкости воздуха) 
с максимальными рассматриваемыми значениями 
порядка Re ~ 104, обусловленное конечными объе-
мами вычислительных ресурсов.

Ограничение на число Рейнольдса в численных 
расчетах может не быть столь существенным  при 
использовании метода вихреразрешающего моде-
лирования (или LES, “Large Eddy Simulation”). В 
этом случае интегрируются уравнения, простран-
ственно отфильтрованные по подсеточным (т.е., не 
разрешаемым заданной сеткой) масштабам тече-
ния. При этом в фильтрованных уравнениях дви-
жения присутствуют слагаемые, соответствующие 
подсеточным турбулентным напряжениям, расчет 
которых требует привлечения процедуры замыка-
ния относительно разрешаемых, фильтрованных 
полей. Существует множество моделей замыкания, 
обладающих как достоинствами, так и недостатка-

ми (см., например, обзоры в [Piomelli, Balaras, 2002; 
Глазунов, 2009]). 

В настоящей работе за основу взята модель LES, 
первоначально разработанная для исследования 
динамики однофазного атмосферного погранич-
ного слоя над взволнованной водной поверхностью 
в [Sullivan et al., 2008]. Позднее эта модель была 
адаптирована в [Richter et al., 2019] для моделиро-
вания динамики капель в воздушном потоке над 
взволнованной водной поверхностью в канале со 
свободной границей. Однако, в отличие от [Richter 
et al., 2019], где стационарное течение в канале под-
держивается постоянным градиентом давления, в 
настоящей работе используется постановка задачи, 
где стационарный, турбулентный воздушный по-
ток создается постоянным средним напряжением 
сдвига, поддерживаемого движением верхней пло-
ской границы с заданной постоянной скоростью 
(см. рис. 1 и обсуждение ниже). В этой постановке, 
средний градиент давления равен нулю, что обу-
словливает постоянное, однородное по вертикали, 
значение полного потока импульса воздушного по-
тока [Druzhinin et al., 2017].

Модель, рассматриваемая в настоящей работе, 
основана на решении трехмерных, отфильтро-
ванных по подсеточным флуктуациям, уравнений 
движения воздушной (несущей) фазы в эйлеровой 
формулировке и лагранжевых уравнений движе-
ния отдельных капель. Рассматриваются доста-
точно мелкие капли (с диаметром до 300 микрон), 
что позволяет пренебречь их деформацией. В ка-
честве нижней границы рассматривается стацио-
нарная поверхностная волна, задаваемая неявно 
с помощью отображения координат (обсуждае-
мого ниже). Для расчета подсеточных турбулент-
ных напряжений в уравнении для несущей фазы 
используется концепция турбулентной вязкости, 
определяемой кинетической энергией подсеточ-
ных пульсаций, для которой решается отдельное 
прогностическое уравнение, и пространственным 
масштабом, задаваемым локальным размером яче-
ек расчетной сетки. Влияние капель на несущий 
воздушный поток не учитывается, поверхностная 
волна считается заданной; не рассматриваются 
эффекты, связанные с испарением капель. Вери-
фикация модели осуществляются сравнением фа-
зово-осредненных профилей скорости и потока 
импульса несущей фазы и концентрации капель с 
результатами прямого численного моделирования 
полных уравнений динамики несущей и дисперс-
ной фаз для различных сценариев инжекции в по-
ток и размеров капель. Ниже в разделе 2 представ-
лены уравнения движения несущей и дисперсной 
фаз и способы их численного решения; в разде-
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ле 3 верификация и калибровка модели на основе  
сравнения с результатами прямого численного  
моделирования [Druzhinin, et al., 2017] при числе 
Рейнольдса воздушного потока Re = 1.5 × 104. Да-
лее в разделе 4 обсуждаются результаты вихрераз- 
решающего моделирования двухфазного воздуш-
ного потока над взволнованной водной поверх- 
ностью с числом Re = 105.

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Постановка задачи схематично представлена на 
рис. 1 и в целом эквивалентна ранее использовав-
шейся постановке расчетов прямого численного 
моделирования (DNS) в [Druzhinin et al., 2017]. Рас-
сматривается воздушный поток над взволнованной 
водной поверхностью, несущий капли. Верхняя 
граница области счета плоская и движется в на-
правлении распространения поверхностной волны 
со скоростью U0, связанной со средней, характер-
ной скоростью ветра в лабораторных или натурных 
условиях. Нижняя граница совпадает с водной по-
верхностью, на которой распространяется двумер-
ная, стационарная волна с амплитудой a, длиной λ 
и фазовой скоростью c; крутизна волны ka = 2πa/λ  
задается равной ka = 0.1. Значения U0 и λ определя-
ют масштабы скорости и длины задачи, на которые 
далее нормируются все переменные.

Фильтрованные уравнения Навье-Стокса для 
воздуха решаются численно в безразмерных пере-
менных в виде:

      

(1)

В уравнениях (2) и далее по повторяю-
щимся индексам проводится суммирование,  
x x y z i Ui i= =, , , , ;( )   1 2 3 , и P  — фильтрованные 
поля скорости и давления; число Рейнольдса опре-
деляется масштабами длины и скорости,

              
,
                      

(2)

где ν — кинематическая вязкость воздуха (≈ 0.15 см2/
сек). τij  — тензор подсеточных напряжений поля 
скорости воздуха, для которого используется пара-
метризация в виде [Sullivan, et al., 2008]:

                 

(3)
           

В выражении (3)   — турбулентная вязкость, 
определяемая полем кинетической энергии под-
сеточных пульсаций e и пространственным мас-
штабом l, задаваемым локальным размером ячеек 
расчетной сетки. Поле e вычисляется интегриро-
ванием отдельного прогностического уравнения 
[Sullivan et al., 2008]:

        

(4)           

В уравнения (3) и (4) входят модельные кон-
станты ck = 0 1.  и cD =  0 93. . Значения этих кон-
стант подобраны в предположении о наличии 
протяженной части инерционного интервала на 

Рис. 1. Схема численного эксперимента (см. текст).
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подсеточном масштабе. Применимость этого пред- 
положения для рассматриваемой конфигурации по-
тока верифицируется сравнением результатов рас-
четов LES с результатами прямого численного моде- 
лирования при Re = 1.5 × 104 (см. раздел 3 ниже).

Одновременно с уравнениями (1) и (4) для эй-
леровых полей несущей фазы решаются уравнения 
для лагранжевых скоростей и координат капель 
[Druzhinin et al., 2017]:

              

(5)

В уравнениях (5)   — координа-
та и скорость n–й капли, U i

n  — локальная, мгно-
венная скорость воздуха; производная по времени 
вычисляется вдоль траектории капли; ¢g   — без-
размерное, приведенное ускорение силы тяжести 
(обсуждаемое ниже). Поскольку отношение плот-
ности воздуха к плотности воды мало (ρa /ρw поряд-
ка 10–3), в правой части уравнения (5) фигурируют 
только силы вязкого трения и тяжести, существен-
но превалирующие над остальными силами (гради-
ента давления, Бассе, Сэфмана и присоединенной 
массы). Сила  вязкого трения включает фактор

           
f n nRe . Re .( )= +1 0 15 0 687,

        
(6)

учитывающий конечность числа Рейнольдса кап-
ли, равного

   
.
        

(7)

В силу трения входит также безразмерное время 
релаксации капли , 

                       
.
        

(8)

В локальную скорость воздуха U i
n  в правой ча-

сти уравнения (5) входят как фильтрованная ско-
рость воздуха U r ti

n ,( ) , так и вклад подсеточных 
пульсаций скорости воздуха, окружающего каплю,
u ti

n ( ) , 
  

U U r t u ti
n

i
n

i
n= ( )+, ( ).        (9)

В общем случае вклад u ti
n ( )  определяется реше-

нием стохастического уравнения в виде [Pozorski, 
Apte, 2009; Michałek, et al., 2013]:

                
(10)

     ,

где δij — символ Кронекера, w i  — дельта-коррели-
рованный, гауссовский случайный процесс с еди-
ничной дисперсией, а время корреляции подсе-
точных пульсаций вдоль лагранжевой траектории 
капли определяется как 

  

T
l

e

W

eL
s= +

















−

1 2

2 1 2

1
3

2/

/ .       

(11)

В уравнение (10) входят поправки, обусловлен-
ные инерцией капель и зависимостью распределе-
ния кинетической энергии подсеточных пульса-
ций от расстояния (η) от местоположения капли до 
водной поверхности. Физический смысл аппрокси-
мации (11) для времени корреляции  состоит в том, 
что время корреляции пульсаций скорости воздуха 
вдоль траектории капли уменьшается с увеличе-
нием скорости ее оседания Ws  благодаря эффекту 
«пересечения траекторий» [Wells, Stock, 1983]; Ws   
находится численным решением методом Ньютона 
уравнения для установившегося движения капли 
(5) в покоящемся воздухе: 

     
.
      

(12)

Последнее слагаемое в правой части выраже-
ния (10) учитывает эффекты, связанные с неодно-
родностью распределения кинетической энергии 
подсеточных пульсаций воздуха с расстоянием до 
водной поверхности [Michałek, et al., 2013].

В случае однородной турбулентности в преде-
ле больших значений Re значение константы С в 
правой части уравнения (10) связано с значени-
ем константы Колмогорова структурной функции 
скорости в инерционном интервале спектра. В 
рассматриваемом случае турбулентного воздуш-
ного потока над взволнованной поверхностью с 
Re = O 10 -104 5( )  значение С  ≈  2.3 определяется 
согласием результатов предсказаний модели для 
фазово-осредненного профиля концентрации ка-
пель с результатами прямого численного интегри-
рования полных уравнений динамики воздушной и 
дисперсной фаз для различных сценариев инжек-
ции капель в поток (см. ниже обсуждение в раз- 
деле 3 и рис. 4, 5).
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Следует отметить, что, как показывают резуль-
таты вихреразрешающего моделирования двух-
фазных турбулентных потоков в каналах, вклад 
подсеточных пульсаций в динамику частиц может 
существенным образом влиять на распределение 
поля их концентрации (см. напр. [Michałek, et al., 
2013]). Однако в [Richter, et al., 2019] вклад подсе-
точных пульсаций не учитывался, поскольку в этих 
расчетах  их кинетическая энергия быстро спадала 
с расстоянием до водной поверхности и оказыва-
лась пренебрежимо малой по сравнению с кине-
тической энергией пульсаций фильтрованного 
поля скорости. В настоящей работе вклад u ti

n ( )  не 
отбрасывается с целью проверки обоснованности 
предположения о его малости путем сравнения ре-
зультатов LES с результатами прямого численного 
моделирования. 

Расчеты проводятся в системе отсчета, движу-
щейся с фазовой скоростью волны. При этом ис-
пользуется конформное преобразование коорди-
нат декартовой системы в вертикальной плоскости,  
x(ξ,η) и z(ξ,η), в виде [Druzhinin, et al., 2017]:

                 
(13)

где безразмерное волновое число k = 2π. Преобра-
зование (13) переводит область с волнообразной 
нижней границей в область, ограниченную нижней 
плоской границей при η = 0. Форма водной поверх-
ности z x ts ( , ) задается неявно преобразованием (13) 
и с точностью до членов второго порядка малости 
по ka совпадает с решением, описывающим вол-
ну Стокса [Gent, Taylor, 1976]. Используется так-
же дополнительное преобразование вертикальной 
координаты, обеспечивающее сгущение узлов рас-
четной сетки по вертикали и разрешение больших 
градиентов в пограничных слоях, формирующихся 
вблизи верхней и нижней границ области счета. 

Следует отметить, что сгущение узлов сетки у 
верхней и нижней границ позволяет разрешать с 
достаточной точностью поля обтекания в окрест-
ности поверхностных волн, а также течение в вяз-
ком подслое. Такое разрешение в особенности не-
обходимо для применимости в расчетах условий 
инжекции капель, которая, согласно данным не-
давних лабораторных экспериментов [Troitskaya et 
al., 2017], происходит вблизи водной поверхности 
благодаря развитию гидродинамической неустой-
чивости возмущений поля скорости в приповерх-
ностном водном слое.  

Уравнения (1) решаются численно с использо-
ванием метода Адамса–Бэшфорта второго порядка 

точности в области 0 ≤ ξ ≤ 6, –2 ≤ y ≤ 2, 0 ≤ η ≤1 
на разнесенной сетке. Используется метод расще-
пления, и уравнение Пуассона для давления реша-
ется методом итераций с помощью преобразова-
ния Фурье в горизонтальной плоскости и методом 
Гаусса по вертикальной координате. Локальная 
скорость воздуха в местоположении каждой кап-
ли определяется с помощью Эрмитовой интерпо-
ляции [Fletcher, 1991; Белоцерковский, 1984]. Все 
поля являются периодическими по горизонталь-
ным координатам. На верхней и нижней (движу-
щихся) границах ставятся условия Дирихле для 
полей скорости воздуха и нулевое условие для ки-
нетической энергии подсеточных пульсаций. На 
нижней границе задается двумерное поле скоро-
сти, определяемое потенциальным решением для 
волны Стокса на глубокой воде второго порядка 
точности по крутизне волны [Филлипс, 1980].

При инициализации расчетов задается поле ско-
рости слабо возмущенного ламинарного течения 
Куэтта (с амплитудой флуктуаций порядка 0.1  %). 
По истечении переходного процесса турбулентное 
течение становится статистически стационарным, 
и в воздушный поток случайным образом инжек-
тируются капли с изначально равномерным про-
странственным распределением, диаметром в ди-
апазоне от 100 до 300 µm, и со скоростью, равной 
мгновенной скорости окружающего воздуха. Кап-
ли, достигающие верхней границы или падающие 
на водную поверхность, ре-инжектируются, так что 
полное число капель поддерживается постоянным 
(равным 106) на протяжении всего времени счета. 
Рассматриваемое число капель достаточно велико, 
и погрешности, связанные с усреднением и опреде-
лением статистических характеристик дисперсной 
фазы, пренебрежимо малы.

Поскольку известные данные натурных и лабо-
раторных наблюдений не позволяют определить 
параметры инжекции капель в воздушный поток, 
в математических моделях рассматриваются раз-
личные сценарии [Peng, Richter, 2019; Druzhinin et 
al., 2017; Richter et al., 2019; Druzhinin 2021]. В на-
стоящей работе рассматриваются сценарии, когда 
капли инжектируются либо вблизи гребней волн, 
либо с однородным пространственным распреде-
лением по фазе волны. Частицы инжектируются 
на границе вязкого подслоя и в буферной области 
пограничного слоя со скоростями, равными либо 
скоростям соответствующих Лагранжевых частиц 
в поверхностной волне, либо локальной скорости 
воздуха. 

Известные данные экспериментов и наблю-
дений говорят о том, что для капель с диаметром 
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около 200 µm отношение произведения скорости 
оседания капли в покоящейся среде (равной про-
изведению τdg ׳, где τd определяется в (8)) к произ-
ведению постоянной Кармана и скорости трения, 
Ƙu*, порядка единицы. Соответственно, приведен-
ное значение ускорения гравитации g ׳ определяет-
ся таким образом, что это условие выполняется для 
рассматриваемых параметров воздушного потока.

По достижении стационарного режима течения 
рассчитываются статистические характеристики 
поля течения воздушного потока и динамики ка-
пель. Фазово-осреднённые поля находятся с по-
мощью осреднения по поперечной координате, 
времени и «оконным» (определяемым длиной вол-
ны) осреднением по продольной координате. Вер-
тикальные профили получаются дополнительным 
осреднением фазово-осреднённых полей по про-
дольной координате.

3. ВЕРИФИКАЦИЯ МОДЕЛИ

С целью верификации вихреразрешающей 
(LES) модели, представленной выше, проводились 
расчеты для числа Рейнольдса воздушного пото-
ка  (3) равного Re  =  1.5  ×  104 на сетке, состоящей 
из 180 × 120 × 90 узлов. С одной стороны, рассма-
триваемое Re достаточно велико (соответствующее  
число Рейнольдса, основанное на скорости трения 
u* ≈ 0.03U0, равно Re* = u*λ/ν ≈ 500) и позволяет до-
стичь воздушному потоку состояния полностью 
развитой турбулентности. С другой стороны, в 
этом случае результаты можно сравнить с соот-
ветствующими результатами прямого численного 
(DNS) моделирования, проводившегося для тех же 
конфигурации и параметров течения, но с исполь-
зованием сетки из 360 × 240 × 180 узлов [Druzhinin, 
et al., 2017]. Во всех рассматриваемых случаях за-
давалась крутизна поверхностной волны ka  = 0.1. 
Расчеты проводились для капель с диаметром в 
диапазоне от 100 до 300 µm, как для сценариев од-
нородной, так и неоднородной инжекции капель 
со скоростью, равной скорости лагранжевых ча-
стиц в поверхностной волне. Кроме того, чтобы 
оценить вклад в динамику капель подсеточных 
флуктуаций, проводились также расчеты и без ис-
пользования стохастического форсинга. Сравне-
ние расчетов DNS и LES представлено на рис. 2–5.

На рис. 2 показаны профили скорости воздуш-
ного потока U x (a) и компонент её среднеквадра-
тичных флуктуаций ¢U i (i x y z= , , ,  b, c, d ), полу-
ченные в расчетах LES и DNS осреднением по 
поперечной и продольной координатам y и ξ и вре-
мени. Профили средней скорости также сравнива-
ются с асимптотикой 

             
(14)

где Ƙ = 0.4 – постоянная Кармана; η0 — параметр 
шероховатости водной поверхности, определяе-
мый как вязкостью воздуха, так и амплитудой волн  
[Zeng et al., 1998]. В рассматриваемом случае этот 
параметр задается в виде [Druzhinin, 2021]

               
.
      

(15)

Сравнение результатов расчетов LES и DNS 
на рис. 2 показывает хорошее согласие для вер-
тикальных профилей средней скорости (рис. 1а, 
различие порядка 5  %), и неплохое согласие для 
профилей флуктуаций скорости (рис. 1b,c,d, раз-
личие порядка 10–15 %). Из рисунка видно также, 
что амплитуда подсеточных пульсаций сравнима 
с амплитудой флуктуаций фильтрованной скоро-
сти вблизи водной поверхности (при η  ≈  0.01), и 
становится пренебрежимо малой на достаточном 
удалении от поверхности (при η  >  0.05). Наблю-
дается также неплохое согласие профилей фазо-
во-осредненных горизонтальной и вертикальной 
компонент скорости, давления и потока импульса

      ,      (16)

представленных на рис. 3.
Как видно из рис. 2 (b,c,d), кинетическая энер-

гия подсеточных флуктуаций скорости мала по 
сравнению с амплитудой фильтрованной турбу-
лентности на достаточном удалении от водной по-
верхности (при η > 0.1). Профиль средней скорости 
здесь следует логарифмической асимптотике  (14). 
Этот же комментарий можно отнести и к случаю 
с Re  = 105  (см. рис. 6 ниже). Таким образом, под-
сеточный поток импульса в этой области мал по 
сравнению с потом импульса фильтрованной ком-
поненты турбулентности. С другой стороны, ри-
сунок 3 (g,h) показывает, что в приповерхностном 
воздушном слое (η < 0.1) распределение фазово-о-
средненного потока импульса фильтрованной тур-
булентности в LES довольно хорошо согласуется с 
турбулентным потоком импульса в расчетах DNS. 
Небольшие отличия могут быть связаны с влияни-
ем подсеточной компоненты турбулентности в об-
ласти η < 0.01, где ее амплитуда сравнима с ампли-
тудой фильтрованной компоненты. По-видимому, 
согласие расчетов LES и DNS на рис. 2 и 3 может 
быть улучшено благодаря коррекции замыкания (3) 
и модельных констант для рассматриваемой кон-
фигурации потока при значениях Re = O(104 – 105).  
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Этот вопрос требует дополнительного исследова-
ния, выходящего за рамки настоящей работы. 

На рис. 4 и 5 представлены фазово-осреднен-
ный и средний вертикальный профили поля кон-
центрации капель для различных сценариев их 
инжекции в поток. На рис. 5 также приводятся 
профили концентрации в расчетах LES без ис-
пользования стохастического форсинга. Мгно-
венное поле концентрации определяется согласно

               
,
      

(17)

где w r rn( , )   — геометрический весовой коэффи-
циент, обратно пропорциональный расстоянию 
между n-й каплей с координатами r x y zn n n n= ( ), ,  
и узлом сетки с координатами r x y z=  ( ), , ;  Ωg

n   – 

объем рассматриваемой ячейки сетки. Для каждой 
капли коэффициенты w r rn( , )  (их всего восемь – 
по числу ближайших, окружающих каплю, узлов 
ячейки) нормируются таким образом, что их сумма 
равна единице. Таким образом, значения концен-
трации капель экстраполируются на узлы эйлеровой  
расчетной сетки. Расчеты фазово-осредненного и 
среднего профилей осуществляются аналогично 
этой процедуре для полей скорости. 

Как видно из рис. 4, результаты расчетов LES и 
DNS для концентрации капель довольно хорошо 
согласуются во всех рассмотренных случаях. При 
этом, как показывает рис. 5, применение форсин-
га (для учета подсеточных флуктуаций в динамике 
капель) незначительно улучшает согласие профи-
лей концентрации в случае неоднородной инжек-
ции (~ на 10%) и практически  не влияет на про-
фили C в случае однородной инжекции. 

Рис. 2. Профили средней скорости U x  (a) и ее среднеквадратичных флуктуаций ¢U i  ( i x y z= , , , b-d ). Результаты 
расчетов LES и DNS черным и синим цветом; η – расстояние от водной поверхности. Асимптотика (14) — коротким 
штрихом (а); среднеквадратичная скорость подсеточных флуктуаций — длинным штрихом (b,c,d).
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Рис. 3. Распределение фазово-осредненных полей горизонтальной (a,b) и вертикальной (c,d) компонент скорости, 
давления (e,f) и потока импульса (g,h) в расчетах DNS (a,c,e,g) и  LES (b,d,f,h) в приповерхностном воздушном слое 
(z < 0.1). Инкремент изолиний 0.02 (a,b), 0.001 (c,d), 0.2 (e,f), и 5 × 10–5 (g,h). Отрицательные значения показаны 
штрихом.

Рис. 4. Распределение фазово-осредненных полей концентрации капель в случаях однородной (a,b) и неоднородной 
(c,d) инжекции в расчетах DNS (a,c) и LES (b,d). Инкремент изолиний 4 × 10–5 (a,b) и 10–4 (c,d).

Заметим, что в работе [Richter et al., 2019] ис-
следовалось распределение капель в воздушном 
потоке над взволнованной водной поверхностью 
в канале со свободной верхней границей с параме-
трами, близкими к параметрам потока в настоящей 
работе. При этом стохастический форсинг не ис-
пользовался в предположении, что его влияние на 
динамику капель мало. Результаты настоящей ра-
боты дают основание для пренебрежения форсин-
гом в рассматриваемом случае. 

4. РЕЗУЛЬТАТЫ ВИХРЕРАЗРЕШАЮЩЕГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ ПРИ RE = 105 

Модель LES, обсуждаемая выше, была за-
действована для расчетов двухфазного потока 
над водной поверхностью с числом Рейнольдса  
Re = 105, Re .* »3000  Расчеты проводились с исполь-
зованием сетки из 360 × 240 × 180 узлов. Остальные 
параметры модели задавались такими же, как и в 
расчетах LES при Re = 1.5 × 104 (Re ≈ 500). Резуль-
таты представлены на рис. 6 и 7.
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Рис. 5. Профили средней концентрации капель C в расчетах DNS (длинным штрихом) и LES для случаев неодно-
родной (a) и однородной (b) инжекции. Коротким штрихом обозначены профили в LES без применения стохасти-
ческого форсинга.

Рис. 6. Профили средней скорости U x  (a), кинетической энергии пульсаций фильтрованного поля скорости и под-
сеточных пульсаций (b), и концентрации капель (c) в расчетах LES с числом Рейнольдса Re = 105. Расстояние от 
водной поверхности, равное высоте вязкого подслоя (η = 5η*) и амплитуде волны (η = a) отмечено коротким штри-
хом (а). Штрихом отмечена асимптотика (14) (а), кинетическая энергия подсеточных пульсаций (b), и концентрация 
капель в LES без использования стохастического форсинга (с).

На рис. 6 приводятся профили средних полей 
скорости воздушного потока (6a), кинетической 
энергии фильтрованного поля скорости воздуха 
и подсеточных пульсаций (6b), и концентрации 
капель (как с учетом, так и без учета стохастиче-
ского форсинга) (6c). Как видно из рис. 6а, сгу-
щение узлов сетки у водной поверхности обеспе-
чивает необходимое разрешение поля скорости 
воздуха как области вблизи границы вязкого под-
слоя (η  ≈  5η*  ≈  1.8  ×  10–3), так и в буферном слое 
и на расстоянии порядка амплитуды волны (в слое 
η ≈ a ≈ 0.016), позволяя таким образом отслеживать 
форму водной поверхности. На достаточном уда-
лении от поверхности профиль скорости следует 

логарифмическому закону и хорошо описывается 
асимптотикой (14). Из рис. 6b также видно, что 
в области вне вязкого подслоя (η  >  0.02 ) кинети-
ческая энергия турбулентности фильтрованного 
поля скорости E растет и значительно превышает 
значение энергии подсеточных пульсаций e, что 
обусловливает слабое влияние стохастического 
форсинга на распределение концентрации капель 
(рис. 6c).

Фазово-осреднённые поля скорости, давления и 
потока импульса воздушного потока (на рис. 7a–d) 
качественно мало отличаются от соответствующих 
распределений полей в расчетах при Re = 1.5 × 104, 

что дает основание полагать, что поле средней ско-
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рости при Re  =  105 по-прежнему остается безот-
рывным [Druzhinin, et al., 2017]. На рис. 7e,f и 7g,h 
показаны профили концентрации капель (17) и 
силы F r( ),  с которой капли воздействуют на воз-
душный поток при учете их взаимодействия с воз-
духом (обозначения те же, что и в (17)), определяе-
мой согласно

   

(18)

Расчеты профилей проводились для двух раз-
личных сценариев ре-инжекции падающих в воду 
капель  — со скоростями частиц в поверхностной 
волне (рис. 7e,g) и со скоростями, равными локаль-
ной скорости воздуха (рис. 7f,h). В обоих случаях 
инжекция производилась в окрестности гребней 
волн. Рисунки показывают, что сценарий инжек-
ции мало влияет на профиль концентрации, но ко-
ренным образом, качественно влияет на характер 
воздействия частиц на поток: капли, инжектиру-
емые со скоростью поверхностной волны, в сред-
нем тормозят поток на наветренном склоне волны, 

т.к. в этой области F
x
<0 , в то время как капли, 

инжектируемые со скоростью воздуха, ускоряют 
поток на подветренном сколе, т.к. здесь F

x
>0  . 

Этот результат также согласуется с выводами по 
расчетам DNS, проводившимся  в [Druzhinin et al., 
2017] при Re = 1.5 × 104. 

5. ВЫВОДЫ

Представлена математическая модель и прове-
дено вихреразрешающее моделирование динамики 
турбулентного воздушного потока над взволно-
ванной водной поверхностью, несущего мелкодис-
персные капли. Математическая модель основа-
на на решении трехмерных, отфильтрованных по 
подсеточным флуктуациям, уравнений движения 
воздушной (несущей) фазы в эйлеровой формули-
ровке и  уравнений движения отдельных капель в 
лагранжевой формулировке. Для замыкания под-
сеточных напряжений поля скорости воздуха ис-
пользована концепция турбулентной вязкости, где 
кинетическая энергия неразрешаемых расчетной 
сеткой пульсаций определяется решением прогно-
стического уравнения. Рассмотрены достаточно 
мелкие капли (с диаметром до 300 микрон), что 
позволяет пренебречь их деформацией, не учиты-
ваются также столкновения капель между собой, 

Рис. 7. Распределение фазово-осредненных полей горизонтальной  и вертикальной компонент скорости (a,b), дав-
ления (c) и потока импульса (d) воздушного потока, и концентрации (e,f) и силы воздействия капель на воздух (g,h) в 
расчетах LES с Re = 105 в приповерхностном воздушном слое (z < 0.1). Отрицательные значения показаны штрихом.
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их теплообмен с воздухом и испарение. Массовая 
концентрация капель задается достаточно малой, 
что позволяет пренебречь их воздействием на по-
ток; поверхностная волна считается заданной, 
неизменяющейся под действием капель и(или) 
ветра. Проведена верификация модели сравнени-
ем с результатами прямого численного интегри-
рования полных уравнений динамики воздуш-
ной и дисперсной фаз для различных сценариев 
инжекции в поток и размеров капель. Получены  
фазово-осредненные профили скорости, потока 
импульса воздуха и концентрации капель для зна-
чений числа Рейнольдса несущего потока до 105, 
которое на порядок превышает типичные значе-
ния Re, задаваемые при проведении прямого чис-
ленного моделирования.

Следует отметить, что в настоящей работе не рас-
сматриваются процессы испарения и конденсации 
капель, и теплообмен между каплями и воздухом. В 
качестве следующего этапа развития модели плани-
руется дополнить ее соответствующими модулями 
расчета полей температуры и влажности воздуха и 
уравнениями для температуры и массы капель. До-
полненная таким образом модель позволит учесть 
процессы обмена явным и скрытым теплом между 
каплями и воздухом и оценить вклад капель в тепло-
обмен между атмосферой и океаном, в том числе в 
условиях тропических и полярных циклонов. 
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LARGE-EDDY SIMULATION OF A DROPLET-LADEN AIR-FLOW  
OVER A WAVED WATER SURFACE

O. A. Druzhinin*

Instiute of applied physics RAS, Nizhny Novgorod ул. Ульянова 46, 603950, Russia 
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Large-eddy simulation of the dynamics of a turbulent, droplet-laden air-flow over a waved water surface has been 
carried out. Sufficiently small droplets (with diameter up to 300 micron) are considered which allows us to neglect 
their deformation. Collisions between the droplets as well as their evaporation are also not taken into account. 
The droplet mass fraction is prescribed sufficiently small, such that their impact on the air-flow is negligible; 
the surface wave is prescribed and not affected by either droplets or air-wind. Numerical model is based on the 
solution of three-dimensional, filtered over subgrid-scale fluctuations, Eulerian equations of air-phase motion, 
and thr Lagrangian equations of individual droplets motion. A turbulent-viscosity concept is employed for the 
closure for the subgrid stresses in the air-velocity equations where the kinetic energy of the pulsations unresolved 
by the mesh is determined by the solution of a prognostic equation. The model is verified by a comparison 
with the results of a direct numerical simulation of the full equations of motion of the air and dispersed phases. 
Phase-averaged profiles of the air velocity and momentum flux and droplet concentration for different Reynolds 
numbers of the carrier flow and droplet injection scenarios are obtained.

Keywords: waved water surface, air flow, droplets, large-eddy and direct numerical simulation


