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Проводится сравнительный анализ свойств двумерных инфинитезимальных периодических воз
мущений, распространяющихся по поверхности несжимаемой жидкости в различных представле
ниях плотности среды. Рассматриваются стратифицированные и однородные по плотности вязкие 
или идеальные жидкости. Расчеты проводятся методами теории сингулярных возмущений. При
ведены дисперсионные соотношения и  графики зависимостей фазовых и  групповых скоростей 
для поверхностных волн в физически наблюдаемых переменных. Отмечается изменение смысла 
дисперсионных соотношений при переходе от идеальных жидкостей к вязким, а также от одно
родных к  стратифицированным. Учет влияния электрического заряда качественно не изменяет 
характер двумерных дисперсионных соотношений. Повышение поверхностной плотности элек
трического заряда приводит к уменьшению длины волны при фиксированной частоте и не оказы
вает заметного влияния на тонкую структуру периодического течения.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Исследования колебаний и  волн в  жидко
стях, описания которых восходят к доисториче
ским временам, сохраняют свою актуальность 
вследствие научной содержательности предмета 
и  важности практических приложений приме
нительно к динамике атмосферы, океана и вза
имодействия сред. Результаты изучения волн 
активно используются в других разделах науки, 
прежде всего в  математике и  механике. Исто
рически исследования были ориентированы 
на идентификацию и  определение свойств от
дельных типов волн – вначале гравитационных 
и акустических, затем внутренних в толще жид
кости на поверхностях разрыва плотности или 
при ее непрерывном изменении, позднее – ка
пиллярных, инерционных и гибридных. На ос
нове описаний отдельных волновых процессов 
на поверхности однородной жидкости, приве
денных в известных трактатах [Лэмб, 1949; Ко
чин и др., 1963; Ландау, Лифшиц, 1944; Ле Блон, 
Майсек, 1981] и  многих других, составлялись 

методики проведения экспериментов в лабора
торных и  натурных условиях и  интерпретации 
их результатов.

Следует отметить, что уже в основополагающих 
работах и Л. Эйлера [Euler, 1757], и Дж.Г. Стокса 
[Stokes, 1845, 1847, 1851] отмечалась необходи
мость учета “гетерогенности жидкости”, обуслов
ленной неоднородностью распределений плотно
сти и ее расслоением в поле силы тяжести. Одна
ко уровень развития математического анализа не 
позволял включать этот важный факт в изучаемые 
модели. В  последующем изучение природы из
менений плотности жидкости в  целом, морской 
воды и  атмосферы в  частности, успешно разви
лось и  составило особый раздел наук об океане 
и атмосфере, посвященный составлению и анали
зу уравнений состояния [Feistel, 2018; Harvey et al., 
2023]. В процессе выполнения обширных циклов 
экспериментальных и  теоретических исследова
ний были установлены основные закономерности 
распределения плотности в  окружающей среде, 
выделены тонкая структура профилей [Федоров, 
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1976; Попов и др., 1979], идентифицированы ме
ханизмы ее формирования.

Постепенно, по мере накопления фактов 
и  развития техники математического анализа, 
стали все более активно изучаться такие скры
тые виды течений, как внутренние волны [Гав
рилов, Попов, 2022], существование которых 
обеспечивается устойчивостью распределения 
плотности – стратификацией, и  дискретной 
[Chandrasekhar, 1961], и непрерывной [Лайтхилл, 
1981]. Постепенно стали проводится оценки вли
яния неоднородности плотности на поверхност
ные волны [Очиров, Чашечкин, 2022]. Активно 
исследуются внутренние волны различных клас
сов и в атмосфере [Зайцева и др., 2022].

Теоретические исследования волн проводятся 
как на основе полной системы фундаментальных 
уравнений механики жидкостей [Ландау, Лиф
шиц, 1944; Chashechkin, 2021a], так и ее редуци
рованных версий, когда в  уравнениях сохраня
ются только члены, описывающие переменность 
плотности, но пренебрегается физическими 
процессами, обеспечивающими ее непостоян
ство. Учет условия совместности при анализе 
системы линеаризованных уравнений методами 
теории сингулярных возмущений [Найфэ, 1984] 
позволил выделить лигаменты – тонкие компо
ненты, дополняющие волны в  периодических 
течениях в  толще [Chashechkin, 2021b] и  на по
верхности вязкой стратифицированной жидко
сти [Chashechkin, Ochirov, 2022]. Поверхност
ные волны и  тонкие структуры поверхностных 
течений вызывают интерес в связи с переносом 
вещества [Чашечкин, 2022] в том числе и на мик
роуровне [Дружинин, 2022].

В настоящей работе проведен сравнительный 
анализ свойств периодических течений на по
верхности жидкости в  распространенных пред
ставлениях распределения плотности идеальной 
и вязкой среды с учетом влияния поверхностного 
электрического заряда.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Результаты математического изучения влияния 
неоднородности плотности на свойства периоди
ческих течений в  толще жидкости, проведенного 
в работе Рэлея [Rayleigh, 1882], в которой была рас
считана предельная частота бегущих внутренних 
волн или частота собственных колебаний инфини
тезимального объема, смещенного по вертикали из 
положения равновесия (частота плавучести) в не
прерывно стратифицированной жидкости, по не

известным причинам выпали из научного оборота. 
Важность этого параметра показали эксперимен
тальные исследования колебаний шаровзондов 
В. Вяйсяля [Väisälä, 1925] и  спектров осцилляций 
давления атмосферы Д. Брента [Brunt, 1927]. В це
лях упрощения математического описания в теоре
тических исследованиях внутренних волн активно 
используется экспоненциальное распределение 
плотности с  глубиной [Лайтхилл, 1981]. Позднее 
было найдено преобразование масштабов, позво
ляющее получать уравнения внутренних волн с по
стоянными коэффициентами при любом гладком 
распределении плотности по глубине [Кистович, 
Чашечкин, 1998].

Математическая формулировка задачи ос
нована на редуцировании системы фундамен
тальных уравнений [Ландау, Лифшиц, 1944; 
Chashechkin, 2021a], в которой оставлены только 
уравнения Навье–Стокса и неразрывности. Так
же в анализируемой модели отсутствует уравне
ние состояния, которое заменяется выбранным 
распределением плотности. Такое упрощение 
позволяет получить более простые выражения 
для поверхностных возмущений, но приводит 
к потере компонентов, отвечающих за волновое 
возмущение физически наблюдаемых величин 
(например, температуры и/или солености).

Рассматривается полубесконечная жидкость, 
занимающая нижнее полупространство < 0z  
в прямоугольной декартовой системе координат 
Oxyz , в  которой ось Oz  направлена в  сторону, 
противоположную направлению действия поля 
сил тяжести g, а плоскость Oxy  совпадает с равно
весной поверхностью жидкости. Рассматривают
ся плоские течения, движение жидкости счита
ется независимым от горизонтальной координа
ты y. Поверхность жидкости характеризуется ко
эффициентом поверхностного натяжения σ.

При учете влияния поверхностного электриче
ского заряда жидкость считается идеально прово
дящей (поскольку характерное время волновых 
процессов намного превышает характерные време
на релаксации электрического заряда). На поверх
ности идеально проводящей жидкости, помещен
ной в вертикальное электростатическое поле с на
пряженностью E0, наводится электрический заряд 
с поверхностной плотностью 0 0 4E= πκ . Волновое 
возмущение поверхности вызывает изменение 
электрического потенциала Φ , который можно 
представить в виде суммы составляющей Φ = −0 0E z  
и волновой добавки Φ .

ОЧИРОВ, ЧАШЕЧКИН
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В  природных условиях отношение изменчи
вости плотности и ее вариаций q к невозмущен
ному значению на нулевом уровне 00ρ  в течении 
обычно является малым [Федоров, 1976], что по
зволяет представлять ее распределение в виде
              ( ) ( ) ( )( )00 001 , ,ρ = ρ + = ρ + ρq r z x z t , (1)

где функция ( )r z  задает исходную стратификацию, 
а  ( ), ,ρ x z t  – волновое возмущение плотности.

Наиболее часто используемые модели исход  
ной стратификации – экспоненциально стра 
тифицированная жидкость ( ( ) ( )= − Λexper zz )  
и  линейно стратифицированная жидкость 
( ( ) = − Λ1lr zz ), которые характеризуются мас
штабом стратификации 1

dln / d
−Λ = ρ z . Для 

сравнения моделей экспоненциально и линейно 
стратифицированных жидкостей проанализиру
ем изменение градиента плотности с  глубиной. 
В случае экспоненциальной стратификации гра
диент плотности с глубиной меняется по закону:

   
                    

( )00 00 exper zd z
dz

ρ ρρ  = − = − −  Λ Λ Λ
.           (2)

В случае линейно стратифицированной жид
кости величина градиента плотности не зависит 
от глубины:

                                00d

dz

ρρ = −
Λ

.                             (3)

Для небольших изменений вертикальной ко
ординаты Λz  различия градиентов плотно
сти в моделях экспоненциально и линейно стра
тифицированных сред незначительны. Числен
ные оценки показывают, что на глубинах мень
ших, чем 10% от масштаба стратификации, раз
личия в величинах градиента плотности незамет
ны, и с высокой степенью точности одна модель 
может заменяться другой. Для сильно стратифи
цированной жидкости с  частотой плавучести 
N ~ 1 c–1 масштаб стратификации принимает зна
чение Λ ~ 10 м, а для слабо стратифицированных 
сред – Λ ~ 100 км.

При сделанных допущениях система уравне
ний движения вязкой стратифицированной жид
кости принимает вид:

 ( )( )
:

div 0,

t

t

P
z

ρ = ρ ∆ − ∇ + ρ∂ + ⋅∇< ζ 
∂ ρ + ⋅∇ρ + ρ =

u gu u u

u u

ν
 (4)

                    : 0z > ζ ∆Φ = ,           (5)

где (u,0,w)=u  – скорость жидкости, 
( ) ( ) ( )( )00, , , ,x z tρ = ρ = ρ + ρr z x z t  – плотность, 

уровень z = ζ  определяет положение свободной 
поверхности, а  00ρ  – плотность на равновесном 
уровне = 0z . Давление жидкости P складывает
ся из атмосферного 0P , гидростатического, вол
нового P  и давления, создаваемого электроста
тическим полем с напряженностью 0:

      ( ) ( )
2
0

0 , , , ,
8 z

E
P P gd Px t x z t

ζ

= + + ρ ξ +ξ
π ∫  . (6)

Система дополняется стандартными гранич
ными условиями: кинематическим, динамиче
ским и  на электрический потенциал на свобод
ной поверхности жидкости

 ( ) ( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )0 00

0
0

:
div 2 0

0,

t z z

z
P P r z

∂ + ⋅∇ =− ζ − ζ
τ ⋅ + ⋅ = ⋅∇ τ ⋅∇= ζ  − − σ − ρ + ρ =⋅∇

Φ =

u
nu un
n n un ν

 
(7)

 ( )
( ) ( ) ( )2 2

, .
1 1

x x z x x z

x x

z

z

−∂ ζ + + ∂ ζ∇ − ζ
= = τ =

∇ − ζ ∂ ζ ∂ ζ+ +

e e e e
n

Здесь n и τ – вектора внешней нормали и каса
тельной к свободной поверхности соответственно.

Отыскиваются периодические по го
ризонтальной координате x решения вида 

( )exp xA ik x i t− ω , распространяющиеся в положи
тельном направлении оси Ox. Для периодических 
возмущений, распространяющихся в противопо
ложном направлении, анализ будет аналогичным 
с  точностью до смены знака в  выражении для 
волнового вектора.

Задача решается в приближении Буссинеска, 
когда плотность считается постоянной во всех 
слагаемых, кроме содержащих ускорение сво
бодного падения. Также добавляется условие 
несжимаемости жидкости. Для описания пло
ского поля скоростей вводится функция тока ψ:

            ,z xu w= ∂ ψ = −∂ ψ  . (8)

После проведения процедуры сноса гранич
ных условий на равновесный уровень = 0z  и по
следующей линеаризации уравнений и  гранич
ных условий математическая формулировка за
дачи принимает вид:
           

( )

( )

00 00

00 00

00 00

, ,

0
0 : 0

0

0 : 0,

x xz

tz z x

tx x z

t x

g g dx t

P
z P

dr z

dz
z

 ρ ∂ ζ + ρ ∂ ρ ξ +ξ 
 ρ ∂ ψ − ρ ∂ ∆ψ + ∂ = < −ρ ∂ ψ + ρ ∂ ∆ψ + ∂ =  ∂ ρ − ∂ ψ = 

> ∆Φ =

∫ 









ζ

ν
ν

   
 (9)
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0

0

2 0
4

00 :
0

0.

zx xx z

t x

zz xx

E
P

z

E

 + ρ ∂ ψ + σ∂ ζ − ∂ Φ = π∂ ζ + ∂ ψ == 
∂ ψ − ∂ ψ =

Φ − ζ =






ν

 
(10)

В природе, как правило, встречаются жидко
сти с малой вязкостью или малой частотой пла
вучести, а также среды, у которых оба эти пара
метра малы. Малые параметры в таких системах 
обеспечивают малость множителей при слагае
мых, содержащих старшие производные. В этом 
случае система (9) относится к классу сингулярно 
возмущенных систем уравнений [Найфэ, 1984], 
а ее полное решение отыскивается методом тео
рии сингулярных возмущений с учетом условия 
совместности.

3. РЕШЕНИЕ ЛИНЕАРИЗОВАННОЙ ЗАДАЧИ

Решение линеаризованной задачи (9)–(10) 
ищется в виде периодических возмущений:

 ( )

( )
( )

( )
exp

exp . .
exp
exp

zm

m
x

zm

zm

k zY
A

ik x i t C Ck zF
P k zP

Φ

 ψ 
 ζ  − ω= +  Φ        





 
(11)

Здесь , , ,m m m mY A F P  – амплитуды соответствую
щих величин, а  символом C.C. обозначены 
комплексно сопряженные слагаемые. Симво
лом 0ω >  обозначена положительно опреде
ленная частота периодического движения, 
а символами Φ, ,x zk  – компоненты волновых век
торов = +1 2ik k k , которые могут быть комплекс
ными.

Перекрестное дифференцирование уравне
ний (9) позволяет получить следующее урав
нение для функции тока и возмущения плот
ности:
 0t xgν∂ ∆ψ − ∆∆ψ − ∂ ρ = . (12)

Использование уравнение неразрывности по
зволяет перейти от (12) к выражению, содержа
щему только функцию тока:
 ( )

0tt t xx

dr z
g

dz
ν∂ ∆ψ − ∂ ∆∆ψ − ∂ ψ =

 
. (13)

В модели линейно стратифицированной сре
ды ( ( ) = − Λ1r zz ) или для малых z  по сравнению 
с  Λ  в модели экспоненциально стратифициро
ванной среды выражение (13) упрощается и при 
нулевой вязкости сводится к уравнению Соболе
ва [Соболев, 1954].

Подстановка вида решения (11) в уравнение 
Лапласа для добавки к электрическому потен
циалу (9) и  в  уравнение (13) приводит к  дис
персионным соотношениям, связывающим 
компоненты волнового вектора волны с часто
той ω:
                            Φ =2 2

z xk k ,                                            (14)

( )( ) ( ) 22 2 2 2 0xx z x z

dr z
g kk k i k i k

dz
ν νω + =− − + ω . (15)

В  модели экспоненциально стратифициро
ванной жидкости ( ( ) ( )= − Λexper zz ) дисперсион
ное соотношение (15) принимает вид:

 
( )( ) ( )2 22 2 2 2 0x ex z x z N k r zk k i k i kν νω − =− − + ω  . (16)

Из естественного условия затухания добав
ки к электрическому потенциалу с удалением от 
свободной поверхности следует, что физически 
реализуется только один корень в (14):
 

Φ = −z xk k  . (17)

Дисперсионное соотношение (16) удобно ана
лизировать в  безразмерных переменных, если 
в качестве характерных параметров выбрать соб
ственные масштабы задачи: временнóй – обрат
ную частоту плавучести 1

b N −τ = , и  простран
ственный – вязкий волновой масштаб 

( )1/3 1
N Ngν ν −δ =  [Chashechkin, 2021b]. Отношение 

собственных масштабов среды – вязкого 
23

g gν νδ =  и  вязкого волнового g
N
νδ  определяет 

малый параметр задачи 1/3 2/3g
g N N gν ν νε = δ δ = . 

В новых переменных дисперсионное соотноше
ние (16) перепишется следующим образом:
         ( ) ( ) ( )2 2 22 2 2 2

* * ** * * * 0x ex z x zi k r zk k k kε ω + ω − =− −
 , (18)

где *ω  и  * ,x zk  – безразмерная частота и компонен
ты волнового вектора.

Решения уравнения (18) находятся в виде ре
гулярного и сингулярного разложения по малому 
параметру ε, который присутствует при старшей 
степени *zk  [Найфэ, 1984]. Для различия корней 
введено обозначение для сингулярного реше
ния – lk , а для регулярного – k*z:

( )

( )

( )

2 3
* *2 *

* *

*

2
*

*
*

2 3
* *2 *

* *

*

*

4 exp

2 2

exp
,

4 exp

2 2
1

.
2

x
z x

x

x
l x

i i k zi
k k

z
k

i i k zi
k k

i

ε + ω− Λω
= ± − + ≈

ε ω

ω − − Λ
≈ ±

ω

ε + ω− Λω
= ± − − ≈

ε ω
−≈ ± ω

ε

ε

ε

   
(19)
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( )

( )

( )

2 3
* *2 *

* *

*

2
*

*
*

2 3
* *2 *

* *

*

*

4 exp

2 2

exp
,

4 exp

2 2
1

.
2

x
z x

x

x
l x

i i k zi
k k

z
k

i i k zi
k k

i

ε + ω− Λω
= ± − + ≈

ε ω

ω − − Λ
≈ ±

ω

ε + ω− Λω
= ± − − ≈

ε ω
−≈ ± ω

ε

ε

ε

        

(19)

Вид приближенных решений (19) наглядно 
демонстрирует различия между регулярными 
и  сингулярными решениями. При положитель
но определенной частоте волнового движения 

( ) ( )Im Rez zk k  и  ( ) ( )Im Rel lk k  соответственно. 
Следовательно, решение kz описывает волно
вую часть периодического движения, а  kl – лига
ментную, определяющую тонкую структуру со
путствующих волне возмущений. Выбор корней 
в  (19) определяется условиями физической реа
лизации затухания движения с глубиной и с уве
личением горизонтальной координаты. Для вол
ны, бегущей в положительном направление x:
 ( ) ( )> >,Re 0, Im 0z l x

k k  . (20)

С  учетом сингулярного решения kl решение 
задачи первого порядка малости принимает вид:

  ( ) ( )( )
( )

expexp exp

. .
z lm

x

k z k zY

ik x i t C C

ψ = ×+ β
− ω× +

  
(21)

Из граничных условий (10) найдем связь меж
ду амплитудными множителями:
    ( )

( )

( )

2 2

2 2

0 0

22
0

00

00

1

1

2

1 2

x
m m

x z

x l

x
m m m

z l zx
m x

k
A Y

k k

k k
k

F E A Y E

k ki k Ek
P Ak Φ

+ β
=

ω
+

β = −
+

+ β
= =

ω
 + βγ= ρ − + ω + β πρ ω 

 (22)

и  дисперсионное соотношение, связывающее 
компоненты волнового вектора в периодическом 
возмущении с частотой ω:

 

( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 4

2 2

2 2

2 2 2 4

2 2

2 2

3

0
3

l x x z x

x z

l x l

z x x z x

x l

z x z

k gk g k k W k
k k

i k k k

k gk g k k W k
k k

i k k k

ν

ν

Φ

Φ

 ω − − γ − γ +
+ − 

 ω − 
 ω − − γ − γ +

− + = 
 ω − 

.(23)

Здесь символом 00γ = σ ρ  обозначен нормиро
ванный на значение плотности на равновесном 
уровне коэффициент поверхностного натяжения 
жидкости, а символом ( )2

0 004W E g= π ρ σ  – пара

метр Тонкса–Френкеля, играющий роль безраз
мерного электрического заряда на свободной по
верхности, который также характеризует отноше
ние энергии электростатического поля к доступ
ной потенциальной поверхностной энергии. 
В  безразмерном виде дисперсионное уравнение 
(23) записывается:

 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 4 2 2 2
* * * * *

2 2
* * 2 2

* * * *

2 4 2 2 2
* * * * *

2 2
* * 2 2

* * * *

3

1

3
0.

1

x z z x

l x

x z z

x l l x

z x

x z l

k i k k k
k k

k k W k

k i k k k
k k

k k W k

Φ

Φ

 δ ε + − +
 + −
 + δ ε − ε ω 
 δ ε + ε ω − +
 − + =
 + δ ε − ε ω 

ε ω

 (24)

Здесь символом g N N gγ ν νδ = δ δ = γ  обозна
чен безразмерный параметр, определяемый от
ношением собственных физических величин за
дачи: капиллярной постоянной g gγδ = γ  и  ми
кромасштаба Стокса N Nν νδ = . Этот параметр 
оказывается малым для слабо вязких жидкостей. 
Подставляя в  (24) приближенные значения (19) 
и оставляя только главные члены, получим дис
персионное уравнение:

 

( )

* * *
*

2
* 2

* * * *
*

2
*2 3 3

* * *
*

3/2 2
* *

2 2
*2 4

* * *
*

11

2

11 1

2 2

11

2

1
1

2

1
1 0.

x x

x x

x x

x x

i
k k

i i
k W k

i
k Wk

i

k k

 ω −− ω − ×  ωε 
  ω −− −× ω + − δ ω +  ω ε  

 ω −− δ ω − δ ω + ε +
 −− ω ω − 
 

 δ ω − + − ω + ε =  ω   

 (25)

В явном виде корни дисперсионного уравне
ния (25) приведены в приложении А. Физически 
реализуемые решения выбираются исходя из ус
ловия затухания возмущений с удалением от сво
бодной поверхности ( ),Re 0z lk ≥  и с удалением от 
начала координат Im(kx)≥0 в  направлении рас
пространения волны.

В приближении однородной жидкости задача 
упрощается, но при этом из основных уравнений 
сама среда фактически исключается, поскольку 
плотность сокращается и не входит в дисперси
онные соотношения (15), которые принимают 
вид:
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 ( )( )2 2 2 2 0x z x zk k i k i kν ν =− − + ω . (26)

Уравнение (26) также имеет два вида реше
ний. Регулярные решения описывают волновое 
движение zk , сингулярные решения определяют 
присоединенный лигамент lk :

 
2 .

z x

l x

k k

k k i
ν

= ±

ω= ± −
  (27)

Соотношения между мнимыми и  действи
тельными частями в волновых и лигаментных 
решениях для однородной жидкости анало
гичны соотношениям в  стратифицированной 
среде. Дисперсионное соотношение (26) и ре
шение (27) может быть получено из соответ
ствующих выражений (15), (19) в  пределе 

→ 0N  ( Λ → ∞ ).
Выражения (23) остаются в силе с точностью 

до поправки на соотношения (27), т. е. диспер
сионное уравнение (23) описывает компоненты 
течения в однородной жидкости, если соотноше
ния между волновыми векторами упрощаются до 
связи (27). С учетом (27) дисперсионное уравне
ние (23) в размерном виде записывается:

 

[ ( )
( )

2 2 2 4

2 2

2 3
2 2

2

2
3

0.
2

l x x z x

x x

l x l

x x z x
x l

x

k gk g k k W k
k k

i k k k

gk g k k W k
k k

i k

ν

ν

Φ

Φ

 ω − − γ − γ +
− 

 ω − 
 ω − − γ − γ +

− + = 
ω 

 

 (28)

В  модели однородной жидкости параметры 
обезразмеривания отличаются от введенных ра
нее изза исключения части собственных пара
метров задачи, характеризующих стратифика
цию. Набор оставшихся физических переменных 
позволяет определить следующие характерные 
масштабы: времени – ( )gν νγτ = γ  и  длины – 

23
g gν νδ =  и 

g gγδ = γ . Отношение 

4 36
h g g gν νγε = δ δ = γ  естественным образом фор

мирует малый параметр, характеризующий пери
одические течения на поверхности однородной 
жидкости. Дисперсионные соотношения (27)–
(28) в безразмерных переменных принимают вид 
[Очиров, Чашечкин, 2023]:

     
* *

2 *
* * * *

*

,

2

z x

h
l x h x

x

k k

i
k k i k

k

= ±
 ε ω

= ± − ε ω ≈ ± −  

 

(29)

 
[ ( )

( )

6 2 2 2 2
* * * * *

* * 4 4 2 2
* * * * *

6 2 2
* * * *2 2

* * 3 4 2
* * *

2
3

0.
2

h l h x h x z

x x

x h l x l

h h x h x z

x l

x h x

k k k k W
k k

k i k k k

k k k W
k k

k i k

Φ

Φ

 ε ω − ε − ε −
−  − + ε ω − 

 ε ω − ε − ε −
− + = − + ε ω 

 
(30)

Подставляя (29) в  (30) и  оставляя только 
главные члены, получим приближенное дис
персионное уравнение с  точностью до слагае
мых порядка ( )8

hO ε :

 ( )
6

2 3 2 2 3*
* * * * *2 0.

2
h

x x h x h x hk k k k W i
 ε ω

+ ε − − ε + ε ω =  
(31)

В  явном виде нетривиальные корни диспер
сионного уравнения (31) записываются следую
щим образом:

 
( )

( )( )

( ) ( )

( ) ( )( )

1/3
4

* 1 * 2/3

22/3 2 4
*

1/3

1/3

4
* 2,3 * 2/3

22 4
*

1/3 1/3

1
2

3 3 2

2 3 2
,

3

1 31
2

3 6 2

1 3 3 2
,

3 2

Wh
x h h

h h h

Wh

Wh

x h h

h h h

Wh

k W i

W i

i
k W i

i W i

α
= ε + ε ω + −

⋅
ε + ε + ε ω

−
α

α
= ε + ε ω − +

⋅
± ε + ε + ε ω

+
× α



 

(32)

( )
( )( )

( )
( )

( )( )

3 2 6
*

2 9 2

3 3 6 2

*

12 3 3

* *

12 4 2 6 2
* *

3 6 2

*

*

16 8 43 72

2 2 9 3

8 3 4 3 48

32 3

64 4 48

4 9 4 24

3

.

Wh h h

h

h

h h

h h

h

h

h

W i

i W i

W i

W W i

W i W

i

+ ε

α = ε − + ε ω
− + − ε ω −

ε ω + ε ×

×

−

ω + − ε ω −

− ε ω + − + ε ω −

ε ω + + ε ω

Физически реализуемые решения выбирают
ся исходя из условия затухания течения с глуби
ной ( ) ≥,Re 0z lk  и с удалением от начала координат 
Im(kx)≥0 в направлении распространения волны.

Добавление поверхностного электрического 
заряда усложняет математические выкладки по 
определению дисперсионных соотношений, но 
не добавляет качественно новых решений.

4. МОДЕЛЬ НЕЗАРЯЖЕННОЙ ВЯЗКОЙ 
ЖИДКОСТИ

Подробное исследование динамики волн 
и  сопутствующих лигаментов в  вязких одно
родно стратифицированных жидкостях было 

ОЧИРОВ, ЧАШЕЧКИН
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проведено в работе [Chashechkin, Ochirov, 2022]. 
В  модели незаряженной жидкости остаются 
справедливыми дисперсионные соотноше
ния (15), (18)–(19), а уравнение (23) преобразу
ется к виду:

    
( ) ( )
( ) ( )

2 2 4

2 2

2 2

2 2 4

2 2

2 2

3

0.
3

l x x

x z

l x l

z x x

x l

z x z

k gk k
k k

i k k k

k gk k
k k

i k k k

 ω − − γ +
+ − 

+ ω − 
 ω − − γ +

− + =  + ω − 

ν

ν

 

(33)

и в безразмерном виде запишется:
 

( ) ( )

( ) ( )

2 4 2 2 2
* * * * *2 2

* * 2 2
* * *

2 4 2 2 2
* * * * *2 2

* * 2 2
* * *

3

3
0.

x z z x

l x

x z

x l l x

z x

x l

k i k k k
k k

k k

k i k k k
k k

k k

 ε + ε ω − +
+ −  + − ε ω 

 ε + ε ω − +
− + = 

+ − ε ω 

δ

δ

 

 (34)

Подставляя в  (34) значения (19), связываю
щие компоненты волнового вектора, и оставляя 
только главные члены разложения, получим дис
персионное уравнение:

 

( )

2
*

* * *
*

2
* 2

* * *
*

2 3 3/2 2
* * * *

2 2
*2 4

* * *
*

11

2

11

2

1 1
1

2 2

1
1 0.

x x

x x

x

x x

i
k k

i
k k

i i
k

k k

 ω −− ω − ×  ωε 
 ω −−× ω + +

ωε
− − + δ ω − ω ω − ε +  

 δ ω − + − ω + ε =  ω   

 

 (35)

Решения уравнения (35) в явном виде приве
дены в приложении Б.

В вязкой однородной жидкости с постоянной 
плотностью сохраняется сингулярный компо
нент течения, остаются справедливыми соотно
шения между компонентами волнового вектора 
(27)–(29). Дисперсионное уравнение (33) каче
ственно остается прежним, но изза отсутствия 
заряда заметно упрощается:

 [ ( )( )
( )( )

2 2 4 2 2

2 2 2 3 2

2 3

2 0
x x l x x l x l

x l x x x

k k k gk k i k k k

k k gk k i k

ω − − γ + ω − −
− + ω − − γ + ω =

ν
ν

 (36)

и  согласуется с  приведенном в  [Кистович, Ча
шечкин, 2007].

Характерные масштабы: времени – 
( )gν νγτ = γ  и  длины – 23

g gν νδ =  – позволяют 

привести (36) к безразмерному виду:

 
[ ( )

( )

6 2 2 2 4
* * * *

* * 4 2 2
* * * *

6 2 2
* *2 2

* * 3 4 2
* * *

2
3

0.
2

h l h x x

x x

h l x l

h h x
x l

x h x

k k k
k k

i k k k

k
k k

k i k

 ε ω − ε − +
− 

+ ε ω − 
 ε ω − ε −

− + = − + ε ω  

 (37)

Подставляя (29) в (37) и оставляя только глав
ные члены, получим приближенное дисперсион
ное уравнение:

 6
2 3 2 4 2 *
* * * * *2 0.

2
h

x x h x h xk k k i k
 ε ω

+ ε − ε ω − =  
 (38)

Нетривиальные корни уравнения (38) запи
сываются следующим образом:

( )

( )
( )( )

2/3 2 8 24 1/3
**

* 1 2/3 1/3

1/34
*

* 2,3 2/3

2 8 2
*

1/3 1/3

2 3 42
,

3 3 2 3

1 32

3 6 2
1 3 3 4

,
3 2

h hh h
x

h

hh
x

h h

h

i
k

ii
k

i

ε − ε ωε ω α
= + −

⋅ α
αε ω

= − +
⋅

± ε − ε ω
+

⋅ α



( )
( )

6 12 3

6 2 12 4
* *

* *

3 16 43 72 64

9 4 3 32

3 3 .
h h h

h h hi i

i i iα = − ε ω + − ε ω +
+ ε + − ε ω − ε ω

   
(39)

Физически реализуемые решения выбираю
ся исходя из условия затухания течения с глуби
ной ( ),џ z lk ≥  и с удалением от начала коори
нат ( )Im 0xk ≥  в  направлении распространения 
волны. Решения (29), (39) описывают компо
ненты периодических поверхностных течений 
в  модели однородной вязкой незаряженной 
жидкости. Решения (29), (32) определяют на
бор возмущений в  модели однородной вязкой 
жидкости, по поверхности которой распределен 
электрический заряд. Модели равномерно стра
тифицированной вязкой жидкости соответству
ют решения (19), (35) для незаряженной, а (19), 
(25) – жидкости с  поверхностным электриче
ским зарядом.

В  описании каждой модели присутствуют 
регулярные компоненты решения, в  которых 
мнимая часть компонентов волнового вектора 
много меньше действительной части. Эти реше
ния описывают волны, вызывающие смещения 
свободной поверхности жидкости. При учете 
диссипации в каждой модели в решении появля
ются сингулярные компоненты, в которых мни
мая и  действительная части волнового вектора 
близки по своим абсолютным значениям. Син
гулярные решения описывают тонкие лигаменты 

ДВУМЕРНЫЕ ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ТЕЧЕНИЯ...
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(в случае стратифицированной жидкости – высо
коградиентные прослойки и волокна), сопрово
ждающие поверхностные волны.
5. ПРИБЛИЖЕНИЕ ИДЕАЛЬНОЙ ЖИДКОСТИ

В идеальной жидкости определяющие уравне
ния предельно редуцируются и  дисперсионные 
соотношения вырождаются – в них сохраняется 
только волновой компонент, а  сингулярное ре
шение пропадает. Связь между компонентами 
волнового вектора в таком приближении прини
мает вид [Очиров, Чашечкин, 2022]:
 

( ) ( )2 22 2 0xx z

dr z
g kk k

dz
ω + =− .

 (40)

Или для экспоненциально стратифицирован
ной жидкости:
 ( ) ( )2 2 22 2 0x ex z N k r zk kω − =− . (41)

Уравнение (41) также получается в  пределе 
ν → 0  из выражения (16). Зависимость компо
нентов волнового вектора от частоты определя
ется редуцированным дисперсионным уравне
нием
 2 2 4 0x x− ω + γ =zgk k k ,  (42)
которое также можно получить из (23) серией 
предельных переходов ν → 0, → 0W . Выражая из 
(41) связь между 

zk  и 
xk :

 ( )( )ω= −2 2 2 ,1z x ek k N r z   (43)

где N Nω = ω , и  подставляя (43) в  (42) с  учетом 
условия физической реализации корней, полу
чаем дисперсионное уравнение:
                   3 2 21 0.x xk gk Nωγ + − ω − =

                 (44)

Корни уравнения (44) легко находятся:
 

( ) ( )

( )( )

1/3 1/3

1 1/3

1/3 1/3

2,3 1/3

2 2 2 3 3 2 2 2

2
,

3 3 2

2 1 31 3
,

2 3 2 3 2

27 1 27 .4 27

i
x

i

i
x

i

i

k g

ii
k g

N g Nω

  α
= − + α ⋅ γ 

  α±= − α ⋅ γ 
α = γ ω − + γ + γω ω −



 

(45)

Анализ показывает, что физически реализуе
мым оказывается только один корень 1xk , кото
рый описывает волновой компонент периодиче
ского поверхностного течения в  стратифициро
ванной жидкости. Он также может быть получен 
при помощи предельных переходов в  соответ

ствующих решениях более полной задачи. Реше
ние (44) в  отсутствие стратификации переходит 
в  хорошо известные дисперсионные соотноше
ния для капиллярногравитационных волн 
[Лэмб, 1949], [Ландау, Лифшиц, 1944]. Реше
ния (45) соответствуют приведенным в [Очиров, 
Чашечкин, 2022] и могут быть получены из моде
лей вязкой жидкости при выполнении предель
ного перехода ν → 0 .

6. ПОСТРОЕНИЕ ДИСПЕРСИОННЫХ 
ЗАВИСИМОСТЕЙ

Исследуем полученные дисперсионные зави
симости. Наиболее полная из рассматриваемых 
моделей учитывает влияние вязкости, страти
фикации и  поверхностного электрического за
ряда. Полные решения дисперсионных соотно
шений (19), (24) в рассматриваемой модели со
держат регулярные (волновые) и  сингулярные 
(лигаментные) компоненты течения. Получен
ные соотношения равномерно сходятся к  со
отношениям (19), (34) в  модели незаряженной 
жидкости.

Численные расчеты показывают, что увеличе
ние значения зарядового параметра W приводит 
к уменьшению длины волны при заданной частоте 
в области капиллярногравитационных волн и не 
оказывает заметного влияния в области гравитаци
онных и капиллярных волн. Графики зависимости 
длины волны ( ) ( )22

2 Re Imx zk kλ = π +  от частоты 

волнового движения в  диапазоне 0,001 < ω < 
<10000 c–1 для жидкости с  параметрами воды 
(ρ00=1г/см3, σ = 72 эрг/см3, ν = 0.01 Ст) при различ
ных значениях параметра W, определяющего по
верхностный электрический заряд, и частоты пла
вучести приведены на рис. 1.

Численные расчеты показывают, что поверх
ностный электрический заряд оказывает заметное 
влияние на волновой компонент в области капил
лярногравитационных волн и не оказывает зна
чимого влияния на лигаменты периодического 
поверхностного течения. Зависимости длины 
волны λ и масштаба лигамента δi от частоты ω, при 
разных значениях параметра W, приведены на 
рис. 2а и в, соответственно. Зависимости относи
тельного изменения длины волны 

( ) ( )W W∆λ = λ − λ λ + λ  и  масштаба лигамента 
( ) ( )l l lW l lW∆δ = δ − δ δ + δ  на незаряженной (λ  и  δl) 

и заряженной (λW и δlW) поверхности от частоты ω 
показаны на рис. 2б и 2г соответственно.

ОЧИРОВ, ЧАШЕЧКИН
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Оценки влияния стратификации и  поверх
ностного электрического заряда на фазовые 
и  групповые скорости показывают, что с  уве
личением заряда уменьшаются минимальные 
значения групповой и фазовой скорости. Также 
происходит смещение положения их минималь
ных значений в  сторону более низких частот 
и больших длин волн (рис. 3а, 3в). На рис. 3б, 3г 
показано влияние стратификации на групповую 

и фазовые скорости волнового компонента. Чис
ленные расчеты показывают, что ни поверхност
ный электрический заряд, ни стратификация не 
оказывают заметного влияния на аналоги фазо
вой и групповой скорости лигаментного компо
нента поверхностного течения (рис. 4а, 4б).

Учет поверхностного электрического заряда 
в рассматриваемой модели приводит к усложне
нию выражений, но не изменяет качественную 
картину течений. Влияние заряда ограничено уз
кой областью капиллярногравитационных волн 
и заметно только в слабовязких жидкостях в вол
новых компонентах течения. В модели однород
ной жидкости (29), (30) и (29), (37) сохраняются 
лигаментные компоненты, качественно картина 
не меняется. В модели идеальной жидкости (43), 
(45) сингулярные решения отсутствуют, и лига
ментные компоненты течения пропадают из рас
смотрения.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Развиваемый подход, направленный на по
строение полных решений сингулярно возму
щенных уравнений инфинитезимальных перио
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Рис. 1. Зависимость длины волны от частоты ω для 
жидкости с параметрами воды, параметры (N, c–1,W) 
для кривых 1–5: (1; 0), (0.01; 0); (0.001; 0); (1; 1); 
(1; 1.5).
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Рис. 2. Зависимости масштабов компонентов периодического течения от частоты для жидкости с параметрами воды: 
а – длина волны при разных значениях поверхностного заряда, кривые 1–3: W = 0; 1; 1.5; б – относительная раз
ность длин волн, кривые 2, 3: W = 1; 1.5, в – масштаб лигаментного компонента, г – относительная разность мас
штабов лигаментов, кривые 2, 3: W = 1; 1.5.
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дических возмущений на поверхности жидкости 
c вещественной частотой ω и комплексным вол
новым числом k, включает описание волн, зада
ющих смещения свободной поверхности, и  ли
гаментов – тонких компонентов, являющихся 
неотъемлемой частью рассматриваемых течений. 
Сингулярные компоненты периодических тече
ний не рассматриваются в  известных трактатах 
[Лэмб, 1949; Кочин и др., 1963; Ландау, Лифшиц, 
1944; Ле Блон, Майсек, 1981]. Соотношения (19) 

и  (24); (19) и  (34); (29) и  (30); (29) и  (37); (43) 
и  (45), приведенные к  зависимости веществен
ных скалярных параметров течения – периода 
Tω от длины волны λω – λω(Tω) = Tω(λω) или об
ращенному выражению λω = λω (Tω), определяют 
требования к  методике лабораторного экспери
мента в  части выбора размеров области наблю
дения, длительности регистрации, временного 
и  пространственного разрешения инструментов 
в различных моделях распределения плотности 

(в)

100

50

10

(1) (1)

(1)

(4)

(4)

(5)

(5)

(6)

(6)
(2)

(2)

(2)

(3)

(3)

(3)

(4)(5)

(3)

(3)

(2)

(4) (5)
(6)

(3) (4)

(6)(1)

(5)(2)

(1)

(5) (6)(4)

(1)
(2)

(6)

51 λ, см50

10

5

c p
h,

 g
r, 

см
/с

(г)

105

103

10

10−1 101 103 105 107 109 λ, см

c p
h,

 g
r, 

см
/с

(a)

100

50

100502010 200 ω, c−1

10

5

c p
h,

 g
r, 

см
/с

(б)

105

103

10

10−3 10−2 10−1 1 10 102 103 ω, c−1

c p
h,

 g
r, 

см
/с

Рис. 3. Графики групповых (сплошные линии) и фазовых (пунктирные линии) скоростей волн: а, б – в зависимости 
от частоты ω, параметры (N, c–1, W) для кривых 1–6 на (а): (1; 0), (1; 1); (1; 1.5); (1; 0), (1; 1); (1; 1.5); для кривых 1–6 
на (б): (1; 0), (0.01; 0); (0.001; 0); (1; 0), (0.01; 0); (0.001; 0); в, г в зависимости от длины волны λ; параметры (N, c–1, W) 
для кривых 1–6 на (в): (1; 0), (1; 1); (1; 1.5); (1; 0), (1; 1); (1; 1.5), для кривых 1–6 на (г): (1; 0), (0.01; 0); (0.001; 0); (1; 0), 
(0.01; 0); (0.001; 0) соответственно. 

Рис. 4. Зависимости групповых и фазовых скоростей лигаментного компонента периодического течения в сильно 
стратифицированной жидкости, N=1c–1, с параметрами воды: а – от частоты ω; б – от масштаба лигамента δl. 
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Приложение А.

Уравнение (25) распадается на три независимых уравнения:
 =* 0xk , (А.1)

 2
*

* *
*

11
0

2
x

i
k

ω −− ω − =
ωε

,    
(А.2)

 

( )

2
* 2

* * * *
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2
*2 3 3 3/2 2
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2 2
*2 4

* * *
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11 1
1

2 2

1
1 0.

x x

x x

x x

i i
k W k

i i
k Wk

k k

 ω −− −ω + − δ ω +  ωε  
 ω −− −+ δ ω − δ − ω ω − ε +  ω 

 δ ω −
+ − ω + ε =  ω 

       

(А.3)

Решения уравнений (А.1–А.3) имеют вид:                   
                                                            =* 0xk ,                                                                          (А.4)
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гетерогенной, однородной или заряженной жид
кости при анализе влияния действия диссипа
тивных факторов и  эффектов стратификации. 
Тонкие компоненты могут влиять на процессы 
переноса физических величин, в  частности, со
лености или температуры.
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00598П “Гидродинамика и  энергетика капли 
и  капельных струй: формирование, движение, 
распад, взаимодействие с контактной поверхно
стью”, https://rscf.ru/project/19–19–00598/).
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Приложение Б.

Уравнение (36) распадается на три независимых уравнения:
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Решения уравнений (Б.1–Б.3) запишутся следующим образом:
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ОЧИРОВ, ЧАШЕЧКИН

Two-Dimensional Surface Periodic Flows of an Incompressible Fluid  
in Various Models of the Medium

A. A.Ochirov1, *, Yu. D. Chashechkin1, **
1Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics RAS,

prosp. Vernadskogo, 101, bld. 1, Moscow, 119526 Russia
#e-mail: otchirov@mail.ru

#e-mail: yulidch@gmail.com

A comparative analysis of the properties of twodimensional infinitesimal periodic perturbations propagating 
over the incompressible fluid surface in various representations of the medium density profiles is carried out. 
Stratified and homogeneous in density viscous or ideal liquids are considered. Calculations are carried out 
by methods of the theory of singular perturbations. Dispersion relations and dependences of phase and 
group velocities for surface waves in physically observed variables are given. The change in the meaning of 
dispersion relations during the transition from ideal liquids to viscous and from homogeneous to stratified is 
shown. Taking into account the influence of electric charge does not qualitatively change the nature of two
dimensional dispersion relations. An increase in the surface density of the electric charge leads to a decrease 
in the wavelength at a fixed frequency and has no noticeable effect on the fine structure of the periodic flow.

Keywords: periodic surface perturbation, homogeneous liquid, stratified liquid, ideal liquid, viscous liquid, 
surface electric charge
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ченным оценкам, с вариациями среднесезонной повторяемости антициклонов связано до 60% ме
жгодовой дисперсии приповерхностной температуры зимой и летом, а с вариациями интенсивных 
зимних и летних антициклонов – до 50% как над океанами, так и над континентами.
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ВВЕДЕНИЕ

Циклоны и антициклоны играют особую роль 
в общей циркуляции атмосферы и в формирова
нии атмосферной изменчивости во внетропиче
ских широтах [Hartmann et al., IPCC, 2013; Ме
щерская и др., 2014; Интенсивные атмосферные 
вихри …, 2018]. Антициклоны, характеризующи
еся наличием центров высокого атмосферного 
давления с  нисходящими воздушными потока
ми, играют важнейшую роль в  формировании 
локальных погодных климатических условий. 
Летом с  антициклоническими условиями с  по
вышенным притоком солнечной радиации в от
сутствие облачности связаны положительные 
температурные аномалии. И  наоборот, зимой 
в  отсутствие облаков при антициклонических 
условиях повышенное выхолаживание поверх
ности приводит к  формированию отрицатель
ных температурных аномалий и  температурных 
инверсий [напр., Trigo et al., 2004; Sillmann et al., 
2011; Twardosz, KossowskaCezak, 2012; Pfahl, 
2014; Antokhina et al., 2018; Okajima et al., 2021].

При изменениях климата изменяются и режи
мы циклонической и антициклонической актив
ности в  атмосфере. На изменчивость вихревой 

активности в  атмосфере влияют разные факто
ры, поразному проявляющиеся в разных регио
нах и в разные сезоны. Первые оценки чувстви
тельности циклонической и антициклонической 
активности в тропосфере внетропических широт 
к  изменению температурного режима, в  част
ности при глобальном потеплении, получены 
в [Мохов и др., 1992а, б]. Согласно полученным 
модельным оценкам в  сопоставлении с  резуль
татами анализа данных наблюдений при общем 
потеплении в  земной климатической системе 
уменьшение температурного перепада в  тро
посфере между экваториальными и  полярными 
широтами способствует уменьшению скорости 
генерации вихрей за счет действия бароклинной 
неустойчивости. С  другой стороны, увеличение 
вертикального градиента температуры в  тропо
сфере с уменьшением статической устойчивости 
при потеплении способствует увеличению ско
рости генерации вихрей. Вихревая активность 
в атмосфере существенно зависит также от вла
госодержания атмосферы (см. также [Интенсив
ные атмосферные вихри …, 2018]).

Сильнейшие региональные температурные 
аномалии в  разные сезоны, в  том числе зимой 

, с. 17–25
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и летом, связаны с блокирующими антициклона
ми (напр., Шакина и Иванова, 2010; Мохов, Се
менов, 2016; Sousa et al., 2018; Timazhev, Mokhov, 
2021; Cпорышев, Мирвис, 2014; Интенсивные 
атмосферные вихри …, 2018; Мохов 2011; Бардин 
и Платова, 2019]. Согласно модельным оценкам, 
при глобальном потеплении увеличивается по
вторяемость долгоживущих блокирующих анти
циклонов [Мохов, Тимажев, 2019]. Следствием 
продолжительных антициклонических режимов 
являются значительные экологические, эконо
мические и  социальные последствия [Третий 
оценочный …, 2022].

Цель данной работы – количественные оцен
ки изменчивости повторяемости внетропиче
ских антициклонов в  последние десятилетия, 
а также их вклада в формирование региональных 
режимов приповерхностной температуры в  раз
ные сезоны с  оценкой изменений в  последние 
десятилетия. Новизна предлагаемого подхода 
связана с учетом изменений размеров циклонов 
в  течение их жизненного цикла для уточнения 
количественных оценок связи вклада антици
клонов в формирование температурного режима.

ИСПОЛЬЗУЕМЫЕ ДАННЫЕ И МЕТОДЫ 
АНАЛИЗА

Характеристики атмосферных антицикло
нов и  режимов приповерхностной температуры 
в  регионах Северного полушария (СП) опре
делялись с  использованием данных реанализа 
ЕRА5 [Hersbach, et al., 2020] с шагом по времени 
6 ч и  горизонтальным пространственным раз
решением 0.25° для периода 1979–2021 гг. и для 
двух сезонов – зимы (декабрь–февраль) и  лета 
(июнь–август).

Характеристики атмосферных антициклонов 
во внетропических широтах (20°–80°) СП опре
делялись на основе метода, описанного в  [Бар
дин, Полонский, 2005; Bardin et al., 2005; Акпе
ров и  др., 2007] (см. также [Akperov et al., 2019; 
Akperov et al., 2020]) c использованием данных 
для приземного давления. Антициклоны опре
делялись как области повышенного давления, 
ограниченные замкнутыми изобарами. Интен
сивность (глубина) антициклона характеризо
валась разностью между максимальным давле
нием в  антициклоне и  давлением на последней 
замкнутой изобаре. Размер (радиус) антицикло
на оценивался средним расстоянием от центра 
антициклона до последней замкнутой изобары. 

В  числе различных характеристик антицикло
нической активности анализировались также 
повторяемость антициклонов (число антицикло
нодней за сезон), повторяемость интенсивных 
антициклонов (с  интенсивностью более 15  гПа 
(95% распределения количества антицикло
нов по их интенсивности), средняя по площа
ди антициклона приповерхностная температу
ра. Повторяемость антициклонов определялась 
с учетом их радиуса (учитывались ячейки сетки, 
занимаемые антициклоном). Энергетика анти
циклонов (кинетическая энергия) оценивалась 
аналогично [Голицын и др., 2007; Акперов и др., 
2007; Simmonds, Keay, 2009] величиной, пропор
циональной квадрату интенсивности вихря.

РЕЗУЛЬТАТЫ

На рис.  1а, 1б приведены средние широт
нодолготные распределения повторяемости 
атмосферных антициклонов в  атмосфере Се
верного полушария для зимы и  лета в  целом 
для периода 1979–2021 гг. по данным реанализа 
ERA5. Для зимних сезонов проявляется пояс по
вышенной повторяемости антициклонов в сред
них широтах с региональными максимумами над 
восточными областями океанов и  континентов 
(рис. 1а). В летние сезоны по сравнению с зим
ними в  целом уменьшается повторяемость ан
тициклонов над континентами. При этом над 
Атлантическим и  Тихим океанами отмечаются 
области с  высокой повторяемостью антицикло
нов – существенно более высокой, чем для зим
них сезонов (рис. 1б).

Соответствующие средние широтнодолгот
ные распределения повторяемости наиболее 
интенсивных антициклонов представлены на 
рис.  1в, 1 г. Выделяются области повышенной 
повторяемости наиболее интенсивных антици
клонов зимой над Азией, в частности над Сиби
рью, а летом – над Тихим океаном. При этом по
вторяемость зимних интенсивных антициклонов 
над Северной Америкой существенно меньше, 
чем над Евразией, а летних – существенно мень
ше над Атлантическим океаном, чем над Тихим.

На рис. 1д, 1е представлены широтнодолгот
ные распределения средней приповерхностной 
температуры в  Северном полушарии для зимы 
и лета в целом для периода 1979–2021 гг. по дан
ным реанализа ERA5. Достаточно четко прояв
ляются сезонные особенности над континентами 
и  океанами – с  более низкой температурой над 
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Рис. 1. Пространственные распределения средней повторяемости антициклонов [антициклонодни/сезон] (а, б), 
интенсивных антициклонов [антициклонодни/сезон] (в, г) и средней приповерхностной температуры [°C] (д, е) 
в Северном полушарии для зимнего (а, в) и летнего (б, г) сезонов по данным реанализа ERA5 для периода 1979–
2021 гг.
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континентами зимой и более высокой летом.
На рис.  2 приведены пространственные рас

пределения оценок трендов повторяемости ан
тициклонов и  коэффициентов корреляции по
вторяемости антициклонов с приповерхностной 
температурой во внетропических широтах Се
верного полушария зимой и летом по данным ре
анализа ERA5 для периода 1979–2021 гг. в целом.

Согласно рис. 2а проявляются обширные об
ласти статистически значимого роста повторяе
мости антициклонов зимой, в том числе над оке
анами (Атлантическим и Тихим), для восточных 
европейских и азиатских регионов, в атлантиче

ском секторе Арктики, а также для североамери
канских регионов. При этом над западноевро
пейскими регионами и  в  центральной Арктике 
отмечается значимое уменьшение повторяемо
сти антициклонов.

Области со статистически значимыми измене
ниями повторяемости антициклонов в последние 
десятилетия для летних (рис. 2б) и зимних (рис. 2а) 
сезонов существенно различаются. В  частности, 
над Арктическим бассейном в западных широтах 
(в том числе над Гренландией) доминируют зна
чимые положительные тренды повторяемости 
антициклонов, а  в  восточных – отрицательные. 

Рис. 2. Пространственные распределения оценок трендов повторяемости антициклонов [антициклонодни/10 лет] 
(а, б) и коэффициентов корреляции повторяемости антициклонов с приповерхностной температурой в Северном 
полушарии зимой (а, в) и летом (б, г) по данным реанализа ERA5 для периода 1979–2021 гг. Точками отмечены ста
тистически значимые на уровне 95% оценки. 
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Область с  наибольшими положительными зна
чимыми трендами над Тихим океаном для летних 
сезонов смещается в средних широтах на запад по 
сравнению с зимними сезонами. При этом соот
ветствующая область над Северной Атлантикой 
смещается на юг. В  отличие от зимних сезонов, 
летом над значительной областью Северной Аме
рики проявляется значительная область со ста
тистически значимым отрицательным трендом 
повторяемости антициклонов. При этом над про
тяженными регионами Евразии, за исключением 
западноевропейских регионов, отмечен рост по
вторяемости антициклонов.

На рис.  2 приведены также пространствен
ные распределения для коэффициентов корре
ляции (с  удалением трендовой составляющей) 
повторяемости антициклонов с  приповерхност
ной температурой во внетропических широтах 
Северного полушария зимой (рис.  2в) и  летом 
(рис. 2г) по данным реанализа ERA5 для периода 
1979–2021 гг. Над обширными областями отме
чена значимая корреляция повторяемости анти
циклонов с приповерхностной температурой для 
обоих сезонов.

Согласно рис.  2в, для зимних сезонов над 
океанами и  континентами в  средних и  припо
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Рис. 3. Пространственные распределения оценок трендов повторяемости интенсивных антициклонов [антицикло
нодни/10 лет] (а, б) и коэффициентов корреляции повторяемости интенсивных антициклонов с приповерхностной 
температурой в Северном полушарии зимой (а, в) и летом (б, г) по данным реанализа ERA5 для периода 1979–
2021 гг. Точками отмечены статистически значимые на уровне 95% оценки.
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лярных широтах проявляется обширная область 
с  положительной корреляцией повторяемости 
антициклонов с  приповерхностной темпера
турой. При этом над центральными регионами 
Северной Америки отмечена область со зна
чимой отрицательной корреляцией, которая 
тянется из арктических широт. При этом над 
частями Арктического бассейна проявляется 
значимая положительная корреляция. В  более 
южных широтах доминируют регионы с  отри
цательной корреляцией повторяемости анти
циклонов с  приповерхностной температурой 
в зимние сезоны.

По сравнению с  зимними сезонами для лет
них сезонов пространственное распределение 
для коэффициентов корреляции повторяемости 
антициклонов с  приповерхностной температу
рой в  целом менее зональное. В  частности, над 
восточноевропейскими регионами отмечается 
положительная корреляция. Области со значи
мой положительной корреляцией повторяемо
сти антициклонов с  приповерхностной темпе
ратурой над океанами для летних сезонов менее 
обширные, чем для зимних. При этом в средних 
широтах над Тихим и  Атлантическим океанами 
проявляется также отрицательная корреляция. 
Особо следует отметить значимую положитель
ную корреляцию над значительной частью Арк
тического бассейна.

Судя по оценкам коэффициента детерми
нации (квадрат коэффициента корреляции на 
рис.  2), с  вариациями повторяемости антици
клонов связано до 60% межсезонной дисперсии 
приповерхностной температуры, как зимой, так 
и летом. В частности, это отмечается как над Ти
хим, так и Атлантическим океанами, а также над 
Евразией и Северной Америкой.

Статистически значимые тренды в  послед
ние десятилетия отмечены также для интенсив
ных антициклонов (с  интенсивностью более 
15 гПа) и  зимние, и  в  летние сезоны (рис.  3а, 
3б). Зимой отмечено статистически значимое 
увеличение повторяемости интенсивных анти
циклонов над обширными областями конти
нентов и океанов (рис. 3а). Наиболее сильные 
положительные значимые тренды отмечены 
для восточноевропейских регионов, а  также 
над Северной Атлантикой, регионами Север
ной Америки и  над восточной частью Тихого 
океана. При этом над существенной частью 
Арктического бассейна в западном полушарии 

проявляется отрицательный тренд повторяемо
сти зимних интенсивных антициклонов, тогда 
как в восточном полушарии – в частности над 
Баренцевым и Карским морями – значимая по
ложительная корреляция.

Для пространственного распределения оце
нок трендов летней повторяемости интенсивных 
антициклонов отмечены особенности с диполь
ной структурой – значимых отрицательных над 
Атлантическим океаном и  значимых положи
тельных над Тихим океаном, с  соответствую
щими оценками трендов над прибрежными ре
гионами континентов, а  также в  сопредельных 
арктических областях (рис. 3б).

Согласно рис.  3в, для зимних сезонов над 
Атлантическим океаном проявляется чередова
ние областей со значимой корреляцией повто
ряемости интенсивных антициклонов с  припо
верхностной температурой – отрицательной над 
Северной Америкой и восточной Европой и по
ложительной над Тихим океаном. Относительно 
небольшие области со значимой отрицательной 
корреляцией отмечены над континентальными 
регионами, в  частности в  районе озера Байкал 
и над Тихим океаном.

Для летних сезонов над Северной Атланти
кой в  целом проявляется статистически значи
мая положительная корреляция повторяемости 
интенсивных антициклонов с  приповерхност
ной температурой, а над южной – отрицательная 
(рис.  3г). Над Тихим океаном также отмечены 
подобные особенности.

Судя по оценкам коэффициента детермина
ции, с вариациями повторяемости интенсивных 
антициклонов связано до 50% межгодовой дис
персии приповерхностной температуры зимой 
и летом как над океанами, так и над континен
тами.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В рамках проведенного анализа с использова
нием данных реанализа ERA5 отмечены особен
ности пространственных распределений харак
теристик внетропических антициклонов, в  том 
числе интенсивных антициклонов, и их измене
ний в атмосфере Северного полушария для пери
ода 1979–2021 гг. В летние сезоны повторяемость 
антициклонов над континентами в целом мень
ше, чем в  зимние, а  над океанами – наоборот. 
При этом области наиболее высокой повторяе
мости наиболее интенсивных антициклонов зи
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мой отмечаются над Азией, а летом – над Тихим 
океаном.

Наряду со значительными различиями сред
них зимних и  летних распределений повто
ряемости антициклонов во внетропических 
широтах Северного полушария отмечаются 
существенные различия трендов повторяемо
сти антициклонов в  последние десятилетия, 
в частности над североамериканскими региона
ми, в  Арктике – Тихоокеанском секторе и  над 
Гренландией. При этом и  зимой, и  летом над 
восточноевропейскими регионами отмечены 
значимые положительные тренды повторяемо
сти антициклонов, а  над западноевропейски
ми – значимые отрицательные.

Над обширными областями отмечена значи
мая корреляция зимней и летней повторяемости 
антициклонов внетропических широт Северного 
полушария с  приповерхностной температурой 
для последних десятилетий. При этом для зимних 
сезонов над океанами и континентами в средних 
и приполярных широтах проявляется обширная 
область с положительной корреляцией повторяе
мости антициклонов с приповерхностной темпе
ратурой. Для летних сезонов пространственная 
структура корреляции повторяемости антици
клонов с приповерхностной температурой в це
лом менее зональная.

Значительные различия отмечены для тенден
ций изменения в последние десятилетия повто
ряемости интенсивных антициклонов внетро
пических широт Северного полушария в зимние 
и  летние сезоны. Наиболее сильные положи
тельные значимые тренды отмечены для восточ
ноевропейских регионов и  их сопредельными 
арктическими акваториями, а  также над Север
ной Атлантикой, североамериканскими региона
ми и над восточными областями Тихого океана. 
Над существенной частью Арктического бассей
на отмечен отрицательный тренд повторяемости 
зимних интенсивных антициклонов. Для оценок 
трендов летней повторяемости интенсивных ан
тициклонов отмечены особенности дипольной 
структуры со значимыми отрицательными трен
дами над Атлантическим океаном и значимыми 
положительными трендами над Тихим океаном, 
с соответствующими оценками трендов над при
брежными регионами и сопредельными арктиче
скими областями.

Для интенсивных летних антициклонов над 
океанами отмечены области как с  положитель

ной, так и  отрицательной статистически значи
мой корреляцией с  приповерхностной темпера
турой. Для зимних сезонов над Атлантическим 
океаном проявляется чередование областей со 
значимой корреляцией повторяемости интен
сивных антициклонов с приповерхностной тем
пературой – отрицательной над Северной Аме
рикой и  восточной Европой и  положительной 
над Тихим океаном. Относительно небольшие 
области со значимой отрицательной корреляци
ей отмечены над континентальными регионами, 
в частности в районе озера Байкал и над Тихим 
океаном.

С  межгодовыми вариациями повторяемости 
атмосферных антициклонов можно связать до 
60% межгодовой дисперсии в  приповерхност
ной температуры для зимних и  летних сезонов, 
а с межгодовыми вариациями повторяемости ин
тенсивных антициклонов – до 50% как над океа
нами, так и над континентами.

Работа выполнена при финансовой поддерж
ке Российского научного фонда (грант № 2227
00780).
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We obtained quantitative estimates of the spatial and seasonal features of the characteristics of anticyclones 
in the atmosphere of the Northern Hemisphere and their changes in recent decades using the ERA5 
reanalysis data (1979–2021). A high correlation between the interannual variations of the mean seasonal 
recurrence of anticyclones and surface temperature over extensive regions in the extratropical latitudes of 
the Northern Hemisphere was noted. According to the obtained estimates, up to 60% of the interannual 
variance of surface temperature in winter and summer is associated with variations of the mean seasonal 
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Проанализированы основные мультифрактальные свойства временных рядов средней, макси
мальной и  минимальной суточной температуры с  использованием метода мультифрактального 
флуктуационного анализа. В качестве исходных данных привлекались результаты инструменталь
ных наблюдений за приземной температурой воздуха, выполненных на метеостанции Цугшпитце 
в период с 1 августа 1900 г. по 31 января 2023 г. В целом вариации средней, максимальной и ми
нимальной суточной температуры демонстрируют мультифрактальное поведение, особенно для 
малых временных масштабов примерно до 90 сут. В ходе анализа обобщенного показателя Херста 
установлено, что рассматриваемые временные ряды имеют долгосрочную положительную корре
ляцию и что мультифрактальность слабее при больших флуктуациях. Спектр сингулярности для 
всех временных рядов усечен влево, что означает, что временные ряды имеют мультифрактальную 
структуру, нечувствительную к локальным флуктуациям больших величин.

Ключевые слова: приземная температура воздуха, вариации, мультифрактальность, показатель 
Херста, спектр сингулярности
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ВВЕДЕНИЕ

Климат представляет собой сложный дина
мический комплекс различных атмосферных 
факторов, характеризующийся множественны
ми взаимодействиями между различными его 
компонентами и нелинейным поведением [Rind, 
1999]. Вариации метеорологических параме
тров характеризуются случайными колебаниями 
в  разных временных и  пространственных мас
штабах, возникающими под воздействием слож
ных природных процессов, которые невозможно 
полностью проанализировать, используя только 
линейные статистические или физические мето
ды [Rial et al., 2004; Maslin, Austin, 2012]. Таким 
образом, такая сложная система, как климат, 
должна быть дополнительно проанализирована 
с  привлечением развивающихся сейчас методов 
анализа динамики нелинейных систем [Аптуков, 
Митин, 2019; Govindan et al., 2002; Balasis et al., 
2013]. Можно ожидать, что полученные в  ходе 

таких исследований результаты улучшат наше 
понимание влияния природных и  техногенных 
процессов на формирование климата, а  также 
станут основой для разработки новых климати
ческих моделей и  совершенствования моделей 
предыдущего поколения [Knutti et al., 2010].

Имеющиеся на сегодняшний день исследова
ния продемонстрировали, что как в глобальных, 
так и  в  региональных климатических моделях 
возникают погрешности и  неопределенности 
(в зависимости от временного и пространствен
ного масштаба) при моделировании среднего 
количества осадков и  приземной температуры 
воздуха (далее по тексту ‒ температура), кото
рые являются переменными, наиболее часто ис
пользуемыми для климатических исследований 
[Jaiswal et al., 2015]. С  целью уменьшения нео
пределенности, возникающей при моделиро
вании климатических изменений, необходимо 
продолжать изучение исторических и  текущих 
климатических условий с помощью всесторон

551.524
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него анализа данных о  соответствующих кли
матических параметрах (в  частности, данные 
о температуре).

Развитие компьютерных технологий и  мето
дов анализа динамики нелинейных систем позво
ляет наряду с  расчетом базовых статистических 
характеристик метеорологических показателей 
вычислять параметры, которые отражают неоче
видные, глубинные свойства метеорологических 
процессов (например, свойства самоподобно
сти и  сложного скейлинга) [Tuck, Hovde, 1999; 
Kiraly, Janosi, 2005; Donges et al., 2009; Laib et al., 
2018; Xavier et al., 2019]. Одним из таких методов 
исследований, получившим в  последнее время 
широкое развитие в самых разнообразных обла
стях науки, является мультифрактальный анализ 
[Тараненко, 2019; Barnsley, 1993; Liu et al., 1997; 
Gierałtowski et al., 2018].

Что касается метеорологии и  климатологии, 
то здесь мультифрактальные методы в  основном 
привлекались при анализе данных об осадках, 
причем исследования варьировались от простых 
эмпирических исследований скейлингового по
ведения [Svensson et al., 1996; Sivakumar, 2000; 
Kantelhardt et al., 2006; Yuan et al., 2013] до выделе
ния однородных областей осадков [GarciaMarin 
et al., 2015] и  анализа качества моделей осадков 
[GarciaMarin et al., 2008]. Здесь следует отметить, 
что исследований, посвященных анализу муль
тифрактальности временных вариаций темпера
туры, значительно меньше [Burgueno et al., 2014; 
Jiang et al., 2016; Kalamaras et al., 2017, 2019].

Климат горных районов уникален и  сильно 
отличается от климата прилегающих равнин. Для 
гор характерны пониженные температуры и  ат
мосферное давление, повышенная интенсивность 
солнечной радиации, образование специфиче
ских ветров и абсолютная влажность воздуха.

Цель настоящей работы заключалась в  изу
чении временных особенностей температуры 
в горных районах на примере обработки и анали
за данных продолжительного мониторинга тем
пературы на высокогорной метеостанции Цуг
шпитце.

ХАРАКТЕРИСТИКА МЕСТА НАБЛЮДЕНИЙ 
И ИСХОДНЫЕ ДАННЫЕ

Цугшпитце – самая высокая гора на терри
тории Германии. Цугшпитце входит в  состав 
хребта Веттерштайн (является частью Северных 
Известняковых Альп). Она находится в  11  км 

от немецкого города ГармишПартенкирхен 
и  в  6  км от австрийского поселка Эрвальд, по 
ее вершине проходит государственная граница 
между Германией (Бавария) и  Австрией (Ти
роль). Гора Цугшпитце состоит из трех пиков: 
восточного, среднего и западного ‒ самого вы
сокого. Точная высота горы составляет 2962  м 
над уровнем моря.

Южнее горы находится Цугшпитцплатт ‒ вы
сокогорное карстовое плато, пронизанное мно
жеством пещер и впадин, возникших в ходе про
цессов химического выветривания. По склонам 
горы спускаются три ледника: два самых больших 
в  Германии (Северный Шнефернер и  Хеллен
талфернер) и  относительно небольшой Южный 
Шнефернер (по последним данным ледник прак
тически растаял, а площадь остальных значитель
но уменьшилась [https://phys.org/news/2022–09
germanyglaciersscaldingsummer.html]).

Несмотря на то, что гора Цугшпитце распо
лагается на территории умеренного пояса, для ее 
вершины характерен тундровый климат с  боль
шим количеством осадков и  довольно высоки
ми температурами. Цугшпитце является местом 
встречи западных и южных ветров. Расположен
ная в северной части Альп гора Цугшпитце пред
ставляет собой первое высокое орографическое 
препятствие для западных ветров в  Альпах, на 
котором скапливаются влажные воздушные мас
сы и выпадают обильные осадки (на склоны Цуг
шпитце ежегодно выпадает до 2000 мм осадков). 
Дующие с юга на север ветры несут на Цугшпит
це теплый сухой воздух, благодаря которому тем
пературы на склонах массива не опускаются до 
очень низких и могут приводить к необычно вы
соким температурам зимой. Период воздействия 
южных ветров на регион горы Цугшпитце неве
лик и составляет порядка 60 сут в году. В целом 
на горе Цугшпитце преобладают морозные дни 
(период с отрицательными температурами длит
ся в среднем 310 сут в году).

В  настоящей работе использовались данные 
инструментальных наблюдений за вариациями 
температуры на метеостанции, расположенной 
на высоте 2574 м на горе Цугшпитце. Географи
ческие координаты: 47°25' 00" с. ш., 10°58' 59" в. д. 
Эта высокогорная метеостанция была открыта 
в 1900 г. и выполняет регистрацию температуры 
до настоящего момента. В  работе рассматрива
лись среднесуточные данные за период с 1 авгу
ста 1900 г. по 31 января 2023 г. Следует отметить, 

ИССЛЕДОВАНИЕ МУЛЬТИФРАКТАЛЬНОСТИ ТЕМПЕРАТУРЫ...
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что в  данных имеется единственный пропуск 
с 1 мая по 14 августа 1945 г.

МЕТОДЫ ОБРАБОТКИ И АНАЛИЗА ДАННЫХ

При проведении настоящих исследований 
первичная обработка временного ряда вариаций 
температуры на метеостанции Цугшпитце сво
дилась к редакции данных, выявлению выбросов 
с  применением критерия на основе диаграммы 
“ящик с  усами” (или “коробчатая диаграмма”) 
[Тьюки, 1982; Hoaglin et al., 1983] и  критерия 
Титьена‒Мура [Tietjen et al., 1973], восстановле
нию пропусков методом линейной интерполяции 
и методом с использованием вейвлетпреобразо
вания [Сидак, 2019]. Подробно методы первич
ной обработки данных, используемые в  насто
ящей работе, описаны в  монографии [Адушкин 
и др., 2021]. В результате обработки были сфор
мированы банки данных, которые содержали 
временные ряды минимальной, максимальной 
и средней температуры с дискретизацией 1 сут.

При исследовании мультифрактальной струк
туры временных рядов использовался метод 
мультифрактального флуктуационного анализа 
[Kantelhardt et al., 2002].

В этом случае для исходного ряда данных x(t) 

строится кумулятивный ряд 
1
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t

i

y t x t
=

= ∑  кото

рый разбивается на N сегментов длиной s. Для 
каждого сегмента y(t) вычисляется флуктуацион
ная функция:

         
2

1

1
( ) ( ( ) ( )) ,

s

m
i

F s y t Y t
s =

= −∑
                  

(1)

где Ym(t) – локальный mполиномиальный тренд 
в пределах данного сегмента. Функция F(s) усред
няется по всему ряду y(t). Такие вычисления по
вторяются для различных размеров сегментов, 
чтобы получить зависимость F(s) в широком диа
пазоне значений параметра s.

При проведении мультифрактального флук
туационного анализа исследуется зависимость 
флуктуационной функции Fq(s) от параметра q:
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полученная возведением выражения (1) в  сте
пень q и последующим усреднением по всем сег

ментам. Изменяя временную шкалу s при фик
сированном показателе q, находим зависимость 
Fq(s), представляя ее в двойных логарифмических 
координатах. Если исследуемый ряд сводится 
к  мультифрактальному множеству, проявляю
щему долгосрочные зависимости, то флуктуаци
онная функция Fq(s) представляется степенной 
зависимостью:

                              Fq(s) µ Sh(q),                               (3)
с функцией обобщенного показателя Херста h(q).

Для рядов данных, которые отвечают моноф
рактальному множеству, флуктуационная функ
ция Fq(s) одинакова для всех сегментов, и обоб
щенный показатель Херста h(q) = H не зависит от 
параметра q. Параметр H (0 < H < 1), называемый 
показателем Херста, представляет собой степень 
самоподобия.

Для мультифрактальных рядов h(q) является 
нелинейной функцией: при положительных q 
основной вклад в функцию Fq(s) дают сегменты, 
проявляющие большие отклонения F2(s), а  при 
отрицательных q доминируют сегменты с малы
ми дисперсиями F2(s). Таким образом, при отри
цательных значениях q обобщенный показатель 
Херста h(q) описывает сегменты, проявляющие 
малые флуктуации, а при положительных – боль
шие.

Стандартное представление скейлинговых 
свойств предполагает переход от обобщенного 
показателя Херста h(q) к  массовому показателю 
τ(q):

                          τ(q) = qh(q)–1,                             (4)
и спектру сингулярности f(α), где α – показатель 
Гельдера. Из свойств преобразования Лежандра:

/

( ) ( ).

d dq

f q q

α = τ
 α = α − τ

Типичным графическим представлением 
функции f(α) является “перевернутая парабо
ла”. Интегральную оценку спектра сингулярно
сти дают два его параметра, которые определяют 
положение максимума и ширину спектра f(α*) = 
max f(α) и ∆α= αmax – αmin.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Анализ средней суточной температуры, за
регистрированной на метеостанции Цугшпит
це, показал, что самая низкая средняя суточная 
температура (–33.1°C) наблюдалась 13  февраля 
1940 г., а самая высокая (13.6°C) – 26 июня 2019 г. 

РЯБОВА
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Временные ряды суточной температуры демон
стрируют периодические вариации, которые свя
заны с  годовым сезонным циклом, при этом са
мыми теплыми месяцами являются июль и август 
(2.5°C), а самым холодным – февраль (–11.3°C).

Известно, что в целом периодические тренды 
оказывают влияние на нелинейные свойства вре
менных рядов [Krzyszczak et al., 2017], и поэтому 
из временных рядов минимальной, максималь
ной и  средней температуры удалялся сезонный 
цикл перед применением метода мультифрак
тального флуктуационного анализа. Для удале
ния сезонной компоненты использовался метод 
Loess, описанный в работе [Cleveland et al., 2015] 
и  успешно опробированный при исследовании 
стока в бассейне Хуанхэ [Li et al., 2015], при ис
следовании температуры воздуха над Грецией 
[Kalamaras et al., 2017, 2019].

Метод мультифрактального флуктуационного 
анализа применяется к временным рядам с уда
ленной из них сезонной и трендовой компонен
той. Поскольку линейные тренды исключаются 
из исходных временных рядов перед использо
ванием метода мультифрактального флуктуаци

онного анализа, то следует, что при применении 
мультифрактального анализа в  ходе подгонки 
(с использованием полиномов второго порядка) 
будут удаляться из профиля тренды второго по
рядка. Длина сегмента s выбиралась в диапазоне 
от 101.5 до 103.5 сут.

Результаты вычислений Fq(s) для различных 
моментов q в  зависимости от s в  логарифмиче
ском масштабе для временных рядов минималь
ной, максимальной и средней температуры пред
ставлены на рис. 1. Анализ данных, приведенных 
на рис.  1, показал, что масштабное поведение 
Fq(s) (т. е. наклон) для q ≥ 0 почти одинаково для 
трех рассматриваемых временных рядов. Этот 
факт наблюдается и  для отрицательных значе
ний q и для s > 90 сут, но не для малых временных 
масштабов (s < 90 сут), где наклон Fq(s) увеличи
вается (для маленьких отрицательных значений 
q наклон становится больше). Такое поведение 
показывает наличие большей степени мультиф
рактальности для малых временных масштабов 
(s ≤ 90 сут) и для отрицательных значений q; во 
всех остальных случаях мультифрактальность 
слабее. Согласно работе [Ihlen, 2012] малые сег
менты способны различать локальные периоды 
с большими (положительные q) и малыми флук
туациями (отрицательные q), поскольку малые 
сегменты встроены в  эти периоды. Напротив, 
большие сегменты пересекают несколько ло
кальных периодов как с  малыми, так и  с  боль
шими флуктуациями и  поэтому усредняют их 
различия по величине. Таким образом, Fq(s) для 
больших масштабов (большие сегменты s) анало
гичны монофрактальным временным рядам.

Обобщенные показатели Херста h(q) для вре
менных рядов минимальной, максимальной 
и средней температуры в зависимости от момента 
q приведены на рис.  2. Из данных, представлен
ных на рис. 2, получаем, что для всех рассматри
ваемых в  работе временных рядов наблюдается 
зависимость h(q) от q. Исходя из того, что для 
мультифрактальных рядов h(q) является нели
нейной функцией, можно сделать вывод о муль
тифрактальности вариаций минимальной, мак
симальной и средней температуры. Как видно из 
рис. 2, h(q) > 0.5, то есть рассматриваемые времен
ные ряды, имеют долгосрочную положительную 
корреляцию, а это означает, что за высоким зна
чением температуры, вероятно, последует другое 
высокое значение температуры (или, аналогич
но, за низким значением температуры последует 
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Рис. 1. Зависимость флуктуационной функции Fq(s) 
для моментов q = –6, –3, 0, 3, 6 от s в логарифмиче
ском масштабе для временных рядов минимальной 
(а), максимальной (б) и средней температуры (в).
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другое низкое значение). Кроме того, из данных 
на рис. 2 можно сделать вывод, что мультифрак
тальность слабее для положительных значений, 
поскольку наклон h(q) больше для отрицательных 
значений q, чем для положительных. Полученный 
вывод согласуется с данными рис. 1.

На рис. 3 представлены спектры сингулярно
сти в зависимости от показателя “частоты” син
гулярности (показатель Гельдера) для временных 
рядов минимальной, максимальной и  средней 
температуры. Данные на рис. 3 показывают, что 
спектры сингулярности вариаций минимальной, 
максимальной и средней температуры имеют ле
вое усечение и длинный правый хвост. Это свя
зано с  мультифрактальной структурой рассма
триваемых временных рядов, нечувствительной 
к  локальным флуктуациям большой величины. 
Максимальное значение f(α) соответствует q = 0, 
тогда как значения f(α) слева от него соответству
ют положительным значениям q и,  аналогично, 

значения f(α) справа от максимума соответству
ют отрицательным значениям q. Из рис.  3 сле
дует, что f(α) незначительно изменяется слева от 
своего максимального значения (положительные 
значения q) и, наоборот, существенно изменяет
ся справа от своего максимума (отрицательные 
значения q). Кроме того, диапазон минимально
го и максимального значений параметра а харак
теризует степень мультифрактальности времен
ного ряда; диапазон больше справа от максимума 
f(α), что означает, что существует более высокая 
степень мультифрактальности для отрицатель
ного q, подтверждая таким образом результаты 
масштабного поведения Fq(s) и  распределение 
обобщенного показателя Херста h(q) (рис.  1 и  2 
соответственно).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

При выполнении настоящих исследований 
проанализированы основные мультифракталь

0.56

0.58

0.60

h(
q)

0.62

0.54

(a)

−3 0
q

3 6−6

0.59

0.61

h(
q)

0.63

0.57

(б)

−3 0
q

3 6−6

0.58

0.60

0.62

h(
q)

0.64

0.56

(в)

−3 0
q

3 6−6

0.7

0.8f(α
)

0.9

1.0

0.6
0.60.5
α

0.7

0.7

0.8f(α
)

0.9

1.0

0.6
0.60.5
α

0.7

0.7

0.8f(α
)

0.9

1.0

0.6
0.60.5
α

0.7

(a) (б) (в)

Рис. 2. Зависимость обобщенных показателей Херста h(q) от момента q для временных рядов минимальной (а), мак
симальной (б) и средней температуры (в).

Рис. 3. Спектр сингулярности для временных рядов минимальной (а), максимальной (б) и средней температуры (в).
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ные свойства временных рядов суточной темпе
ратуры в  горном районе, а  именно с  помощью 
метода мультифрактального флуктуационно
го анализа изучены фрактальные особенности 
временных рядов минимальной, максималь
ной и  средней суточной температуры по дан
ным высокогорной метеостанции Цугшпитце. 
Установлено, что в  целом все три временных 
ряда демонстрируют мультифрактальное пове
дение, особенно для малых временных масшта
бов, примерно до 90 сут. Анализ зависимости 
обобщенного показателя Херста h(q) от момен
та q показал, что рассматриваемые временные 
ряды имеют долгосрочную положительную 
корреляцию и  что мультифрактальность сла
бее при больших флуктуациях (положительные 
значения q). Спектр сингулярности для всех 
временных рядов усечен влево, что означает, 
что временные ряды имеют мультифракталь
ную структуру, нечувствительную к локальным 
флуктуациям больших величин. Также следует 
отметить, что мультифрактальное поведение 
практически одинаково для всех временных ря
дов (минимальная, максимальная и средняя су
точная температура).
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Investigation of Temperature Multifractrality According to Zugspitze  
Weather Station Data

S. A. Riabova*
Sadovsky Institute of Geosphere Dynamics of Russian Academy of Sciences, Leninsky prosp., 38, build. 1,  

Moscow, 119334 Russia
*е-mail: riabovasa@mail.ru

The main multifractal properties of time series of mean, maximum and minimum daily temperatures 
are analyzed using the method of multifractal fluctuation analysis. As initial data, we used the results of 
instrumental temperature observations made at the Zugspitze meteorological station in the period from 
August 1, 1900 to January 31, 2023. In general, variations in the mean, maximum and minimum daily 
temperatures demonstrate multifractal behavior, especially for small time scales, up to about 90 days An 
analysis of the generalized Hurst exponent found that the considered time series have a longterm positive 
correlation and that the multifractality is weaker with large fluctuations. The singularity spectrum for all 
time series is truncated to the left, which means that the time series have a multifractal structure that is 
insensitive to local fluctuations of large values.

Keywords: air temperature, variations, multifractality, Hurst exponent, singularity spectrum
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В данной работе проводится поиск оптимальной параметризации мезомасштабной метеорологи
ческой модели на основе сравнительного анализа модельных прогнозов и результатов измерений 
температурных инверсий в планетарном пограничном слое атмосферы московского мегаполиса. 
Тестировалась модель WRFARW с несколькими различными комбинациями физических пара
метризаций для оценки качества прогнозов параметров инверсии температуры над г. Москва. При 
отборе критериев для сравнений была проведена оценка динамических и статистических характе
ристик температурных инверсий. Представлены результаты оценки сроков разрушения темпера
турных инверсий в зависимости от типа инверсий. Источником данных были результаты измере
ний профилей температуры в слое до 1 км, полученные пассивным микроволновым профилемером 
МТР5 c 2018 по 2021 гг. Один MTP5 на севере Москвы использовался для настройки параметров 
модели, а другой на востоке Москвы – для валидации. Результаты сравнения показывают, что для 
настройки модели может быть оптимален набор из нескольких вариантов параметризации.

Ключевые слова: температурные инверсии, пограничный слой атмосферы, параметризация модели 
WRF, микроволновый профилемер МТР5, дистанционное зондирование
DOI: 10.31857/S0002351524010047

551.509+515

1. ВВЕДЕНИЕ

Исследования качества воздуха обычно про
водятся на основе расчетов химикотранспорт
ных моделей [Шалыгина и  др., 2017], которые 
используют кадастры эмиссий различных хими
ческих компонент над интересующим регионом, 
а  начальные и  граничные условия – из различ
ных (глобальных или локальных) метеороло
гических моделей численного прогноза погоды 
(NWP/ЧПП). Поэтому воспроизведение и  про
гнозирование региональных метеорологических 
условий является ключевой задачей для деталь

ной оценки благоприятных и  неблагоприятных 
условий рассеивания загрязняющих веществ 
в интересующем регионе [Kim et al., 2013; Zhang 
et al., 2013]. Полученные из моделей численно
го прогноза погоды температура воздуха, ветер, 
удельная влажность и  высота планетарного по
граничного слоя (ППС) являются основными 
параметрами исходных данных моделей прогно
за качества воздуха и  напрямую влияют на ре
зультаты прогноза [Govardhan et al., 2015].

Следует учитывать, что качество метеороло
гических моделей ЧПП определяется полно

_____________________
Статья подготовлена на основе устного доклада, представленного на IV Всероссийской конференции с международным 
участием “Турбулентность, динамика атмосферы и климата”, посвященной памяти академика А.М. Обухова (Москва, 
22–24 ноября 2022 г.).
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той и  качеством источников данных измерений 
метеорологических параметров. Руководство 
Всемирной метеорологической организации 
(WMO/ВМО) по применению численного про
гноза погоды (ЧПП) [WMO, 2020] подчеркивает 
необходимость усвоения и  коррекции прогноза 
профилей ветра, температуры и влажности. Для 
реализации функции усвоения данных и  кор
рекции результатов прогноза необходимо иметь 
плотную сеть наблюдений, особенно в  первых 
километрах атмосферы [EPA, 2000], так как 
в  планетарном пограничном слое ошибки чис
ленного моделирования имеют критическое зна
чение [Vaisala, 2016].

Формирование и  развитие сетей измерений 
в  планетарном пограничном слое (ППС), таких 
как: ACTRIS (Aerosols, Clouds and Trace gases 
Research Infrastructure), ADnet (Asian Dust and 
aerosol lidar observation network), AMDAR (Aircraft 
Meteorological Data Relay), ARM (Atmospheric 
Radiation Measurement), EARLINET (European 
Aerosol Research Lidar Network), EUMETNET 
EPROFILE (European Profile of the European 
Meteorological Network), IAGOS (Inservice 
Aircraft for a Global Observing System), IGRA 
(Integrated Global Radiosonde Archive), LALINET 
(Latin America Lidar Network), MPLnet (NASA 
MicroPulse Lidar Network), MWRnet (Microwave 
Radiometer Network), NDACC (Network for the 
Detection of Atmospheric Composition Change), 
NYS Mesonet (New York State Mesonet) [Kotthaus 
et al., 2023], – решает задачу компенсировать не
достаток измерений в планетарном пограничном 
слое наземных контактных станций измерений 
и неопределенность спутниковых данных в пер
вых сотнях метров от поверхности земли.

Для реализации процедур усвоения данных 
и  коррекции данных по результатам измерений 
в ППС инициирован в последние годы ряд про
ектов, таких как NYS Mesonet, COST 720, COST 
ES1303 TOPROF, SOFOG3D, PROBE, TEAMx 
[Cimini, et al., 2020]. Результаты в этом направле
нии представлены в ряде публикаций [Illingworth 
et al., 2019; Martinet et al., 2022].

В  последние десятилетия распространение 
как часть MWRnet [Caumont et al., 2016] получи
ли одноканальные микроволновые профилеме
ры МТП5 [Troitsky et al., 1993] и  современная 
модификация МТР5 [EPA, 2011; Ilyin, Troitsky, 
2017]. Данный тип измерителей позволяет полу
чать непрерывные данные о динамике профилей 

температуры в  слое 1  км. Параметры динамики 
температурной стратификации в  ППС важны 
в  задачах экологического мониторинга и  име
ют значение как составляющая характеристик 
класса устойчивости Паскуилла [Pasquill, 1961; 
РБ046–21, 2021] или метеорологический пока
затель рассеивания примеси и загрязнения при
земного воздуха МПРЗ [Кузнецова и  др., 2014]. 
Ряды измеренных данных профилей температу
ры ППС позволяют оценить ошибки моделиро
вания [Юшков, 2022], контролировать в режиме 
реального времени характеристики термическо
го состояния с  анализом аномалий суточного 
хода температуры [Кузнецова и др., 2010]. При
боры применяются для исследований характери
стик ППС как автономно [Кузнецова и др., 2004; 
Rotach et al., 2004; CHANG et al., 2006; Ferrario 
et al., 2008; Kadygrov et al., 2012; Эзау и др., 2013; 
Kiktev et al., 2015], так и  в  составе измеритель
ных комплексов [Matsui et al., 1996; Westwater 
et al., 1999; Triantafyllou et al., 2018; Odintsov 
et al., 2021]. Для задач прогноза применение 
данных МТР5 развивалось по ряду направле
ний: построение прогноза в  точке измерений 
[Baranov, Lemishchenko, 2018; Баранов, 2021] на 
основе эмпирических данных, усвоение данных 
[Akhmetshina et al., 2015; Вазаева и др., 2018; Rivin 
et al., 2020; Starchenko et al., 2022; Gochakov et al., 
2022] и настройка модели по данным измерений. 
В районе московского мегаполиса с 2014 г. 3 при
бора МТР5 (с 2022 уже 4) являются источником 
данных для рутинного усвоения в ЧПП.

Одной из наиболее популярных моделей, ис
пользуемой по всему миру для прогноза регио
нальных метеорологических условий, является 
модель WRFARW. Это негидростатическая ме
зомасштабная модель численного прогнозирова
ния погоды, которая включает широкий спектр 
различных физических параметризаций, что по
зволяет локально настраивать ее в соответствии 
с потребностями конкретной задачи. Начальные 
и  граничные условия могут быть взяты либо из 
данных моделей общей циркуляции, либо из 
данных реанализа. Поскольку выбор комбина
ции таких параметров оказывает существенное 
влияние на результат моделирования, подбор 
оптимальной комбинации для конкретной за
дачи в заданном регионе становится достаточно 
важной задачей. В работе [Stergiou, 2017] прово
дилась оценка чувствительности результатов мо
делирования для Европейского домена к  пара

ЖУРАВЛЕВ и др.
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РЕЗУЛЬТАТЫ НАСТРОЙКИ ПАРАМЕТРИЗАЦИИ...

метрам микрофизики, приземного пограничного 
слоя, длинноволновой и коротковолновой ради
ации, облачности и  модели подстилающей по
верхности. [Pervin, Gan, 2020] также проводили 
оценку чувствительности модели WRF для реги
она реки Маккинзи в высоких широтах в Канаде. 
Mendoza and Lugo [Mendoza, Lugo, 2020] была 
проведена достаточно объемная работа по под
бору оптимальных комбинаций параметризаций 
модели WRF для штата Пуэбло в Мексике. Все
го в  эксперименте проверялось 768 различных 
комбинаций параметров модели WRF. Стоит 
отметить, что в  результате их эксперимента оп
тимальные комбинации зависели от выбранной 
метрики, например, систематическая ошибка, 
среднеквадратичное отклонение или корреляция 
по Пирсону. В результате авторам удалось агре
гировать метрики на весь штат и отобрать всего 
10 лучших комбинаций.

Детализация расчетов численных моделей мо
жет быть улучшена, среди прочих факторов, за 
счет использования более высокого простран
ственного и  временного разрешения модели, 
соответствующих параметризаций или ассими
ляции данных наблюдаемых метеорологических 
параметров, таких как температура, осадки, ско
рость ветра [Borge, 2008; Misenis, 2010]. Однако 
использование таких методов требует больших 
вычислительных ресурсов и сложной настройки 
самой процедуры усвоения данных.

Одним из методов улучшения качества ЧПП 
является настройка модели по результатам из
мерений температурной стратификации в  точке 
[Юшков, 2022]. Такое решение позволяет полу
чить прогноз на территории в условиях недоста
точно плотных измерительных сетей измерений.

Целью данной работы является демонстрация 
подхода по поиску оптимальной комбинации 
параметризаций модели WRF с наилучшей обоб
щающей способностью по данным температур
ных профилемеров МТР5 на территории г. Мо
сквы и окрестности.

2. ОПИСАНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТА

Наличие в московском мегаполисе многолет
них (с  2000 г.) измерений температурной стра
тификации микроволновыми температурными 
профилемерами (МТП5 и МТР5) дает возмож
ность использовать в качестве источника данных 
временные ряды профилей температуры в  слое 
до 1  км в  пространственноразнесенных точ
ках измерений. Расчет и  анализ проводился по 
массивам данных за период времени с  2018 по 
2021 гг. С  учетом пространственной изменчи
вости городского острова тепла [Golitsyn et  al., 
2002] и  масштаба ландшафтных неоднород
ностей ППС [Khaikine et al., 2006] для анализа 
использовались точки измерений с  равноуда
ленным от центра мегаполиса положением (при
мерно 20 км). Для эксперимента были выбраны 
2 прибора: один MTP5 SN050 на севере Москвы 
(г. Долгопрудный) использовался для настройки 
параметров модели, а другой на юговостоке Мо
сквы MTP5 SN068 (рн КосиноУхтомский) – 
для валидации. Расстояние между приборами по 
прямой – около 35 км.

В  проведенных экспериментах для модели 
WRF использовалась модифицированная клас
сификация подстилающей поверхности MODIS
IGBP. Рассмотрим распределения по классам 
вокруг двух приборов, участвующих в  экспери
менте, и  сравним их с  классами характерными 
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Долгопрудный Косино Центр Москвы

Рис. 1. Распределение долей площадей классов подстилающей поверхности в области чувствительности двух прибо
ров МТР5 (Долгопрудный и Косино) и квадрата вокруг центра Москвы со стороной 20 км (центр Москвы). 
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для центральной части города с  учетом сетки 
внутреннего домена с разрешением 2 км (рис. 1). 
Видно, что профили двух приборов отличаются 
наличием класса 14 (естественная мозаика расти
тельности) в рне КосиноУхтомский. Суммарно 
оба прибора покрывают большую часть классов, 
которые встречаются на территории самого го
рода. Классы, которые не встречаются в районе 
приборов, связаны с другими типами леса (хвой
ный) или отличными типами трав, однако, если 
посмотреть внутренние параметризации моде
ли, применяемые к этим классам, то они близки 
к  тем, которые присутствуют вблизи приборов, 
например, “смешанный лес” или “естественная 
мозаика растительности”. Таким образом, мож
но сделать предположение о том, что параметры, 
полученные как оптимальные с точки зрения мо
дели по двум приборам, могут быть применимы 
для всего г. Москвы.

2.1. Выбор критериев для анализа
Зависимость условий для накопления и рас

сеяния загрязнений в нижней атмосфере пред
ставлена во множестве исследовательских работ 
и руководящих документах отраслей, связанных 
с  регулированием и  контролем потенциально 
опасных технологических процессов, а  так
же метеорологических и  экологических служб, 
контролирующих результаты антропогенно
го воздействия города как сложной системы 
транспортной и коммунальной инфраструктуры 
[Oке, 1982; РБ046–21, 2021; AlHemoud et al., 
2019]. Классификация типов погоды связанна 
с  загрязнениями через характеристики кате
гории устойчивости Паскуилла [Pasquill, 1961] 
или МПРЗ [Кузнецова и  др., 2014] и  дополня

ются условиями, когда в  случае приподнятой 
инверсии (рис. 2) происходит “копчение” ниж
них слоев атмосферы [Oке, 1982]. Такие инвер
сии формируются при переходе от приземной 
Gинверсий (когда Hbase – нижняя граница ин
версии равна 0 м) к приподнятым Еинверсиям 
(с нижней границей выше уровня 0 м) в случае 
радиационных процессов, или как адвективные 
инверсии, или как смешанные при трансформа
ции от одного типа к  другому и  обратно [Куз
нецова и  др., 2010]. Дополнительно инверсии 
можно разделить на: инверсии, которые форми
руются как результат стационарного процесса 
(радиационные), когда происходит накопление 
выброса при условии слабого ветра; на инвер
сии в результате адвекции, которая ведет к сме
не воздушной массы; смешанный тип. Эти про
цессы принципиально различны для условий 
накопления и рассеяния потенциальных загряз
нений атмосферы.

Характеристики температурных инверсий – 
значимый фактор, определяющий условия на
копления и  рассеяния загрязнений [Звягинцев 
и др., 2011; Ячмёнева, Гольвей, 2011], и возмож
ность получить репрезентативные данные опти
мизированного по данному параметру прогноза 
на территории мегаполиса имеет важный при
кладной эффект для задач управления процесса
ми, связанными с загрязнением атмосферы. Для 
оценки качества прогнозов модели в  качестве 
целевых параметров (характеристик) темпера
турных инверсий были выбраны: тип инверсии, 
высота инверсии (разница верхней и  нижней 
границы Htop – Hbase (рис. 2 – ось ординат) и глу
бина/величина инверсии Ttop – Тbase (рис. 2 – ось 
абсцисс).

Температурные инверсии московского мега
полиса имеют в значительной части случаев чет
ко выраженные временные границы образования 
и разрушения [Локощенко и др., 2021; Vorobyeva 
et al., 2009], при наличии данных о профилях тем
пературы от МТР5 каждые 5 мин обеспечивается 
достаточная плотность данных для сравнения со 
сроками образования и разрушения инверсий по 
данным модели ЧПП. Для решения задачи о сро
ках формирования и разрушения для различных 
инверсий в зависимости от типа были рассчита
ны статистические и  динамические характери
стики профилей температуры для г. Москвы. Из 
статистических характеристик рассчитывались: 
продолжительность наблюдения инверсии, се

TtopTbase

Hbase

Htop

В
ы
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Рис. 2. Характеристики температурных инверсий.
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зонная характеристика мощности. Была выпол
нена оценка факторов, определяющих условия 
и сроки разрушения инверсий.

2.2. МТР‑5 как источник данных
MTP5 представляет собой самокалибрую

щийся, самотестирующийся одноканальный 
сканирующий микроволновый метеороло
гический температурный профилемер [Ilyin, 
Troitsky, 2017] для измерения профилей темпе
ратуры от уровня установки до высоты 1000 м 
при любых погодных условиях. Прибор при
шел серию международных сравнений с  раз

личными альтернативными измерительными 
системами: радиозондами, RASS, метеороло
гическими мачтами и др. [Koldaev et al., 2010; 
EPA., 2011; Klügel et al., 2019; Martinet et  al., 
2022]. Достаточная точность одноканального 
микроволнового радиометра (МТР5) в  ниж
них слоях ППС позволяет получить репрезен
тативное описание динамики характеристик 
до 1 км.

На рис. 3 показан пример сравнений измерен
ных профилей МТР5 (зеленая линия) с  данны
ми измерений радиозондов (RSкрасные точки) 
во время проекта SOFOG3D зимой 2019–2020 г. 
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Рис. 3. Пример сравнений измеренных профилей МТР5 (зеленая линия) с радиозондами (RSкрасные точки) в 
SOFOG3D и голубая линия – профили T(h), посчитанные из яркостных температур Tbr(Ө) радиозонда. (а) Gин
версия; (б) приподнятая Eинверсия; (в) высоко приподнятая инверсия НЕ.

Рис. 4. Характеристики инверсий в период с 01/04 по 15/10 и с 16/10 по 31/03 по данным МТР5 г. Долгопрудный 
с 2018 по 2021 гг.
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в Бордо (Франция) [Martinet et al., 2022]. Голубая 
линия на графиках – это профили T(h), восста
новленные из яркостных температур радиозонда 
Tbr(Ө), которые получены решением прямой за
дачи, а именно расчетом распределения Tbr(Ө) из 
профиля температур радиозонда Т(h). Графики 
иллюстрируют качество метода восстановления 
и  величину аппаратной ошибки. Представлены 
профили для случаев инверсий различного типа. 
На рис. 3а показан случай с приземной Gинверси
ей. Рисунок 3б – приподнятая Eинверсия. Рису
нок 3в – высоко приподнятая инверсия НЕ, когда 
нижняя граница инверсии на высоте выше 250 м.

2.3. Выбор периодов измеренных данных для анализа
Для анализа был выбран период с  момента, 

когда при суточных максимальных углах Солн
ца больше 40o (с 1 апреля) по срок, когда Солн
це перестанет подниматься выше 25o. В этот пе
риод типовой суточный ход температуры ППС 

[Кузнецова и др., 2010] встречается чаще. Мож
но предположить, что изменение в  углах Солн
ца (40o против 25o) при переходе с зимы на лето 
и обратно связано с необходимым прогревом по
сле зимнего периода.

Рисунок 4 показывает распределение измене
ния (приращение/уменьшение) значения гради
ента инверсии dT (рассчитанного по среднеча
совым профилям температуры) от угла Солнца 
“SunРos” в период с 01/04 по 15/10 и с 16/10 по 
31/03 по данным МТР5 SN050 в Долгопрудном 
с  2018 по 2021 гг. Характер распределения в  ус
ловно летний и условно зимний период различ
ны, но похожи для 4х лет с  2018 по 2021. Ин
версии разрушаются быстрее с восходом Солнца 
в летний период.

На рис.  4а (зеленый сектор) – при положи
тельных углах Солнца – отрицательный градиент 
инверсий больше и  разрушение инверсии бы
стрее. Для зимнего периода (рис. 4б) градиенты 
инверсий наблюдаются без определенной зави
симости от угла Солнца.

Рисунок 5 демонстрирует распределение по 
срокам разрушения характеристик инверсий а) 
в  период с  16/10 по 31/03 и  б) в  период с  01/04 
по 15/10, и  рис.  6 – распределение по продол
жительности инверсий в период с 16/10 по 31/03 
(“зима”) и  с  01/04 по 15/10 (“лето”). Графики 
показывают количественные характеристики из
менения характера температурного режима ППС 
для “зимнего” и “летнего” сезонов, которые ус
ловно определены по срокам в  зависимости от 
суточного максимума угла Солнца и связаны со 
степенью прогрева воздуха у земли.

Рисунок 7 иллюстрирует среднечасовые ха
рактеристики инверсий в период с 01/04 по 15/10 
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Рис. 5. Среднечасовые характеристики инверсий (а) в период с 16/10 по 31/03 и (б) в период с 01/04 по 15/10.

Рис. 6. Распределение по продолжительности инвер
сий в период с 16/10 по 31/03 (“зима”) и с 01/04 по 
15/10 (“лето”)
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и  с  16/10 по 31/03 (по  данным МТР5 SN050 
в Долгопрудном с 2018 по 2021) как распределе
ние показателя мощности по высоте Htop – Hbase от 
глубины/величина инверсии Ttop – Тbase. “Летние” 
инверсии менее мощные по обоим показателям, 
при этом для “зимних” инверсий в  распределе
нии их параметров можно выделить два кластера, 
отражающих увеличенную частоту смешанного 
типа инверсий в  этот период. В  летний период 
преобладают инверсии со слоем до 500 м и мощ
ностью меньше 9o.

Для анализа сроков разрушения инверсий был 
выбран показатель мощности по температуре 
Ttop – Тbase = dT, в большей степени зависящий от 

прогрева. На рис. 8 показано распределение сро
ка разрушения инверсии мощностью dT, выра
женного через угловое положение Солнца, т. е. на 
каких углах Солнца разрушится инверсия, мощ
ность которой в момент восхода Солнца была dT. 
Для инверсий мощностью более 5o разрушение 
инверсии наступало на углах Солнца выше 10o.

В табл. 1 и 2 представлено распределение сро
ков разрушения инверсии, мощность которой 
в момент восхода Солнца была dT через угловое 
положение Солнца (табл. 1) и от срока времени 
(табл.  2), прошедшего с  момента восхода, рас
считанные по среднечасовым профилям темпе
ратуры. Расчеты производились по результатам 
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Рис. 7. Среднечасовые характеристики инверсий в период с 01/04 по 15/10 и с 16/10 по 31/03 по данным МТР5 
SN050с 2018 по 2021 гг.
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измерений с 2018 по 2021 гг. Мощность по тем
пературе округлена до целого значения.

Неоднозначность динамики характеристик 
температурных инверсий продемонстрирова
на на рис. 9. С прогревом ППС с 18 до 21 июня 
наблюдалось последовательное уменьшение 
мощности инверсии по температуре, и  время 
разрушения инверсий было 18/06 в  06:20, 19/06 
в 06:05, 20/06 в 06:25, 21/06 06:30. Возможно, по
сле дождя 22  июня мощность инверсии по dT 
выросла почти в 2 раза, и время разрушения ин
версий сместилось на час: 22/06 – в 07:25, далее 
23/06 – в  07:15, 24/06 – в  07:05. С  учетом слож
ности прогноза сроков разрушения инверсий 
в ППС можно оценить ожидаемое время ∆tсегодня 
разрушения инверсии мощностью dTсегодня(С) на 
момент восхода Солнца tвосход, если использовать 
данные о сроке разрушения инверсии с мощно
стью dTвчера(С) за время ∆tвчера накануне. Оцен
ка срока разрушения инверсии будет иметь вид 
dTсегодня(С) × ∆tвчера/dTвчера(С) = ∆tсегодня при усло
вии, что dTсегодня(С) < dTвчера(С).

Учет угла Солнца как косвенная оценка сте
пени дневного прогрева ППС помогает оценить 
сроки перестроения динамики температурных 
инверсий и  получить качественные оценки се

зоннозависимых распределений характери
стик температурного режима для данного места 
наблюдений. На рис.  10 показана зависимость 
срока разрушения инверсии с  мощностью dT 
на момент восхода Солнца от степени прогрева 
(dT(0 м) + dT(t)) слоя толщиной примерно 30 м 
на расстоянии 1  км (измерения МТР5 SN050 
с  уровня горизонт), т. е. показано, насколько 
надо прогреть слой толщиной несколько десят
ков метров от земли для разрушения зарегистри
рованной на момент восхода Солнца инверсии 
мощностью dTinv(С). По результатам наблюдений 
видно, что для разрушения инверсии мощностью 
больше 4 градусов требовался прогрев слоя у зем
ли на более чем 1.5o.

По результатам анализа в  качестве критерия 
для сравнения с  данными модели были выбра
ны температурные инверсии и  разделены на 
группы/типы: приземные (G), приподнятые (E) 
и высокоприподнятые (HE). Инверсии анализи
ровались в периоды измерений как квазистацио
нарных периодов (август как летний и  декабрь 
как зима), так и  в  периоды межсезонных пере
строений в  апреле и  октябре с  учетом того, что 
в эти сроки часто нарушается типовой суточный 
ход температурой стратификации.

Таблица 1. Распределение сроков разрушения инверсий dT через угловое положение Солнца

Таблица 2. Распределение сроков разрушения инверсий dT времени с момента восхода

ЖУРАВЛЕВ и др.
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3. WRF

Для моделирования погодных параметров 
использовалась мезомасштабная модель WRF
ARW версия 4.2.2.

В  данной работе модель была сконфигури
рована с  использованием системы вложенных 
сеток (доменов), с  пространственным разреше
нием внутренней целевой сетки 2 × 2 км и раз
мером 102 × 102 ячейки, построенной в Ламбер
товой географической проекции. Центры всех 
доменов были заданы в  точке центра Москвы 
(55.7558 с. ш.; 37.6178 в. д.). Вертикальная сетка 
содержала в себе 40 уровней по высоте так, что
бы в приземном пограничном слое содержалось 
как минимум 17 вертикальных уровней. Верхняя 
граница модели была задана на высоте 100 мбар. 
Горизонт прогноза равнялся 48 ч, при этом пер

вые 6 ч прогноза отрезались изза “эффекта про
гревания” (“spinup period”). Запуск расчетов 
проводился два раза в  сутки в  0 и  12 ч по UTC 
для выбранных месяцев (апрель, август, октябрь 
и декабрь). Начальное поле инициализировалось 
по данным NCEP FNL с пространственным раз
решением 1.0o и временным разрешением 6 ч.

Спектр всех возможных комбинаций физиче
ских параметризаций в  модели WRF очень ши
рок, более 1  млн в  версии ядра ARW. В  общем 
случае не существует какихто правил, по кото
рым параметризации должны быть скомбиниро
ваны друг с другом, за исключением очень огра
ниченного набора, где в  документации прямо 
указаны единственно возможные сочетания. Для 
уменьшения количества исследуемых комби
наций перед началом постановки эксперимен
тов был проделан обзор статей, связанных с по
добной тематикой [Kim et al., 2013; Zhang et al., 
2013; Govardhan et al., 2015; Mooney et al., 2013; 
Stergiou et al., 2017; Pervin et al., 2020; Mendoza, 
Lugo, 2020]. В  результате был отобран следую
щий список наиболее часто повторяющихся сре
ди “победителей” физических и  динамических 
параметризаций (табл. 3).

Поскольку работа проводится для большого 
города, то необходимо както учитывать эффек
ты, связанные с городской застройкой. Для этого 
использовались две параметризации из стандарт
ного набора WRFARW.

Первый тип параметризации – это модель од
нослойного городского полога (UCM), разрабо
танная Kimura, Kusaka и  др. [Kusaka et al., 2001; 
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Рис. 9. Пример динамики температурных инверсий 
в ППС в период с 18/06 по 24/06 2021 г. (г. Долго
прудный).
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Таблица 3. Полный список выбранных параметризаций для участия в эксперименте

Тип параметризации (назва
ние блока в модели WRF) Название схемы параметризации Номер в модели 

WRF

Микрофизика (mp_physics)

Схема Пердью Лин [Chen, Sun, 2001] 2
Схема с использованием 1го момента и 5 классов, разработанная 

внутри WRF [Hong et al., 2004] 4

Новая схема Томпсона [Thompson et al., 2008] 8

Кучевая облачность  
(cu_physics)

Схема КайнаФритша [Kain, 2004] 1
Схема ГреллаФрейтаса (GF) [Grell, Freitas, 2014] 3

Трехмерная схема Грелла [Grell, Devenyi, 2002] 5
Схема Тидтке [Zhang et al., 2011] 6

Длинноволновая радиация 
(ra_lw_physics)

Схема RRTMG [Iacono, 2008] 4
Схема Годдарда [Matsui et al., 2018] 5

Коротковолновая радиация 
(ra_sw_physics)

Схема CAM [Collins et al., 2004] 3
Схема RRTMG [Iacono, 2008] 4

Приземный пограничный 
слой (PBL) (bl_pbl_physics):

Схема университета Йонсей [Hong et al., 2006] 1
Схема МеллораЯмадыЯнджича [Janjic, 1994] 2

QuasiNormal Scale Elimination PBL [Sukoriansky et al., 2005] 4
Схема МеллораЯмады Наканиши и Ниино Уровень 2.5 PBL 

[Nakanishi, Niino, 2006] 5

Схема БужоЛакаррер [Bougeault, Lacarrère, 1989] 8
Городская поверхность (sf_

urban_physics) Модель городского полога 1

Модель параметризации зданий, которая позволяет зданиям быть 
выше, чем приземный модельный слой 2

Kusaka, Kimura, 2004]. Она представляет город как 
комбинацию бесконечно длинных уличных каньо
нов и  трехмерных городских поверхностей, таких 
как стены, крыши и  дороги. В  уличном каньоне 
учитываются затенение, отражение и задержка из
лучения, а также задается экспоненциальный про
филь ветра. Также производится расчет таких пере
менных, как температура поверхности крыш, стен 
и дорог, которые определяются по балансу энергии 
на поверхности, и температурные профили в слоях 
над крышами, стенами и дорогами, которые опре
деляются из уравнения теплопроводности.

Второй тип, используемый в данной работе, это 
многослойная модель городского полога (BEP), раз

работанная Martilli [Martilli et al., 2002]. Эта модель 
представляет собой более сложное моделирование 
городской среды и позволяет напрямую взаимодей
ствовать с PBL внутри модели WRF. BEP учитывает 
трехмерную природу городских поверхностей и тот 
факт, что здания вертикально распределяют источ
ники и  стоки тепла, влаги и  импульса через весь 
слой городского полога, что существенно влияет на 
термодинамическую структуру “шероховатости” 
городского подслоя и,  следовательно, нижней ча
сти городского пограничного слоя. При этом учи
тывается влияние вертикальных и горизонтальных 
(стены, улицы и крыши) поверхностей на импульс 
(за счет силы трения), турбулентную кинетическую 

Таблица 4. Отобранные наборы комбинаций различных физических параметризаций для модели WRFARW.

№ 1 № 2 № 3 № 4 № 5 № 6 № 7 № 8
mp_physics 8 8 8 2 4 2 4 4
cu_physics 6 6 6 5 1 5 3 3

ra_lw_physics 4 4 4 5 4 4 5 5
ra_sw_physics 4 4 4 4 3 3 4 4
bl_pbl_physics 2 8 8 4 5 1 2 2

sf_urban_physics 2 2 2 1 1 1 2 1
cudt 0 0 0 0 5 0 0 0

ЖУРАВЛЕВ и др.
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энергию (ТКЭ) и  потенциальную температуру. 
Излучение на стенах и  дорогах учитывает затене
ние, отражение и  улавливание коротковолнового 
и длинноволнового излучения в уличных каньонах.

Для работы данных схем нужны карты клас
сификации типов подстилающей поверхности, 
а также различные параметры, например, высо
та зданий, ширина дорог, площадь крыш и  т. п. 
В стандартном наборе входных данных для моде
ли WRF есть эти данные в первом приближении, 
но можно предположить, что уточнение этих 
параметров для конкретной локации позволит 
повысить качество воспроизведения процессов 
в  городской среде. При этом модель позволяет 
ручную корректировку карт и подобных параме
тров для расчетов.

Также в соответствии с рассмотренной лите
ратурой были выбраны наиболее частые комби
нации выбранных параметризаций между собой. 
В табл. 4 представлены наборы, которые участво
вали в эксперименте (всего 8 штук). В результате 
для каждого месяца необходимо было провести 
от 480 до 496 расчетов (в зависимости от количе
ства дней в месяце).

Настройка физических параметризаций мо
дели проводилась на промежутке времени 2018–
2020 гг. по данным прибора МТР5 SN050в 
г. Долгопрудный, а  валидация проводилась по 
данным МТР5 SN068в рне КосиноУхтом
ский за 2021 г. Таким образом, мы разделили об
учающую и валидационную выборки по времени 
и пространству.

4. МЕТРИКИ ЗАДАЧИ

Прежде всего рассматривалась способность 
модели правильно классифицировать один из 

трех типов наблюдаемой инверсии (см. сек
цию  2.1). В  таком случае необходимо пользо
ваться метриками для задачи классификации, 
такими как точность (precision), полнота (recall) 
и, которая представляет собой комбинацию пре
дыдущих двух метрик:
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где TP – количество событий, которые были 
определены как инверсия с правильным типом; 
FP – количество событий, которые были непра
вильно определены как инверсия; FN – количе
ство событий, которые были неверно определе
ны как отсутствие инверсии; – коэффициент, 
вводящий соотношение между точностью и пол
нотой (равен единице, если нас интересует рав
номерное соотношение).

Вторая задача заключалась в  оценке способ
ности настроенной модели корректно воспро
изводить конкретные количественные характе
ристики инверсии, такие как высота инверсии 
и глубина инверсии (см. секция 2.1). Для оценки 
использовались среднеквадратическое отклоне
ние (RMSE), систематическая ошибка (bias) и со
отношение вариаций наблюдаемых параметров 
инверсий и модельных параметров (). Последняя 
метрика дает понимание, насколько хорошо мо
дель воспроизводит общую вариацию целевых па
раметров.
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Рис. 11. Результаты метрики F1 для инверсий типа G + E (слева) и HE (справа).
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где N – количество точек с наблюдениями (в на
шем случае измерений профилей); и – iе ис

тинное значение и  модельное значение соот
ветственно; – модельная вариация параметра за 
период времени; – наблюдаемая вариация пара
метра за период времени.

5. РЕЗУЛЬТАТЫ

На рис. 11–14 показаны результаты решения 
задачи классификации инверсий, разбитые на 
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Рис. 12. Результаты метрики Fb (b = 0.75) для инверсий типа G + E (слева) и HE (справа). 

Рис. 13. Результаты точности (Precision) для инверсий типа G + E (слева) и HE (справа).

Рис. 14. Результаты полноты (Recall) для инверсий типа G + E (слева) и HE (справа). 
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Рис. 15. Результаты RMSE для инверсий типа G + E (левый столбец) и HE (правый столбец).

Рис. 16. Результаты bias для инверсий типа G + E (левый столбец) и HE (правый столбец).
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две группы (G  + E) и  (HE). В  качестве метрик 
использовались (рис. 12) и (рис. 13). Второй ва
риант дает большее смещение в сторону полно
ты предсказаний, таким образом, мы меньше 
“наказываем” за FP и  больше – за FN. Все ис
пользуемые метрики для задачи классификации 
в  идеальной ситуации должны быть равны еди
нице, поэтому нас интересуют параметризации, 
которые находятся ближе к  правому верхнему 
углу. На всех рисунках далее по оси х отложены 
результаты, полученные при настройке параме
тров на станции в г. Долгопрудном, по оси y – ре
зультаты на валидационном периоде по станции 
в рне КосиноУхтомский.

Из приведенных выше результатов можно 
сделать вывод, что в случае двух типов инверсии 
(G  + E) могут быть использованы наборы № 1, 
№ 7. В случае (HE) – наборы № 2 и № 3.

На рис. 15–17 представлены результаты коли
чественных метрик параметров инверсий, таких 
как высота и глубина инверсии, также разбитые 
на две группы (G  + E) и  (HE). В  случае RMSE 
и bias оптимальными наборами являются те, ко
торые находятся ближе к нулю. Для метрики нас 

интересуют значения, которые ближе всего к еди
нице, что означает, что модель описывает наблю
даемую вариацию параметра один к одному. По 
оси х отложены результаты, полученные при на
стройке параметров на станции в  г. Долгопруд
ном, по оси y  – результаты на валидационном 
периоде по станции в  рне КосиноУхтомский. 
Результаты представлены по двум параметрам 
инверсий: высота (верхние рисунки), единицы 
измерения – м, и  глубина (нижние рисунки), 
единицы измерения – градусы Цельсия.

Таким образом, для оценки высоты в  случае 
двух типов инверсии (G + E) могут быть использо
ваны наборы № 4, № 6, № 8. В случае (HE) можно 
увидеть, что присутствует либо сильная переоцен
ка вариации параметра, либо присутствуют суще
ственные завышения по RMSE и  bias. В  данном 
случае для инверсии типа (HE) нельзя сделать од
нозначный вывод, но можно ожидать, что набор 
№ 1 даст более стабильный результат.

Для оценки глубины инверсии в  случае двух 
типов (G + E) могут быть использованы наборы 
№ 1 и № 7. В случае (HE) можно увидеть перео
ценку вариации параметра больше чем в два раза 
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Рис. 17. Результаты varratio для инверсий типа G + E (левый столбец) и HE (правый столбец). 
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для любого набора. Однако, если выбирать из 
представленных результатов, то можно исполь
зовать наборы № 5 и № 7.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В  работе продемонстрирована возможность 
сочетания модели численного прогноза погоды 
с  данными результатов измерений температур
ной стратификации в планетарном пограничном 
слое через настройку по избранному критерию 
(температурные инверсии) параметров и  выбор 
оптимальных наборов параметризаций модели.

Кроме того, продемонстрирована техноло
гия, позволяющая вести контроль точности 
прогноза по результатам измерений для оценки 
текущего термического режима планетарного 
пограничного слоя атмосферы. Такой подход 
позволяет перейти от веры в достоверность про
гноза к  знанию того, что он достоверен по ре
зультатам сравнения с  измеренными профиля
ми температуры.

7. ДАЛЬНЕЙШИЕ ДЕЙСТВИЯ

Как видно из полученных результатов, не по
лучается выбрать одну единственную комбина
цию физических параметризаций модели WRF 
для решения всех поставленных задач. Резуль
таты отличаются в  зависимости от критериев 
(метрик) настройки и  выбранных типов инвер
сий. В  таком случае логичным продолжением 
было бы исследование по составлению линей
ной комбинации из результатов моделирования 
небольшого числа параметризаций (например, 
2–4 набора), которая позволила бы существенно 
улучшить конечный результат. При этом комби
нации параметров могут быть зафиксированы, 
а вот линейные комбинации (коэффициенты при 
результатах моделирования) могут отличаться 
в зависимости от целевого критерия. Также ин
тересным продолжением работы является про
верка оперативной корректировки заданной ли
нейной комбинации решений по данным MTP5, 
в том числе с учетом доступности регулярных из
мерений в центре города с лета 2022 г.

В дополнение к этому планируется выполнить 
ряд работ, а именно: проверить условия разруше
ния температурных инверсий с учетом регистри
руемых на станции ГПБУ “МОСЭКОМОНИТО
РИНГ” (МЭМ) потоков солнечной радиации; 
посчитать зависимость сроков разрушения при
поднятых инверсий смешанного и  адвективно
го типа в зависимости от прогрева поверхности, 

угла Солнца и  измеренных потоков солнечной 
радиации; оценить региональную изменчивость 
полученных характеристик и методов.
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In this work the WRFARW model was tested with several different combinations of physical 
parameterizations to assess the quality of temperature inversion parameter predictions over the Moscow city. 
The dynamic and statistical characteristics of temperature inversions have been calculated and analysed in 
selecting criteria for comparisons. The calculated of estimating of the dissipation conditions in dependence 
on the type of temperature inversions are presented. The data source was the results of temperature profiles 
measurements in a layer up to 1 km, obtained by the MTP5 passive microwave profiler from 2018 to 2021. 
One MTP5 on the North of Moscow was used to tune the model parameters and another one on the East of 
Moscow for validation. The comparison results show that several parameterization options can be chosen 
to reproduce the main inversion parameters.

Keywords: temperature inversions, atmospheric planetary boundary layer, parameterization of the WRF
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Аппроксимация турбулентных моментов конвективного слоя атмосферы выполнена на основе 
варианта локальной теории подобия, использующего понятия полуэмпирической теории турбу
лентности Прандтля. В предложенном варианте локальной теории подобия в качестве базовых па
раметров приняты второй момент вертикальной скорости и “спектральный” путь перемешивания 
Прандтля. Такой подход позволяет распространить теорию Прандтля на турбулентные моменты 
вертикальной скорости и плавучести и дополнительно предложить более десяти новых аппрокси
маций. Рассмотрено сопоставление предложенной аппроксимации с другими вариантами теории 
локального подобия. Показано, что выбранные базовые параметры значительно улучшают соот
ветствие аппроксимаций локального подобия с экспериментальными данными. Аппроксимации 
согласуются с наблюдениями в турбулентном конвективном ярусе атмосферы, верхняя граница 
которого практически соответствует нижней границе температурной инверсии. Аналитические 
аппроксимации локального подобия могут найти приложения при построении замыканий мо
ментов высокого порядка в вихре разрешающих численных моделях турбулентности, а также при 
конструировании “massflux” параметризации. 

Ключевые слова: конвективный пограничный слой, теория локального подобия, полуэмпириче
ская теория турбулентности Прандтля
DOI: 10.31857/S0002351524010057

1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть h  – высота конвективного погранич
ного слоя; z  – высота уровня над подстилающей 
поверхностью. В условиях свободной конвекции 
и вынужденной конвекции со слабым ветром те
ория локального подобия расширяет область 
приложения теории Монина–Обухова с узкого 
поверхностного слоя 0 0 1≤ ≤z h/ .  на большую 
часть конвективного слоя 0 0 75≤ ≤z h/ . .

Варианты теории локального подобия пред
полагают априорное задание двух базовых раз
мерных параметров, отнесенных к произволь
ному уровню z  и характеризующих турбулентное 

перемешивание на этом уровне. Аппроксима
ции турбулентных моментов строятся на основе 
теории размерности в форме обобщенных од
ночленов, зависящих от базовых параметров. 
В рамках теории локального подобия возможны 
различные способы априорного задания базо
вых параметров. Выбор базовых параметров 
формирует тот или иной вариант теории ло
кального подобия. 

Для конвективного пограничного слоя атмос
феры без сдвига ветра теория локального подо
бия была впервые предложена в работе [Zeman, 
Lumley, 1976]. В качестве базовых параметров 

_____________________
Статья подготовлена на основе устного доклада, представленного на IV Всероссийской конференции с меж
дународным участием “Турбулентность, динамика атмосферы и климата”, посвященной памяти академика 
А.М. Обухова (Москва, 22–24 ноября 2022 г.).
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в этой теории использовалась высота z  и локаль
ный поток плавучести gsθ , величина которого 
пропорциональна турбулентному конвективно
му потоку тепла на этом уровне. Последователь
ное развитие варианта теории [Zeman, Lumley, 
1976] выполнено в работе [Вульфсон и др., 2004], 
см. также [Sorbjan, 1986]. Другой вариант теории 
локального подобия для конвективного погра
ничного слоя атмосферы подробно обсуждался в 
серии работ [Sorbjan, 1986; 1987; 1988; 1990; 1991]. 
В качестве базовых параметров в этой теории ис
пользовались параметр скорости w z gsS = 1 3 1 3/ /( )θ  
и параметр плавучести g z gsS� �= 1 3 2 3� / /( ) , где 
gsθ  – локальный поток “буссинесковой” плаву
чести на произвольном уровне z , пропорцио
нальный конвективному потоку тепла. 

Существенно, что предложенные варианты 
теории локального подобия соответствуют экс
периментальным данным только в нижней поло
вине конвективного пограничного слоя 
0 0 5≤ ≤z h/ . . 

В настоящей работе рассматривается еще один 
вариант теории локального подобия в свобод
ноконвективном пограничном слое атмосферы, 
использующий идеи полуэмпирических теорий 
турбулентности [Prandtl, 1925; 1932]. В данном ва
рианте в качестве базовых размерных параметров 
использован второй момент вертикальной скоро
сти w2  и параметр длины lPS , соответствующий 
“спектральному” пути перемешивания Прандтля. 
Такой выбор базовых параметров позволяет рас
сматривать алгебраические формулы полуэмпи
рической теории турбулентности Прандтля как 
соотношения теории локального подобия. Вы
бранные базовые параметры w2  и lPS  значительно 
улучшают соответствие аппроксимаций с экспе
риментальными данными и согласуются с наблю
дениями в области перемешивания 0 0 75≤ ≤z h/ . . 
Следует заметить, что уровень z h/ = 0 75.  соответ
ствует верхней границе существования ансамбля 
конвективных термиков, подробнее см. 
[Вульфсон, Бородин, 2016; Vulfson, Borodin, 2018; 
Vulfson, Nikolaev, 2022].

Аналитические аппроксимации теории ло
кального подобия для моментов конвективного 
пограничного слоя представляют вполне опре
деленный теоретический интерес в связи с про

блемами конструктивного замыкания моментов 
высокого порядка в вихре разрешающих числен
ных моделях турбулентности и “massflux” пара
метризациях. 

2. ВЕРТИКАЛЬНАЯ СТРУКТУРА 
КОНВЕКТИВНОГО СЛОЯ АТМОСФЕРЫ 
И УРАВНЕНИЯ ТЕОРИИ КОНВЕКЦИИ

Пусть t  – время; x , y  z  – координаты декар
товой системы координат, в которой ось z на
правлена противоположно ускорению силы тя
жести g, а оси x, y расположены на плоской 
однородной подстилающей поверхности. Пред
положим, что Θ( )z  – фоновое значение потен
циальной температуры статической стратифици
рованной атмосферы; d dzΘ /  – температурная 
стратификация атмосферы; 

Согласно [Kaimal et al., 1976] конвективный 
пограничный слой атмосферы высотой h  состо
ит трех горизонтальных ярусов, cм. рис. 1. 

Ярус h z hib < <  называют инверсионным сло
ем. Нижняя граница инверсионного подслоя 
расположена на уровне h hib ≈ 0 85. . Стратифика
ция атмосферы в инверсионном слое перемеши
вания устойчива d dzΘ/ > 0 . Ярус h z hs ib< < , для 
которого h hs ≈ 0 1. , называют слоем перемешива
ния. Нижняя граница слоя перемешивания рас
положена на уровне h hs ≈ 0 1. . Стратификация 
атмосферы в слое перемешивания нейтральна, а 
средняя потенциальная температура слоя прак
тически постоянна d dzΘ/ = 0 , Θ Θ( )z = =0 const . 

Ярус 0 < <z hs , прилегающий к подстилающей 
поверхности z = 0 , называют поверхностным 
слоем. В поверхностном конвективном слое 
стратификация атмосферы неустойчива, 
d dzΘ/ ≤ 0 , подробнее см. [Kaimal et al., 1976]. 

Так как ярус перемешивания обладает самой 
большой вертикальной протяженностью, вели
чину Θ0 = const  можно интерпретировать как 
среднюю потенциальную температуру всего кон
вективного слоя. 

Равенство � �( )hs � 0  следует рассматривать 
как уравнение для определения высоты конвек
тивного поверхностного слоя hs , см. рис. 1. 

Описание свободно конвективного режима 
турбулентности реализуем в рамках уравнений 
теории конвекции Буссинеска. Математическое 
обоснование системы уравнений Буссинеска 

ВАРИАНТ ТЕОРИИ ЛОКАЛЬНОГО ПОДОБИЯ...
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для случая использования в стратифицирован
ной жидкости выполнено [Spiegel, Veronis, 1960]. 
Обоснование системы уравнений Буссинеска 
для случая использования в стратифицирован
ной атмосфере выполнено в [Вульфсон, 1981], 
см. также [Mahrt, 1986]. 

Допустим, что 


u , w  – компоненты вектора 
скорости вдоль плоскости xy  и оси z  соответ
ственно. Будем считать, что � x y z t, , ,� � , p x y z t, , ,� �  
и � x y z t, , ,� �  – локальные значения плотности, 
давления и потенциальной температуры соответ
ственно; � z� � , p z� � , � z� �  – фоновые значения 
плотности, давления и потенциальной темпера
туры, связанные уравнениями состояния идеаль
ного газа и статики. Предположим, что �a z� �  – 
фоновое значение плотности статической 
адиабатической атмосферы; � �0 0� � �a  – посто
янное значение средней плотности на подстила
ющей поверхности. 

Пусть p p p' � �  – отклонение локального дав
ления p  от его статического фонового значения 
p z( ); Φb ap p= ≈' '//ρ ρ0  – модифицированное 

возмущение давления в стратифицированной ат
мосфере; � � �� � �b x y z t x y z t z( , , , ) ( , , , ) ( )  – локальная 
флуктуация потенциальной температуры в  стра
тифицированной атмосфере. 

Уравнения Буссинеска будут рассмотрены 
в области � � �� � � � � �� �x y z h, , 0 .

Следуя [Turner, 1973], введем локальную “бус
синескову” плавучесть. 

 g x y z t g x y z t

g x y z t z

b bθ ( , , , ) ( , , , )

( , , , ) ( ) .

= ′ =

= −{ }
Θ Θ

Θ Θ Θ

/

/

0

0

       
(1)

Использование  в качестве новой переменной 
системы уравнений Буссинеска приводит к урав
нениям 
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Здесь 


 

∇ = ∂ ∂ + ∂ ∂h i x j y/ /  – горизонталь
ный оператор Гамильтона; 



i , 


j  – направля
ющие векторы осей x  и y  соответственно; 
g g d z dzΓ Θ Θ= −

0
1 ( )/  – параметр стратификации.

Уравнения  позволяют рассматривать плаву
честь g bθ  как самостоятельную переменную, экви

валентную пульсации потенциальной температуры 
��b . Модифицированная форма уравнений кон

векции  была впервые предложена [Вульфсон и др., 
2004] и использована также в работах [Fodor, 
Mellado, 2020; Vulfson, Nikolaev, 2022].

Пусть gs z g wb� �( ) �  – локальный поток “бус
синесковой” плавучести на произвольном уров
не z , размерность которого gs�� � � м /с2 3 . Соот
ветственно, gS gs gH cPθ θ ρ= =( ) ( )0 0 0/ Θ  – поток 
плавучести на подстилающей поверхности. 
С учетом  краевые условия на нижней горизон
тальной границе z = 0  примут вид 

 
( ) , ( ) .

/
wu wu U g w gSb
 � � �� � � ��0

1 2 2
0� �

      (3)

Здесь ′u – отклонение скорости от среднего го
ризонтального ветра; U∗  – динамическая скорость. 

Уравнения теории конвекции  и их краевые 
условия будут рассматриваться далее как базовые 
соотношения, формирующие турбулентность 
конвективного пограничного слоя. 

Использование вместо переменной ��b  пере
менной плавучести g bθ , размерность которой 

g m sθ[ ] = / 2 , приводит к появлению новых турбу
лентных моментов вида ( )g wb

n mθ , пропорциональ
ных обычным турбулентным моментам ( )��b

n mw . 
Однако это обстоятельство совершенно несуще
ственно, так как безразмерные формы моментов  
( )g wb

n mθ  и ( )��b
n mw  полностью совпадают. 

3. ТЕОРИЯ МОНИНА–ОБУХОВА И ТЕОРИИ 
ЛОКАЛЬНОГО ПОДОБИЯ В ПОВЕРХНОСТНОМ 

КОНВЕКТИВНОМ СЛОЕ АТМОСФЕРЫ

Для описания турбулентности в конвектив
ном поверхностном слое атмосферы 
0 0 1< <z h/ .  используют теорию Монина–
Обухова, см. [Monin, Yaglom, 1975]. Для описа
ния турбулентности в конвективном слое ат
мосферы 0 1< <z h/  используют локальные 
теории подобия, см., например, [Zeman, 
Lumley, 1976; Sorbjan, 1986]. Покажем, что в 
режиме свободной конвекции в конвективном 
поверхностном слое атмосферы 0 0 1< <z h/ .  
известные варианты локальной теории подо
бия формируют профили турбулентных мо
ментов, форма которых геометрически подоб
на профилям классической теории подобия 
Монина–Обухова. 

ВУЛЬФСОН, НИКОЛАЕВ
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В качестве иллюстрации рассмотрим моменты 
второго порядка, которые дополним смешанным 
моментом третьего порядка. Из соотношений,  
следуют, общие соотношения для следующих 
моментов

               w g z gS U g

g g z gS U g

g w g z

ww

b

b w

2

2

2

� � �
� � �
�

�

�

, , , ,

( ) , , , ,

( ) ,

�

�� �

��

�

�

�

�

ggS U g�, , ,�� ��

        

(4)

 

где gww , gθθ , g wθθ – положительные функции. 
В условиях слабого ветра U� � 0  и положи

тельного потока тепла на подстилающей поверх
ности gS� � 0  в конвективном поверхностном 
слое 0 0 1< <z h/ .  параметр стратификации 
g g z gS� �� ( , )� . Поэтому, согласно [Kader, Yaglom, 
1990], в уравнениях  существует только два базо
вых параметра gSθ  и z , т.е. 

 
w g z gS g g z gS

g w g z gS
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b w
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θ θθ θ

θθ θ

θ

θ         (5)

В этих условиях использование π теоремы и 
теории размерности, см. [Buckingham, 1914; 
Barenblatt, 1996], приводит к равенствам 
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где �ww
o � 0 , ���

o � 0  и ���w
o � 0  – положительные 

безразмерные постоянные теории Монина–Обу
хова. 

Масштабирование в конвективном поверх
ностном слое можно выполнить с помощью па
раметров Дирдорффа 

 w hgS

g h gS gS w
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D D
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 (7)

подробнее см. [Deardorff, 1970].
Тогда с учетом  уравнения  примут вид 
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Моменты  соответствуют классической тео
рии подобия Монина–Обухова в режиме свобод
ной конвекции в приземном слое 0 0 1< <z h/ . .

Коэффициенты λww
o = 1 8. , ���o = 1 8.  и ���w

o � 1 1.  
были установлены по измерениям в приземном 
слое в эксперименте Kansas1968, см. [Wyngaard 
et al., 1971; Kaimal et al., 1976].

Рассмотрим аппроксимацию турбулентных 
моментов в рамках варианта теории локального 
подобия [Zeman, Lumley, 1976], см. также 
[Вульфсон и др., 2004], развитой для нижней 
половины конвективного слоя 0 0 5< <z h/ . . 
Базовыми параметрами этой теории на произ
вольном уровне являются параметры z  и gsθ . 
Использование теории размерности и двух 
определяющих параметров z  и gsθ  приводит 
к равенствам 
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где �ww � 0 , ��� � 0  и ���w � 0  – положительные 
безразмерные постоянные теории локального 
подобия.

Масштабирование  с учетом параметров Дир
дорффа  позволяет построить соотношения 
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В рамках теории [Zeman, Lumley, 1976] пред
полагается, что в поверхностном слое z h/ << 1  
выполняется предельное равенство 

lim
/z h

gs gS
�

�
0

� � . В этом приближении соотноше
ния  теории локального подобия [Zeman, Lumley, 
1976] переходят в соотношения, подобные фор
мулам теории подобия Монина–Обухова. 

Рассмотрим аппроксимацию турбулентных 
моментов в рамках варианта теории локального 
подобия [Sorbjan, 1986; 1987; 1988; 1990; 1991]. 
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Базовыми параметрами теории на произвольном 
уровне z  являются скорость wS  и плавучесть 
g Sθ , размерности которых имеют вид w m sS� � � / , 
g m sS�� � � / 2 . Поэтому, согласно этому вариан

ту теории локального подобия, 
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(11)

В теории локального подобия [Sorbjan, 1986; 
1987; 1988; 1990; 1991] базовые параметры wS  и 
g Sθ  были заданы соотношениями 

                    w z gs
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Подстановка  в  приводит к равенствам . В ус
ловиях, когда lim

/z h
gs gS

�
�

0
� �  , соотношения  тео

рии локального подобия [Sorbjan, 1986; 1987; 1988; 
1990; 1991] переходят в соотношения, подобные 
формулам  теории подобия Монина–Обухова. 

Полученные результаты показывают, что на 
малых высотах 0 1< <<z h/  все известные вари
анты теорий локального подобия имеют общую 
асимптотику, соответствующую аппроксимации 
теории подобия Монина–Обухова в режиме сво
бодной конвекции. 

Следует подчеркнуть, что известные теории 
локального подобия для аппроксимации данных в 
слое 0 0 5< <z h/ .  выбирают собственные коэф

фициенты �ww � 0 , ��� � 0  и ���w � 0 , которые 
отличаются от стандартных коэффициентов тео
рии Монина–Обухова λww

o , ���
o  и ��ww

o . По этому 
в поверхностном слое 0 0 1< <z h/ .  вертикаль
ные профили турбулентных моментов теорий  ло
кального подобия и теории Монина–Обухова  
гео метрически подобны, но не идентичны. 

4. БАЗОВЫЕ ПАРАМЕТРЫ НОВОЙ 
ТЕОРИИ ЛОКАЛЬНОГО ПОДОБИЯ 
И ПОЛУЭМПИРИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ 

ТУРБУЛЕНТНОСТИ ПРАНДТЛЯ

В настоящей работе рассмотрен новый вариант 
теории локального подобия, включающий базо
вые параметры полуэмпирической теории турбу
лентности Прандтля. В предложенном варианте 
локального подобия в качестве определяющих 
размерных параметров использованы второй мо
мент вертикальной скорости w w z2 2= ( )  и путь 
перемешивания Прандтля l l zP P= ( ) . При этом 
мы дополнительно предполагаем, что путь пере
мешивания Прандтля lP  задан его спектральной 
формой l zPS ( ) , подробнее см. [Hanna, 1968]. 

В рамках полуэмпирической теории Прандтля 
коэффициент турбулентного теплообмена KH  и 
диссипация энергии ε  выражаются через пара
метры w2  и lP  соотношениями 

                    
K l w

l w

H P
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1 2

1 2
3 2

/

/
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(13)

подробнее см. см. [Prandtl, 1925; 1932; Hinze, 
1975].

Соотношения  допускают интерпретацию 
в  рамках теории размерности. Справедливость 
теории Прандтля показывает, что выбор пути пе
ремешивания lP  и дисперсии вертикальной ско
рости w2  в качестве базовых параметров теории 
подобия для параметров KH  и ε  физически 
оправдан. Поэтому можно предположить эффек
тивность аппроксимаций, выраженных через па
раметры w2  и lP , и для других турбулентных мо
ментов. Сопоставление с экспериментальными 
данными подтверждает эту гипотезу. Таким об
разом, вариант локальной теории подобия с ба
зовыми параметрами w2  и lP  следует интерпре
тировать как теоретическое дополнение 
к полуэмпирической теории Прандтля. 

Эффективность новой теории подтверждается 

hs

hib

h

z

290

III

II

I

300 Θ(z), KΘ0
−

Рис. 1. Вертикальная структура конвективного по
граничного слоя атмосферы и зависимость средней 
потенциальной температуры ( )zΘ  от высоты соглас
но измерениям в эксперименте Minnesota1973, см. 
[Kaimal et al., 1976]. I – приземный слой атмосферы; 
II – слой перемешивания; III – инверсионный слой.

ВУЛЬФСОН, НИКОЛАЕВ
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ее сопоставлением с известными теориями ло
кального подобия. Аппроксимация локальной те
ории подобия [Sorbjan, 1986; 1987] соответствует 
эмпирическим данным не во всем конвективном 
слое 0 1≤ ≤z h/ , а только в его нижней половине 
0 0 5≤ ≤z h/ . . Предлагаемый вариант теории ло
кального подобия опирается на более удачный 
выбор базовых параметров. Это обстоятельство 
обеспечивает аппроксимацию турбулентных мо
ментов в более мощном слое 0 0 75≤ ≤z h/ . , распо
ложенном ниже уровня температурной инверсии, 
и является практическим обоснованием исполь
зования базовых параметров lP  и w2 . 

5. “СПЕКТРАЛЬНЫЙ” ПУТЬ 
ПЕРЕМЕШИВАНИЯ ПРАНДТЛЯ

В рамках теории Прандтля путь перемешива
ния рассматривается как некоторый “доминиру
ющий” параметр длины, характеризующий турбу
лентное течение. В турбулентном слое с плоскими 
горизонтальными границами l l zP P= ( ) . 

Далее для определения пути перемешивания 
Прандтля будет принят спектральный метод те

ории турбулентности. 
Пусть k  – волновое число спектрального раз

ложения квадрата вертикальной скорости w2  на 
некотором уровне z h/ ; P kw( )  – спектральная 
плотность разложения квадрата вертикальной 
скорости w2 ; kP k ww D( )/ 2  – нормированная спек
тральная плотность вертикальной скорости на 
некотором уровне z h/ , зависящая от kh . 

Зависимость kP k ww D( )/ 2  от безразмерной высо
ты kh  согласно вычислениям [Schmidt, 
Schumann, 1989] представлена на рис. 2. В обла
сти коротких волн k >> 1  располагается инерци
онная часть спектра.

Измерения, выполненные на фиксированных 
уровнях z h/  конвективного пограничного слоя, 
указывают на существование длин волн Λmw , ре
ализующих максимум в профилях спектров вер
тикальной скорости w . Следует заметить, что 
величина Λmw  примерно соответствует инте
гральному масштабу турбулентности. 

Данные экспериментальных наблюдений 
Λmw h/ , полученные [Caughey, Palmer, 1979] в 
экспериментах Minnesota1973 и Ashchurch1974, 
представлены на рис. 3. 

В настоящей работе в качестве аппроксима
ции измеренных величин Λmw h/  использован 
многочлен третьей степени вида 

      �mw
Ph

z
h

z
h

� � �
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

2 1 0.8
2

�� ,     (14)

где �P � 1 2.  – постоянный коэффициент 
( . )2 7 54��P � . 

Профиль кубической аппроксимации , изо
браженный на рис. 3, качественно воспроизво
дит форму измеренного вертикального профиля 
Λmw . При этом, согласно (14), доминирующий 
турбулентный масштаб Λmw сравнительно мал 
возле горизонтальных границ конвективного 
слоя и достигает максимума �mw � 1 4.  примерно 
на уровне z h/ .= 0 4 . 

Следуя идеям [Hanna, 1968] будем предполагать, 
что “спектральный” путь перемешивания Прандт
ля lPS  пропорционален длине волны Λmw , т.е. 

    l lPS P mw mw P PS� � �� �� �, ,1                   (15)
где �P � 0  – постоянный положительный коэф
фициент. 

Существенно, что “спектральное” определе
ние  справедливо при любой форме профиля 
Λmw , аппроксимирующего экспериментальные 

10−2

100 101

z/h = 0.98

z/h = 0.61

z/h = 0.21

kh

kP
W

/w
D2

102

10−3

10−1

100

101

Рис. 2. Нормализованный спектр вертикальной скоро
сти на высотах z/h = 0.21, z/h = 0.61 и z/h = 0.98. Штри
хованная область представляет диапазон результатов 
численного моделирования [Schmidt, Schumann, 1989]. 
Геометрические символы представляют измерения 
[Deardorff, Willis, 1985] на различных высотах. Тонкие 
пунктирные линии соответствуют инерционной части 
спектра для фильтрованных измерений и пропорци
ональны k–5/3. Данные умножены на 0.1, 1.0 и 100 для 
кривых z/h = 0.21, z/h = 0.61 и z/h = 0.98 соответственно.
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данные с приемлемой точностью и линейно из
меняющегося с высотой вблизи подстилающей 
поверхности.

В исследовании [Hanna, 1968] предполага
лось, что в уравнении  коэффициент �P � 1 . Под
ход [Hanna, 1968] широко используется в задачах 
распространения примеси, см., например, 
[Degrazia et al., 2015]. 

В настоящем исследовании коэффициент γP  
выбран так, чтобы в конвективном поверхност
ном слое 0 0 1< <z h/ .  аналитические формы ко
эффициента турбулентного теплообмена KH  в 
рамках теории Прандтля и теории Монина–Обу
хова были бы идентичны. Такое условие приво
дит к равенству � ��P Pk� �

0
1( ) , где k0 0 4= .  – по

стоянная Кармана. 
При ��P � 3 77.  и k0 0 4= .  коэффициент 

� ��P Pk� ��
0

1 0 11( ) . . Следовательно, согласно , 
“спектральный” путь перемешивания Прандтля 

lPS  примерно в девять раз меньше длины волны 
Λmw . Существенно, что полученная оценка не 
зависит от формы профиля Λmw . Из соотноше
ния � ��P Pk� �

0
1( )  немедленно следует, что 
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h

z
h

PS � � �
�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
�2 1 0.80
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(16)

Учитывая, что температурная инверсия воз
действует на турбулентный поток несколько ина
че, чем твердая стенка, соответствующая аппрок
симация lPS  должна быть ассиметричной, что и 
реализовано в аппроксимации . 

В приземном слое вблизи от подстилающей 
поверхности z h/ << 1 , поэтому соотношение  
имеет асимптотику l k zPS = 2 0 . Обоснование это
го равенства приведено в приложении работы 
[Vulfson, Nikolaev, 2022]. Из аппроксимации  сле

дует, что max .
/0 1

0 15
≤ ≤

≈
z h

PSl h/  при z h/ ≈ 0 4. . Эта 
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Рис. 3. Изменение с высотой безразмерной дли
ны волны Ʌmw/h. Сплошная линия соответству
ет аппроксимации  при значении коэффициен
та βP = 1.2. Штрихпунктирная линия соответствует 
аппроксимации, предложенной [Caughey, Palmer, 
1979]. Геометрические символы представляют на
турные измерения [Caughey, Palmer, 1979]. Свет
лые кружки соответствуют данным эксперимента 
в Minnesota1973. Черные кружки, треугольники 
и квадраты соответствуют данным эксперимента 
в Ashchurch1974.

Рис. 4. Значения безразмерного второго момента 
вертикальной скорости, по данным [Ansmann et al., 
2010]. Сплошная линия соответствует аппрокси
мации . Штриховая линия соответствует аппрок
симации [Zeman, Lumley, 1976] с коэффициентом 
λww

zl = 1 25. . Штрихпунктирная и пунктирная линии 
соответствуют [Sorbjan, 1986] и [Sorbjan, 1990] с ко
эффициентами λww

zs = 1 1.  и λww
zs = 1 6.  соо тветственно. 

ВУЛЬФСОН, НИКОЛАЕВ
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величина совпадает со средним размером малых 
термиков (теплых вихрей), реализующих турбу
лентный теплообмен. На это обстоятельство 
специально указывал Прандтль при построении 
своей теории пути перемешивания. 

Кубический профиль 9 1. ( )⋅ l hPS / , равный 
Λmw h/  и пропорциональный (16), изображен на 
рис. 3 сплошной линией. 

6. ВТОРОЙ МОМЕНТ ВЕРТИКАЛЬНОЙ 
СКОРОСТИ

Далее для аппроксимации второго момента 
вертикальной скорости w2  будет использовано 
соотношение 
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(17)

Аппроксимация (17) получена при обработке 
данных экспериментов AMTEX 1975 и AMMA

2006 и предложена в работах [Lenschow et al., 
1980; Lenschow et al., 2012].

Различные аппроксимации второго момента 
вертикальной скорости w wD

2 2/  в атмосфере и их 
сравнение подробно обсуждались в работе [Wood 
et al., 2010]. В этой работе было показано, что ап
проксимация (17) является статистически наибо
лее точной из существующих аппроксимаций. 

При 0 0 1≤ <z h/ .  уравнение (17) примет фор
му (8) с коэффициентом ���

o = 1 8. , установлен
ным по измерениям в эксперименте Kansas1968, 
см. работы [Priestley, 1959; Wyngaard et al., 1971]. 
Таким образом, базовый параметр (17) согласо
ван теорией Монина–Обухова. 

На рис. 4. представлены данные натурного 
эксперимента AVEC2006 о втором моменте 
вертикальной скорости w2 , полученные в ра
боте [Ansmann et al., 2010]. Геометрические 
символы представляют данные измерений, 
сплошная линия соответствует аппроксимации 
(17). На рис. рис. 4. изображены также аппрок
симации w2  принятые в других известных тео
риях локального подобия. Штриховая линия 
соответствует аппроксимации [Zeman, Lumley, 
1976] с коэффициентом �ww

zl � 1 25. . Штрихпун
ктирная и пунктирная линии соответствуют 
аппроксимациям [Sorbjan, 1986] и [Sorbjan, 
1990] с коэффициентами �ww

zs � 1 1.  и �ww
zs � 1 6.  

соответственно.
Результаты, представленные на рис. 4, явля

ются экспериментальным обоснованием выбора 
w2  в форме (17) в качестве базового параметра. 

7. КОЭФФИЦИЕНТ ТУРБУЛЕНТНОГО 
ОБМЕНА

Согласно классической теории подобия Мо
нина–Обухова и с учетом параметров Дирдорф
фа  коэффициент турбулентного теплообмена 
поверхностного слоя KH  в условиях свободной 
конвекции примет вид 

           K gS z
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(18)

где λK  1   постоянный коэффициент. Соотноше
ние (18) было впервые получено в [Обухов, 1946].

Универсальную полиномиальную аппроксима

ВАРИАНТ ТЕОРИИ ЛОКАЛЬНОГО ПОДОБИЯ...
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Рис. 5. Вертикальные профили безразмерных ко
эффициентов турбулентности. Штрихпунктирная 
линия соответствует аппроксимации численных 
расчетов [Abdella, Mcfarlane, 1997]. Линия коротких 
штрихов соответствуют аппроксимации численных 
расчетов [Holtslag, Moeng, 1991]. Линия длинных 
штрихов соответствует аппроксимации [Kristensen 
et al., 2010]. Сплошная линия соответствует аппрок
симации  при значении коэффициента λK = 1 1. . 
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цию KH  для неподвижного конвективного слоя, 
согласованную с классической теорией подобия 
МонинаОбухова, можно представить в виде 

     
K

h w
C P

z
h

z
h

z h
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⋅
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−







≤ ≤

( ) ,

/ .

/4 3

1

0 1

     
(19)

Здесь P > 0  – рациональный показатель сте
пени; C PK ( ) > 0  – функция показателя степени, 
зависящая от выбранной модели. 

Аппроксимации классического подобия (19) с 
показателями P CK= =1 3 1 3 1 7/ /, ( ) . ; 
P CK= =2 2 1, ( )  и P CK= =2 2 0 8, ( ) .  были пред
ложены в работах [Sorbjan, 1990], [Holtslag, 
Moeng, 1991] и [Noh et al., 2003] соответственно. 

Полуэмпирическая теория турбулентности 
Прандтля позволяет построить аналитические 
выражения для коэффициента турбулентного те
плообмена KH , включающие путь перемешива
ния Прандтля lP . Возможность использования 
спектрального пути перемешивания lPS  в форме 
Λmw  для вычисления коэффициента турбулент
ного теплообмена KH  рассматривалась в работах 

[Sun, Chang, 1986; Zhang, Drennan, 2012; Degrazia 
et al., 2015].

Рассмотрим аппроксимацию профиля коэф
фициента турбулентного обмена KH  в рамках 
теории локального подобия. Подстановка базо
вых параметров, (16), (17) в формулу Прандтля 

K l wH P� � �2
1 2/  приводит к выражению 
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где λK  – постоянный коэффициент. При 
�ww � 1 8.  и �P � 0 8.  найдем, что 
� � �K P ww� � �1 2 1 1/ . .

Сопоставление аппроксимации (20) при зна
чении коэффициента �K � 1 1.  с результатами 
численных расчетов [Holtslag, Moeng, 1991; 
Abdella, Mcfarlane, 1997], а также с аналитиче
ской аппроксимацией [Kristensen et al., 2010] 
представлено на рис. 5.

Натурные измерения коэффициента турбу
лентности KH  сопряжены со значительными 
трудностями. Однако представленные результа
ты численного моделирования убедительно де
монстрируют возможность приложения теории 
Прандтля к описанию коэффициента турбулент
ного теплообмена. 

8. УНИВЕРСАЛЬНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ 
ТУРБУЛЕНТНЫХ МОМЕНТОВ 

ВЕРТИКАЛЬНОЙ СКОРОСТИ И ПЛАВУЧЕСТИ

Для аппроксимации произвольных турбу
лентных моментов p го порядка можно предло
жить общее уравнение. Используем соотноше

ние размерности g l wb Pθ 






=−= 1 2 2м/с , тогда в 

соответствии с предложенной теорией локально
го подобия общее выражение для турбулентных 
моментов p го порядка примет вид 
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Здесь �mn
p( ) � 0  – неизвестные постоянные, вклю

ченные в соотношения турбулентных моментов; 
m ≥ 0 , n ≥ 0 , p ≥ 2 – целые неотрицательные ин
дексы. 
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Рис. 6. Безразмерный момент “буссинесковой” 
плавучести согласно натурному эксперименту 
ARTIST1999, представленному в работе [Gryanik, 
Hartmann, 2002]. Сплошная линия соответствует ап
проксимации  с коэффициентом 1o

wθλ = . 
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ВАРИАНТ ТЕОРИИ ЛОКАЛЬНОГО ПОДОБИЯ...

Полученное в рамках теории локального по
добия универсальное уравнение для моментов 
турбулентной конвекции (21) является суще
ственным дополнением к теории Прандтля. 

9. ПРОФИЛИ ВТОРЫХ МОМЕНТОВ 
ПУЛЬСАЦИЙ ВЕРТИКАЛЬНОЙ СКОРОСТИ 

И ПЛАВУЧЕСТИ

Аппроксимация локального подобия для вто
рых моментов соответствует случаю p = 2 , 
m n p� � . Рассмотрим для определенности сме
шанный турбулентный момент, для которого 
m = 1 , n = 1 . Преобразование общего уравнения 
локального подобия  с учетом базовых параме
тров ,  приводит к равенству 

       g w
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 (22)

где ��w
o  – постоянный числовой параметр. Ко

эффициент ��w
o = 1 , так как, согласно определе

нию параметров Дирдорффа , произведение 
g wD Dθ  представляет поток тепла на подстилаю
щей поверхности. 

На рис. 6 изображены данные измерений вто
рого безразмерного момента плавучести, полу
ченные в натурном эксперименте ARTIST1999 
и представленные в работе [Gryanik, Hartmann, 
2002], а также их аппроксимация (22). 

Результаты данного сопоставления показыва
ют, что форма является верхней оценкой экспе
риментальных данных в конвективном слое 
0 1< <z h/ .

10. ПРОФИЛИ ТРЕТЬИХ МОМЕНТОВ 
ПУЛЬСАЦИЙ ВЕРТИКАЛЬНОЙ СКОРОСТИ 

И ПЛАВУЧЕСТИ

Аппроксимация локального подобия для тре
тьих моментов соответствует случаю p = 3 , 
m n p� � . Рассмотрим для определенности сме
шанный турбулентный момент, для которого 
m = 3 , n = 1 . Преобразование общего уравнения 
локального подобия (21) с учетом базовых пара
метров (16), (17) приводит к равенству 
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Рис. 7. Зависимость нормированного момента третьего 
порядка 2 2( ) / ( )b D Dg w g wθ θ  от нормированной высоты z/h и 
его аппроксимация аналитическим соотношением  (23). 
Точки – экспериментальные данные ARTIST–1999 со
гласно [Gryanik, Hartmann, 2002]. Сплошная линия – ап
проксимация  с коэффициентом 1.2o

wθθλ = .

Рис. 8. Зависимость нормированного момента четвертого 
порядка 3 3( ) / (( ) )b D Dg w g wθ θ  от нормированной высоты z/h 
и его аппроксимация аналитическим соотношением (24). 
Точки – экспериментальные данные ARTIST–1999 со
гласно [Gryanik, Hartmann, 2002]. Сплошная линия – ап
проксимация  с коэффициентом 5o

wθθθλ = .
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где ���w
o  – постоянный числовой параметр. 

В приземном конвективном слое атмосферы 
0 0 1≤ ≤z h/ .  соотношения  редуцируются 
к форме (8). 

Существенно, что величины этих постоянных 
могут быть определены экспериментально по из
мерениям в поверхностном слое. Значения по
добных постоянных определены в рамках теории 
Монина–Обухова. 

Так, например, ���w
o � 1 1.  согласно данным 

эксперимента Kanzass1968, подробнее см. 
[Kaimal et al., 1976].

На рис. 7 приведены данные измерений третье
го момента ( )2g wbθ  в эксперименте ARTIST1999 
согласно [Gryanik, Hartmann, 2002]. На рис 7 
представлена также аппроксимация (23) c коэф
фициентом ���w

o = 1 2. , изображенная сплошной 
линией. 

Натурные данные обо всех третьих моментах 
получены в эксперименте AMTEX1974 и приве
дены в работе [Lenschow et al., 1980].

11. ПРОФИЛИ ЧЕТВЕРТЫХ МОМЕНТОВ 
ПУЛЬСАЦИЙ ВЕРТИКАЛЬНОЙ СКОРОСТИ 

И ПЛАВУЧЕСТИ

Аппроксимация локального подобия для чет
вертых моментов соответствует случаю p = 4 , 
m n p� � . Рассмотрим для определенности сме
шанный турбулентный момент, для которого 
m = 3 , n = 1 . Преобразование общего уравнения 
локального подобия (21) с учетом базовых пара
метров (16), (17) приводит к равенству 
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Принципиально значение постоянной ����w
o  

может быть определено экспериментально по из
мерениям в поверхностном слое. Однако уни
кальный характер эксперимента ARTIST не по
зволяет определить этот коэффициенты по 
другим данным.

На рис. 8 приведено сопоставление данных 
эксперимента ARTIST1999, согласно [Gryanik, 
Hartmann, 2002] и аппроксимации безразмерно
го четвертого момента  при значении коэффици
ента ����w

o = 5 .

Результаты, представленные на рис. 8, убе
дительно подтверждают справедливость предло
женной теории локального подобия. 

11. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В рассмотренном варианте локальной теории 
подобия в качестве базовых параметров приняты 
два размерных параметра: путь перемешивания 
Прандтля и второй момент вертикальной ско
рости. Для пути перемешивания использовано 
конструктивное определение, основанное на 
спектральной теории. 

Соображения размерности позволяют вы
разить статистические средние турбулентного 
конвективного слоя в форме обобщенных од
ночленов, зависящих от пути перемешивания и 
второго момента вертикальной скорости. В тео
рии локального подобия такая комбинация базо
вых размерных параметров использована впер
вые. 

Предложенная теория является серьезным до
полнением к теории Прандтля, т.к. предлагает 
ряд более новых аппроксимаций турбулентных 
моментов вертикальной скорости и плавучести, 
зависящих от пути перемешивания и второго мо
мента вертикальной скорости. 

Аппроксимации новой теории локального 
подобия идентичны свободно конвективным 
пределам поверхностного слоя. Поэтому новая 
теория локального подобия обобщает теорию 
Монина–Обухова в режиме свободной конвек
ции и не требует использования дополнительных 
констант. 

Результаты, представленные на рис. 6–8, 
указывают на соответствие новой теории ло
кального подобия экспериментальным данным 
в слое 0 0 85≤ ≤z h/ . , высота которого пред
ставляет нижнюю границу слоя инверсии, см. 
рис. 1. Заметим, что известные теории локаль
ного подобия соответствуют полевым измере
ниям в менее глубоком слое 0 0 5≤ ≤z h/ . . Поэ
тому с практической точки зрения предложенная 
теория локального подобия является наиболее 
эффективной.

Работа выполнена в рамках темы № FMWZ
20220001 Государственного задания ИВП РАН.
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A Variant of the Local Similarity Theory and Approximations of Vertical Profiles  
of Turbulent Moments of the Atmospheric Convective Boundary Layer

A. N. Vulfson1, 2, *, P. V. Nikolaev3

1Institute of Water Problems of the Russian Academy of Sciences, Gubkina str., 3, Moscow, 119333 Russia
2National Research University “Higher School of Economics”, Myasnitskaya str., 20, Moscow, 101000 Russia

3National University of Science and Technology MISIS, Leninsky Prosp., 4, p. 1, Moscow, 119049 Russia
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The approximation of the turbulent moments of the atmospheric convective layer is based on a variant 
of the local similarity theory using the concepts of the semiempirical theory of Prandtl turbulence. In 
the proposed variant of the local similarity theory, the second moment of vertical velocity and the 
“spectral” Prandtl mixing length are used as basic parameters. This approach allows us to extend Prandtl’s 
theory to turbulent moments of vertical velocity and buoyancy and additionally offer more than ten new 
approximations. The comparison of the proposed approximation with other variants of the theory of local 
similarity is considered. It is shown that the selected basic parameters significantly improve the agreement 
between the local similarity approximations and experimental data. The approximations are consistent 
with observations in the turbulent convective layer of the atmosphere, the upper boundary of which nearly 
corresponds to the lower boundary of the temperature inversion. Analytical approximations of local 
similarity can find applications in the construction of highorder moment closures in the vortex of resolving 
numerical turbulence models, as well as in the construction of “massflux” parametrization.

Keywords: сonvective boundary layer, local similarity theory, Рrandtl semiempirical theory of turbulence
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По данным многолетнего акустического зондирования атмосферы доплеровским содаром 
MODOS производства МЕТЕК (Германия) в  Метеорологической обсерватории МГУ получены 
средние оценки высоты приземного слоя воздуха в Москве. Исходя из предположения о близости 
средних условий к безразличной стратификации, эта высота как вершина квазилинейного участка 
среднего многолетнего профиля скорости ветра в  полулогарифмических координатах составля-
ет 40–60 м. Высота обращения дневного и ночного профилей в среднем за год составляет ~95 м. 
Параметр шероховатости в условиях неплотной, но высокой городской застройки в районе МГУ 
в Москве равен ~5 м.
По критерию постоянства направления ветра в приземном слое воздуха его высота проявляется 
в среднемесячных профилях направления ветра поверх “мертвой зоны” содара (40 м) приблизи-
тельно в одном случае из трех и обычно составляет при этом 60 м, реже – 80 или 100 м. В остальных 
случаях она, видимо, маскирована “мертвой зоной”. Средняя высота приземного слоя в соответ-
ствии с этим подходом, вероятно, немногим менее 50 м, что близко к оценке, полученной на осно-
ве логарифмического распределения скорости ветра в этом слое с высотой. Суточный ход высоты 
приземного слоя воздуха отмечен наибольшими значениями в середине дня (80–100 м летом в ус-
ловиях преобладающей неустойчивой стратификации и 60–80 м зимой) и наименьшими (менее 
40 м) поздним вечером и ночью летом и с вечера до полудня зимой.

Ключевые слова: высота приземного слоя, эмпирические оценки, профили скорости и направле-
ния ветра, логарифмический закон, высота обращения, сила Кориолиса, правый поворот, слой 
Экмана, параметр шероховатости, содар
DOI: 10.31857/S0002351524010061
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Статья подготовлена на основе устного доклада, представленного на IV Всероссийской конференции с международным 
участием “Турбулентность, динамика атмосферы и климата”, посвященной памяти академика А.М. Обухова (Москва, 
22–24 ноября 2022 г.).

1. ВВЕДЕНИЕ

Высота приземного слоя воздуха H является 
важным показателем, имеющим как теоретиче-
ское, так и практическое значение и требующим 
экспериментальных оценок. Она непостоянна 
и  зависит от времени суток, времени года, гео-
графических условий, определяющих степень 
шероховатости поверхности и  ее термической 
однородности, стратификации атмосферы, а так-
же влияющих на нее синоптических условий. 
Кроме того, поскольку сам по себе приземный 
слой определяется неоднозначно (как слой по-
стоянных турбулентных потоков, постоянного 
направления ветра, больших значений вертикаль-
ных градиентов температуры воздуха Т и  скоро-

сти ветра V, логарифмического распределения V 
с высотой и пр.), это также ведет к разным трак-
товкам его высоты. Согласно известным оценкам, 
H составляет в среднем ~50 м по данным [Обухов, 
1988]; ~50  м по данным [Монин, Яглом, 1965]; 
~50–100  м, а  в  отдельных случаях – от 10–20 до 
200–250  м по данным Л.Т. Матвеева [Матвеев, 
1984; Хромов, Мамонтова, 1974]; 10–20 м по дан-
ным [Белинский, 1948]; ~25–35  м в  среднем по 
данным [Будыко, 1948]; ~50 м при неустойчивой 
и ~5 м при устойчивой стратификации по данным 
[Зилитинкевич, 1970]. Подобные оценки, как 
правило, получены из условия приближенного 
постоянства потоков тепла, потоков импульса или 
динамической скорости у поверхности и на уров-

, с. 65–72
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не H с точностью до 1, 5, 10 или 20%. Однако экс-
периментальных оценок H в  литературе крайне 
мало. К их числу можно отнести результаты про-
веденных Л.Р. Орленко расчетов изменений те-
плосодержания на основе измеренных профилей 
Т в Голодной степи в Приаралье. По ее данным, 
высота слоя с постоянным турбулентным потоком 
тепла (“квазистационарного подслоя” в терминах 
М.И. Будыко и  Л.Р. Орленко) менялась там от 
1–10 м утром и вечером до 200–300 м в середине 
дня [Орленко, 1955]. Модельные расчеты для ус-
ловий середины лета в г. Одессе (Украи на) пока-
зали модальные значения H в диапазоне 50–100 м 
[Степаненко и др., 2016], однако эта оценка менее 
надежна из-за использования авторами лишь на-
земных метеорологических данных, а также при-
нятого ими постоянного отношения высот при-
земного и пограничного слоев как 1 : 10.

Данные акустического зондирования атмос-
феры о скорости V и направлении ветра, благо-
даря своему высокому разрешению, позволяют 
уточнить известные оценки H. Важным показа-
телем ветрового режима, помимо H, служит так-
же параметр шероховатости z0 в приповерхност-
ном слое воздуха. Целью данной работы явились 
экспериментальные оценки H и z0 для крупного 
города в  условиях равнинной местности сред-
них широт на примере Москвы по многолет-
ним содарным данным. В  работе использованы 
два подхода к оценке высоты H: она рассмотре-
на по результатам измерений в  среднем за пе-
риод 2004–2013 гг. в  качестве верхней границы 
как слоя с  логарифмическим распределением 
V с  высотой, так и  слоя с  постоянным средним 
направлением ветра. Видимо, профили направ-
ления ветра для оценок высоты приземного слоя 
используются здесь впервые – во всяком случае, 
подобные исследования автору неизвестны.

2. ПРИБОРЫ И МЕТОДЫ

В  Метеорологической обсерватории МГУ 
(МО  МГУ), расположенной в  парковой зоне 
университета с  неплотной застройкой в  юго-за-
падной части Москвы в 8 км от центра столицы, 
с  2004 г. работает доплеровский трехканальный 
акустический локатор (содар) MODOS производ-
ства METEK, Германия (рис. 1). Рабочая частота 
его составляет 2 кГц; мощность и  длительность 
импульса – соответственно 1.1 кВт и 120 мс; вы-
сотный диапазон данных – от 40 до 500 м; про-
странственное (вертикальное) разрешение – 20 м; 

профили скорости ветра V доступны с осреднени-
ем 10 мин. Точность измерений скорости ветра V 
этим содаром равна ±0.24 м/с при V ≤ 6 м/с и ±4% 
при V > 6 м/с, а направления ±3°–4° при V > 5 м/с. 
Отсев шумов в  принятом эхо-сигнале произво-
дится автоматически в соответствии с комплекс-
ным показателем достоверности. В  нем учиты-
вается как отношение полезного сигнала к шуму 
(в принятых к анализу данных оно ≥3 дБ, т. е. по-
лезный сигнал должен превышать по мощности 
шумы не менее чем в два раза), так и вид спектра 
эхо-сигнала: наличие в нем не слишком широко-
го и не слишком узкого основного максимума, его 
значительное превышение над вторичными мак-
симумами, а  также над основным максимумом 
в  спектре шума. Столь строгий отсев приводит 
к  частичной потере реального полезного сигна-
ла ради более высокой достоверности принятых 
к анализу измерений.

Обеспеченность содарными данными о  ветре 
уменьшается с высотой. Их реальная верхняя гра-
ница зависит от степени развития термической 
турбулентности, поскольку пассивными безынер-
ционными поплавками-переносчиками ветра для 
содара служат мелкомасштабные неоднородности 
инерционного интервала турбулентного спектра, 
создающие рассеяние звука. С  увеличением вы-
соты атмосферная турбулентность, как динами-
ческая, так и  термическая, в  целом ослабевает, 
поэтому реальных и надежных содарных данных 
о  ветре становится меньше. Так, в  нижнем слое 
воздуха до 120  м обеспеченность ими составляет 
в среднем 99%, до 160 м – не менее 90%, до 200 м – 
не менее 80%. На еще больших высотах обеспечен-
ность данными быстро уменьшается и на уровне 
“потолка зондирования” 500 м составляет в сред-
нем лишь 6% [Локощенко, 2014]. Анализ профи-
лей ветра по содарным данным в приземном слое 
воздуха затруднен из-за наличия “мертвой зоны” 
эхо-сигнала в  их нижней части. Наименьшей 
возможной ее величиной служит соотношение 
(с ∙ τ /2), где с – скорость звука, τ – длительность 
импульса [Красненко, 2001]. Однако в реальности 
“мертвая зона” выше вследствие задержки пере-
ключения антенны в режим приема и ревербера-
ции мембраны громкоговорителя; в нашем случае 
она равна 40 м. Это означает, что самый нижний 
слой воздуха с  доступными данными о  ветре за-
ключен в пределах от 30 до 50 м (результат осред-
нения в  каждом 20-метровом слое соотносится 
с его серединой).
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Помимо содара MODOS, скорость и  направ-
ление ветра измеряются в  МО МГУ двумя кон-
тактными датчиками: анеморумбометром М-63М 
на высоте 15  м, а  также анемометром “Vantage 
Pro 2”, установленным над крышей поста ГПБУ 
“Мосэкомониторинг” на нестандартной для ме-
теостанций высоте 6.9 м (рис. 1). Сам пост нахо-
дится в 54 м, а вышка – в 57 м от антенной систе-
мы MODOS; расстояние по горизонтали между 
стойками обоих датчиков ~3  м. Прибор М-63М 
представляет собой четырехлопастную крыль-
чатку; измерения с  его помощью традиционно 
производятся каждые 3 ч с осреднением 10 мин. 
Таким образом, период осреднения станционных 
и  содарных данных о  скорости ветра совпадает. 
Погрешность измерений М-63М не превышает 
±(0.5 + 0.5 · V) м/c [Справочник, 1971].

Анемометр “Vantage Pro 2” представляет со-
бой классический четырехчашечный “крест Ро-
бинзона”, период автоматического осреднения 
данных составляет 20 мин. Как видно на рис. 1, 
он установлен вблизи станционной вышки, од-
нако она ажурная, поэтому занижение V можно 
считать незначительным. Привлечение резуль-
татов контактных измерений обоими приборами 
позволяет дополнить профили V по данным со-
дара значениями в пределах его “мертвой зоны”.

3. АНАЛИЗ ИЗМЕНЕНИЙ СКОРОСТИ ВЕТРА 
С ВЫСОТОЙ

На рис.  2 приведен сводный профиль V как 
в линейных, так и в полулогарифмических коор-

динатах в среднем за первые 8 лет зондирования 
содаром MODOS в МО МГУ (с ноября 2004 г. по 
декабрь 2012 г.). Он включает данные как сода-
ра, так и датчиков на высотах 7 и 15 м в преде-
лах “мертвой зоны”. В  рассмотренный период 
времени ряды данных всех трех приборов безус-
ловно однородны. Размер выборки всех приня-
тых к анализу отдельных содарных измерений V 
с шагом 20 м по высоте и 10 мин во времени со-
ставил 3372851.

Видно, что высота обращения в  Москве как 
пересечение ночного и дневного профилей V со-
ставляет в  среднем ~95  м. Ранее автором в  ходе 
анализа среднегодового суточного хода V по тем 
же данным был сделан вывод о наличии переход-
ного слоя на высотах 80–120  м, приблизительно 
соответствующего высоте обращения ветра [Ло-
кощенко, 2014]. Как видим, полученная оценка из 
сравнения средних профилей V за 0–3 и 12–15 ч 
хорошо согласуется с  этим выводом. Соотно-
шение ночного и  дневного профилей (значение 
∂V/∂z больше ночью) вполне ожидаемо с  учетом 
преобладания устойчивой стратификации в сере-
дине ночи и неустойчивой в середине дня. В по-
лулогарифмических координатах приблизительно 
линейный участок функции прослеживается до 
40–60 м; выше наблюдаются уже явные отклоне-
ния от логарифмической зависимости. Т.о., зна-
чение ~60 м (по меньшей мере, 40 м) можно счи-
тать средней многолетней высотой приземного 
слоя атмосферы [Лайхтман, 1961; Монин, Яглом, 
1965; Матвеев, 1984], предполагая при этом бли-

15 м

7 м

Рис. 1. Антенная система доплеровского содара MODOS (слева) и анемометрическая вышка с датчиками ветра 
(справа) в Метеорологической обсерватории МГУ. Стрелками показаны анемометры на двух высотах.
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зость среднего многолетнего градиента температу-
ры ∂T/∂z к адиабате. Разумеется, представленные 
данные получены в условиях реальной городской 
застройки, далекой от условий горизонтальной 
термической однородности.

Параметр шероховатости z0 как результат экс-
траполяции нижнего квазилинейного участка 
функции в  полулогарифмических координатах 
на рис. 2 вплоть до нулевого значения V состав-
ляет ~5  м (от  4.8 до 5.2  м в  зависимости от ис-
пользования при экстраполяции участка функ-
ции до 40 или до 60 м). Как известно, данный 
параметр характеризует слой воздуха, в пределах 
которого направленная скорость ветра в  сред-
нем отсутствует. Обычно он равен приблизи-
тельно 1/30 [Хромов, Мамонтова, 1974] или от 
1/5 до 1/100 долей [Лайхтман, 1961] средней вы-
соты неровностей поверхности. Как видим, по-
лученная нами оценка согласуется по порядку 
значений с  приведенными долями высот окру-
жающих МО МГУ в радиусе 1 км соседних зда-
ний, составляющих от 25 м (биолого-почвенный 
корпус, Институт физико-химической биологии 
и корпус нелинейной оптики) до 250 м (главное 
здание МГУ). С  учетом частичной закрытости 
анемомет ра “Vantage Pro  2” величина z0 может 
быть немного завышенной, однако она отражает 
условия реальной городской застройки при на-
личии естественных препятствий и неровностей, 
включающих окружающие здания, отдельные де-
ревья и пр. Именно с точки зрения соответствия 
реальным условиям большого города полученная 
экспериментальная оценка представляет прак-
тический интерес. Заметим, что условия изме-
рений в Метеорологической обсерватории МГУ 
с неплотной средней и высокой застройкой в ее 
окрестностях вполне типичны для большей ча-
сти городской территории за исключением лишь 
глубоких городских каньонов, с одной стороны, 
и  незастроенных пустырей и  пойменных лугов 
в  долине р. Москвы, с  другой. Таким образом, 
можно предположить, что полученная оценка z0 
показательна для города в целом.

В естественных условиях открытой местности 
значение z0 обычно менее 10 см [Лайхтман, 1961; 
Матвеев, 1984], в лесах – от 1 до 6 м [Оке, 1982]. 
В  крупных городах, по данным Г. Ландсберга, 
оно также на порядок больше, нежели над сель-
скохозяйственными угодьями, т. е. может дости-
гать нескольких метров. Так, в Париже z0 состав-
ляет от 2 до 5 м, в Киеве – 4.5 м, в Токио – 1.7 м 
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Рис. 2. Профиль скорости ветра в слое от 7 до 440 м 
по данным доплеровского содара MODOS и кон-
тактных измерений в среднем за 2004-2012 гг. в Ме-
теорологической обсерватории МГУ. 
Доверительные интервалы рассчитаны с доверитель-
ной вероятностью 0.95. 
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[Ландсберг, 1983]. Согласно оценкам Т. Оке, ве-
личина z0 вблизи “средних” зданий высотой 20 м 
составляет 0.7 м, а вблизи высоких зданий высо-
той 100 м – 10 м [Оке, 1982]. Как видим, получен-
ный нами результат для условий Москвы согласу-
ется с известными в литературе оценками.

4. АНАЛИЗ ИЗМЕНЕНИЙ НАПРАВЛЕНИЯ 
ВЕТРА С ВЫСОТОЙ

Как известно, в приземном слое воздуха вслед-
ствие малости силы Кориолиса F

C 
= –2 · [Ω × V] (где 

Ω – угловая скорость вращения Земли, V – скорость 
рассматриваемой воздушной частицы) наблюдает-
ся приблизительное постоянство направления ве-
тра с высотой. Это свойство приземного слоя также 
может быть использовано для экспериментальных 
оценок H, поскольку начало устойчивого пово-
рота ветра в вышележащем слое Экмана означает 
вершину приземного слоя. По данным [Матвеев, 
1984], изменения направления ветра в приземном 
слое обычно не превышают 2°–5°. Они возмож-
ны с учетом влияния стратификации и связанной 
с ней атмосферной турбулентности, неоднородно-
сти подстилающей поверхности, а  также различ-
ных течений воздуха локального или среднего мас-
штаба. Однако подобные изменения, как правило, 
ненаправленные и при осреднении во времени по 
большим выборкам данных сходят на нет.

Было предположено, что период осреднения 
длиною в  месяц достаточен для исключения 
влияния случайных факторов; этот период взят 
за основу анализа. Расчеты профилей направле-
ния ветра по данным содара MODOS проведе-
ны по данным 83 месяцев за 8 лет зондирования 
(с 2004 по 2013 гг.). Предварительные результаты 
опубликованы в  [Lokoshchenko, Nikitina, 2012]. 

С  использованием логических формул был раз-
работан численный алгоритм расчетов для ис-
ключения возможной цикличности, т. е. перехо-
да значений направления за пределы ±(2 · π). Не 
вдаваясь в подробности, отметим, что подобный 
переход с  увеличением высоты бывает много-
кратным, так что создание алгоритма оказалось 
непростой задачей. Именно в силу цикличности 
направления ветра в  литературе мало примеров 
представления данных в виде профилей в коор-
динатах “направление – высота”.

Заметим, что в очень редких случаях возмож-
ны чрезвычайно резкие реальные повороты ветра 
с  высотой, которые автоматический алгоритм 
может принять за проявление цикличности. 
Встречные потоки противоположного направле-
ния, одновременно существующие один поверх 
другого в  нижнем 500-метровом слое, возмож-
ны при прохождении обостренного атмосфер-
ного фронта, наклоне проходящей оси гребня 
или ложбины, а также в условиях седловин [Ло-
кощенко и  др., 2016]. Для выявления подобных 
случаев требуется дополнительный критический 
контроль данных.

Наиболее показательные примеры получен-
ных профилей направления ветра приведены на 
рис.  3. Как видим, в  ряде случаев в  нижней их 
части прослеживается участок с почти одинако-
вым направлением с точностью до ±1°, отмечен-
ный жирными кружками. Как правило, такой 
участок охватывает лишь первый промежуток 
между двумя нижними уровнями измерений 
вплоть до 60  м (рис.  3б, в), хотя иногда дости-
гает 80 м (рис. 3д). Один раз, в октябре 2006 г., 
он прослеживался даже вплоть до 100 м. Однако 
в большинстве случаев (приблизительно в двух 
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Рис. 3. Профили направления ветра по содарным данным в среднем за отдельные месяцы зондирования. 
Доверительные интервалы рассчитаны с уровнем значимости 5%.
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из трех) изменение направления в сторону роста 
его значений, то есть правый поворот, наблю-
дается уже в самом нижнем интервале высот от 
40 до 60  м (рис.  3а,  3г). Полученные результа-
ты можно интерпретировать в качестве данных 
о высоте приземного слоя H, поскольку участок 
с  приблизительно постоянным направлением, 
если он был, всегда наблюдался в нижней части 
диапазона, а поворот в среднем за месяц всегда 
оказывался правым, в  соответствии с  класси-
ческой “спиралью Экмана” – во всяком слу-
чае, в нижней части слоя Экмана. Исключени-
ем служит лишь средний левый поворот в слое 
выше 160 м на рис. 3в). Вероятно, он отражает 
особенности барического поля и  направления 
термического ветра в  феврале 2007 г. Заметим, 
что среднее за отдельные месяцы направле-
ние ветра заключено в  пределах от южного до 
юго-западного в  приземном слое и  от южно- 
юго-западного до западно-юго-западного на 
высоте 200  м. Это подтверждает наличие глав-
ной юго-западной моды в многолетней розе ве-
тров по данным содара MODOS во всем диапа-
зоне зондирования [Локощенко, 2015]. Средняя 
величина правого поворота ветра в  приведен-
ных на рис. 3 примерах в слое воздуха до 200 м 
составляет от 15˚ до 20˚, что также подтверждает 
среднюю многолетнюю оценку этой величины 
для условий Москвы: ~20˚ [Локощенко, 2015].

Можно считать, что при отсутствии на про-
филях участка с  одинаковыми значениями на-

правления поверх “мертвой зоны” он, вероят-
но, существовал ниже в  ее пределах и  не мог 
быть выявлен по содарным данным (H  ≤ 40 м). 
Привлечь к  анализу направления ветра данные 
анемометров на высотах 7 и  15  м, в  отличие от 
профиля V, невозможно ввиду неизбежной не-
вязки в  ориентировании трех разных приборов 
по странам света. Ошибка в  выставлении нуле-
вого значения направления (на север) составляет 
по меньшей мере ±1˚. Это делает их показания 
несравнимыми, а  выявление столь тонких эф-
фектов (изменений в направлении ветра величи-
ной менее 1˚) невозможным. Вероятно, именно 
это обстоятельство (случайная ошибка в ориен-
тировании разных приборов – например, анемо-
метров на разных уровнях высотных мачт) не по-
зволяло в  прошлом провести подобный анализ. 
Лишь данные доплеровских содаров с одинаково 
заданным направлением оси луча вдоль всего 
диапазона каждой из антенн открывают возмож-
ность точного сравнения направления ветра на 
разных высотах.

Различия между приведенными профилями на 
рис. 3 вполне наглядны, однако для большей объ-
ективности анализа были использованы два ко-
личественных критерия изменений направления 
ветра – прежде всего, сама величина поворота:

                       1 ,i i+∆α = α − α         (1)
где αi и αi+1 – направление ветра на двух соседних 
уровнях, а  также предложенный автором коэф-
фициент изменения поворота ветра К с высотой:

Таблица 1. Высота приземного слоя воздуха H (м) в Москве по данным содара MODOS о направлении ветра в среднем 
за отдельные месяцы

Месяц/год: I II III IV V VI VII VIII IX X XI XII
2004 нет данных ≤40 60
2005 60 нет данных ≤40
2006 60 ≤40 ≤40 ≤40 ≤40 ≤40 ≤40 ≤40 100 нет данных
2007 60 ≤40 ≤40 ≤40 ≤40 ≤40 ≤40 ≤40 60 ≤40 60
2008 ≤40 ≤40 ≤40 ≤40 ≤40 ≤40 ≤40 ≤40 ≤40 60 60
2009 ≤40 ≤40 60 ≤40 ≤40 60 60 60 ≤40 80 80 60
2010 ≤40 ≤40 60 ≤40 ≤40 ≤40 ≤40 ≤40 ≤40 ≤40 80 80
2012 60 60 60 60 ≤40 ≤40 ≤40 ≤40 ≤40 60 ≤40 ≤40
2013 60 ≤40 ≤40 ≤40 ≤40 ≤40 ≤40 ≤40 ≤40 ≤40 80 60

Таблица 2. Суточный ход высоты приземного слоя воздуха H (м) в Москве по данным содара MODOS о направлении 
ветра в разные сезоны

Часы: 0–3 3–6 6–9 9–12 12–15 15–18 18–21 21–24
Июнь–август

2009 г. ≤40 ≤40 60 80 80–100 80 80 ≤40

Декабрь 2009 – февраль 
2010 гг. ≤40 ≤40 ≤40 ≤40 80 60 ≤40 ≤40

ЛОКОЩЕНКО
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О ВЫСОТЕ ПРИЗЕМНОГО СЛОЯ ВОЗДУХА...

                         
1

1

,i i

i i

K +

−

α − α
=

α − α
,                    (2)

характеризующий относительное изменение на-
правления ветра в любом вышележащем слое по 
сравнению с соседним нижележащим. Предвари-
тельный визуальный анализ профилей уточнялся 
с учетом значений Δα и K. В случаях почти посто-
янного направления ветра (т. е. в пределах призем-
ного слоя) Δα составляет в среднем 0.4˚, тогда как 
величина K – в среднем от 1.0 до 1.5 (в большин-
стве случаев ≤2). Поверх же приземного слоя Δα 
обычно превышает 1˚ в каждом отдельном интер-
вале высот с шагом 20 м, т. е. средний вертикаль-
ный градиент направления ветра d в слое Экмана 
∂d/∂z >0.05 [˚/м]. На уровне вершины приземного 
слоя значение коэффициента K в  большинстве 
случаев >3 (в среднем 4.2). Таким образом, значи-
тельный разрыв в значениях как Δα, так и K ниже 
и  выше предполагаемой высоты H подтверждает 
объективную основу проведенного анализа.

Результаты его обобщены в  табл.  1. Как ви-
дим, в 27 из 83 месяцев высота приземного слоя 
воздуха достигала 60 м, а порой 80 или даже 100 м. 
В остальных случаях она не превышала 40 м. Од-
нозначных сезонных закономерностей не вид-
но: случаи H > 40 м отмечены в разные месяцы 
года. Получить среднюю многолетнюю оценку 
H по критерию постоянства направления ветра 
трудно из-за неопределенности ее значений при 
H ≤ 40  м. Если предположить, что во всех пя-
тидесяти шести таких случаях H = 20 м или H = 
30  м, то средняя по всей выборке величина H 
составляет соответственно 35 и 41 м. Считая же 
H = 40 м во все месяцы, когда ее значение было 
маскировано “мертвой зоной” содара, средняя 
H = 48  м. Последняя максимально возможная 
оценка, скорее всего, завышена. С  другой сто-
роны, исходя из физических соображений, сред-
немесячные значения H < 20  м маловероятны. 
Следовательно, средняя высота приземного слоя 
воздуха, видимо, близка к 40 м. Примечательно, 
что предварительные оценки H по данным 59 
месяцев вплоть до 2010 г. оказались такими же 
[Lokoshchenko, Nikitina, 2012; Локощенко, 2015]. 
Следовательно, они обладают устойчивостью во 
времени. Получить более точные оценки H по 
критерию постоянства направления ветра можно 
с использованием малых содаров (т. н. “мини-со-
даров”), работающих на более высоких частотах 
и  имеющих значительно меньшую “мертвую 

зону” по сравнению с содарами обычного диапа-
зона, к числу которых относится MODOS.

Очевидно, значение H закономерно увели-
чивается с ростом атмосферной неустойчивости 
и  в  среднем должно быть больше днем, нежели 
ночью, и летом больше, чем зимой. Рассмотрим 
суточный ход H в разные сезоны. Для этого был 
проведен отдельный расчет профилей направле-
ния ветра за отдельные часы в среднем за три лет-
них и три зимних месяца 2009–2010 гг. Как видно 
из табл. 2, наибольшие значения H действитель-
но отмечены в дневные часы (вплоть до 80–100 м 
летом и  60–80  м зимой), а  наименьшие – позд-
ним вечером и ночью летом и с вечера до полуд-
ня зимой. Данный вывод подтверждает влияние 
температурной стратификации на структуру по-
граничного слоя атмосферы.

5. ВЫВОДЫ

1. Средний многолетний профиль скорости ве-
тра по содарным данным в Москве отмечен ква-
зилинейным участком в  полулогарифмических 
координатах вплоть до высоты 40–60 м. С учетом 
близости средних условий к  безразличной стра-
тификации эту оценку можно принять в качестве 
средней высоты приземного слоя воздуха.

2. Высота приземного слоя как слоя с прибли-
зительно одинаковым направлением ветра в сред-
нем за месяц в одном случае из трех превышает по 
содарным данным 40  м, составляя, как правило, 
60 м, а порой 80–100 м; в остальные месяцы она 
≤40  м. Таким образом, в  соответствии с  данным 
критерием, высота приземного слоя составляет 
в Москве в среднем менее 50 м (40 ± 8 м).

3. В  суточном ходе летом наибольшая высо-
та приземного слоя как слоя с  постоянным на-
правлением ветра наблюдается в  середине дня 
(в среднем 80–100 м), а наименьшая – поздним 
вечером и ночью (не более 40 м). Зимой наиболь-
шие значения в  суточном ходе этой высоты со-
ставляют в среднем 60–80 м.

4. Параметр шероховатости в условиях город-
ской периферии Москвы с  неплотной жилой 
застройкой и высотой соседних зданий до 250 м 
равен ~5 м.

5. Высота обращения дневного и ночного про-
филей ветра в среднем за несколько лет состав-
ляет для условий Москвы приблизительно 100 м.

6. В верхней части приземного слоя на высо-
тах от 40 до 60 или до 80  м разность направле-
ния ветра в слое толщиной 20 м составляет ~0.4˚ 
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в среднем за месяц. В вышележащем слое Экма-
на средний вертикальный градиент направления 
ветра превышает 5˚/100 м (правый поворот про-
исходит обычно быстрее 1˚ на 20 м подъема).
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About Height of the Surface Air Layer by Sodar Data
M. A. Lokoshchenko*

Lomonosov Moscow State University, Leninskie Gory, 1, Moscow, 119992, Russia
*e-mail: loko@geogr.msu.su

Average empirical estimations of the surface air layer height in Moscow have been received by the data of 
long-term acoustic remote sensing of the atmosphere using MODOS Doppler sodar of METEK (Germany) 
production. Based on the assumption that the average conditions are close to neutral stratification, this 
height, as the top of the quasi-linear section of the average long-term wind velocity profile in semi-
logarithmic coordinates, is 40–60 m. The wind rotation height, i. e. the height of intersection of day and 
night wind profiles is on average 95 meters per year. The roughness length in conditions of loose but high 
urban development in vicinity of Moscow State University in Moscow is 5 m.
According to the criterion of the constant wind direction in the surface air layer, its height appears in the 
average monthly wind direction profiles over the “dead zone” of the sodar (40 m) in approximately one case 
out of three and usually amounts to 60 m, less often 80 or 100 m. In the rest cases, it is apparently masked by 
“dead zone”. The average height of the surface layer according to this approach is probably a little less than 
50 m, which is close to the estimate obtained from the logarithmic distribution of wind velocity with height 
in this layer. The daily course of the surface air layer height is noted by the largest values in the afternoon 
(80–100 m in summer under conditions of prevailing unstable stratification and 60–80 m in winter) and 
the smallest ones (less than 40 m) in the late evening and at night in summer and from evening to noon in 
winter.

Keywords: surface air layer height, empirical estimations, profiles of wind velocity and wind direction, 
logarithmical law, wind rotation height, Coriolis force, clockwise wind shear, Ekman layer, roughness 
length, sodar
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Иллюстрируются возможности использования данных СВЧрадиометрических измерений со 
спутников EOS Aqua и GCOMW1 для изучения влияния тропических волн в Атлантике на про
цессы зарождения урагана Lorenzo (2007) и штормов Mattew (2004), Colin (2016) в Мексиканском 
заливе путем мониторинга пространственновременной изменчивости полей водяного пара в за
ливе. Приведены примеры использования спутниковых изображений полей влажности атмосфе
ры, полученных со спутников DMSP, EOS Aqua, демонстрирующие процессы трансформации 
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ВВЕДЕНИЕ

Одним из перспективных направлений в  ис
следованиях процессов зарождения тропических 
ураганов (ТУ) является мониторинг полей влаж
ности атмосферы в  районах циклогенеза на ос
нове данных спутниковых измерений интенсив
ности собственного СВЧизлучения – яркостной 
температуры системы океан–атмосфера в  спек
тральной области резонансного поглощения 
радиоволн в  водяном паре атмосферы [Гранков 
и др., 2022; Шарков и др., 2012; Ermakov, 2021].

Данный подход использован нами ранее для 
изучения процессов циклогенеза в  Мексикан
ском заливе путем анализа отклика общего вла
госодержания атмосферы (ОВА) на эти процессы 
на основе данных измерений СВЧрадиометров 
SSM/I (Special Sensor Microwave/Imager) и SSMIS 
(Special Sensor Microwave Imager/Sounder) спут
ников DMSP, радиометров AMSRE и  AMSR2 
(Advanced Microwave Scanning Radiometer) спут
ников EOS Aqua и GCOM.

Проведенный анализ пространственной из
менчивости полей ОВА в  периоды зарождения 
и  развития ТУ Bret (1999 г.), Humberto (2007 г.), 
Lorenzo (2007 г.), Katia (2017 г.) выявил их друж

ные изменения не только в районах зарождения 
данных ураганов, но и в прилегающих к ним об
ширных областях Мексиканского залива [Гран
ков, 2021].

Такой результат можно объяснить влиянием 
тропических волн (иное название – африканские 
восточные волны [Thorncroft, Hodges, 2001]), фор
мирующихся в  тропической Атлантике в  период 
с апреля–мая по октябрь–ноябрь, распространя
ющихся от западного побережья Африки к Кариб
скому морю и Мексиканскому заливу и несущих 
массы теплого воздуха на запад преобладающими 
восточными ветрами вдоль тропиков и субтропи
ков вблизи экватора. Иллюстрацией может слу
жить приход в Мексиканский залив тропической 
волны во время зарождения ТУ Lorenzo в сентя
бре 2007 г. [Franklin, 2007] (рис. 1). Здесь представ
лены наблюдаемые радиометром AMSRE спут
ника EOS Aqua вариации ОВА в фиксированных 
точках залива в  период, предшествующий заро
ждению урагана 28 сентября.

Рисунок демонстрирует сильный всплеск об
щего содержания водяного пара в  атмосфере Q 
(на 25‒30 кг/м2), перемещающийся из восточной 
части акватории Мексиканского залива в запад
ном направлении; что можно рассматривать как 

, с. 74–81



74

ИЗВЕСТИЯ РАН. ФИЗИКА АТМОСФЕРЫ И ОКЕАНА         том 60         № 1          2024

следствие приближения тропической волны со 
стороны Атлантики к заливу 21 сентября.

Более полное представление о  влиянии тро
пических волн на процессы циклогенеза в Мек
сиканском заливе, а также в акватории тропиче
ской Атлантики может быть получено на основе 
данных анализа полей (изображений) ОВА со 
спутников DMSP, EOS Aqua, GCOMW1, Ме
теорМ, обеспечивающих глобальную инфор
мацию об этом и  других параметрах атмосферы 
и  поверхности океана с  пространственным раз
решением 0.25o × 0.25o с суточной регулярностью.

Ниже оценим возможности использования 
спутниковых измерений для анализа влияния 
тропических волн на формирование полей влаж
ности атмосферы в  Мексиканском заливе в  пе
риоды зарождения различных тропических обра
зований.

В рамках данной задачи рассмотрены не толь
ко тропические ураганы, но и тропические штор

мы, частота зарождения которых в несколько раз 
выше, благодаря чему может быть расширен объ
ем полезной информации для анализа процессов 
циклогенеза в заливе.
РЕАКЦИЯ ПОЛЕЙ ВЛАЖНОСТИ АТМОСФЕРЫ 

В МЕКСИКАНСКОМ ЗАЛИВЕ НА 
ПРИБЛИЖЕНИЕ ТРОПИЧЕСКИХ ВОЛН

Рассмотрим ряд примеров использования дан
ных спутниковых измерений для анализа влияния 
тропических волн на поля ОВА в заливе в перио
ды зарождения местных ураганов и штормов.

Зарождение урагана Lorenzo, сентябрь 2007 г.
В  соответствии с  [Franklin, 2007] ТУ Lorenzo 

образовался из тропической волны, которая про
шла через западное побережье Африки 11  сен
тября 2007 г., и  сформировался первоначально 
в  виде тропической депрессии в  югозападной 
части Мексиканского залива 25 сентября 2007 г. 
в точке 21.8о с. ш. 94.8о з. д., достигнув стадии ура
гана 28 сентября в точке 20.5о с. ш. 96.3о з. д.

С  помощью данных измерений радиометра 
AMSRE спутника EOS Aqua (архив NSIDC – 
National Snow & Ice Data Center) исследована про
странственновременная изменчивость ОВА в Мек
сиканском заливе в  области 20.75о–28о с. ш. 
97.75о–85.5о з. д. в  период 22–27  сентября 2007 г., 
предшествующий зарождению ТУ Lorenzo, а  ре
зультаты представлены на рис. 2. Данная область ох
ватывает большую часть акватории Мексиканского 
залива; ее внешние границы выбраны таким обра
зом, чтобы в поле зрения спутниковых радиометров 
не попадали береговые участки залива.

Как видно из рис. 2, приход тропической вол
ны в  Мексиканский залив сопровождается по
явлением области с  высоким содержанием во
дяного пара в атмосфере в его восточной части, 
перемещающейся на запад и дальнейшей ее ло
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Рис. 1. Динамика ОВА (Q) в период, предшествую
щий зарождению ТУ Lorenzo в Мексиканском заливе 
в узлах сетки с координатами долготы 85.5о з.д.  (1), 
91о з.д. (2), 95.75о з.д. (3) и широты 25о с.ш. (а), 24о с.ш. 
(б), 23о с.ш. (в), 22о с.ш. (г).
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Риc. 2. Динамика изменения поля ОВА (Q) в выбранной области Мексиканского залива в период, предшествующий 
зарождению ТУ Lorenzo в сентябре 2007 г.: (а) – 22.09; (б) – 23.09; (в) – 24.09; (г) – 25.09; (д) – 26.09; (е) – 27.09. Вре
мя прихода тропической волны к Мексиканскому заливу 21 сентября. ТШ – начало стадии тропической депрессии; 
начало стадии тропического шторма; ТУ – начало стадии тропического урагана [Franklin, 2007].
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кализацией в югозападной части залива – зоне 
зарождения урагана Lorenzo.

Зарождение тропического шторма Matthew,  
октябрь 2004 г.

Тропический шторм Matthew образовался из 
тропической волны, которая прошла через за
падное побережье Африки 19  сентября 2004 г., 
и  сформировался окончательно в  югозападной 
части Мексиканского залива 8  октября в  точке 
24.1о с. ш. 94.2о з. д. [Avila, 2004].

С  помощью данных измерений радиометра 
AMSRE спутника EOS Aqua (архив NSIDC) 
получены оценки пространственновременной 
изменчивости ОВА в  области 20.75о–28о с. ш. 
97.75о–85.5о з. д. Мексиканского залива в период, 
предшествующий зарождению шторма Matthew 
3–7 октября 2004 г. (рис. 3).

Из иллюстрации видно, что в результате при
хода тропической волны в Мексиканском заливе 
образуется область с высоким содержанием водя
ного пара в атмосфере, которая последовательно 
перемещается в  северозападном направлении 
к району зарождения шторма.

Зарождение тропического шторма Colin, июнь 2016 г.
Происхождение тропического шторма Colin 

можно проследить до тропической волны, ко
торая прошла у  западного побережья Африки 

27  мая 2016 г. и  к  1  июня достигла Карибско
го моря [Pash, Penny, 2017]. Его окончательное 
формирование произошло 5 июня 2016 г. в юж
ной области Мексиканского залива в точке 22.4о 
с. ш. 87.9о з. д.

Получены оценки пространственновремен
ной динамики ОВА Q в  области 20.75о–28о  с. ш. 
97.75о–85.5о з. д. залива в период 1–6 июня 2016 г., 
предшествующий зарождению шторма Colin 
(рис.  4). Для этих целей использованы данные 
геопортала спутникового радиотепловидения 
(https://fireras.su/tpw/Fields.aspx) [Ермаков и др., 
2013], полученные на основе измерений радио
метра AMSR2 спутника GCOMW1.

Из иллюстрации видно, что при приближении 
тропической волны в Мексиканском заливе на
блюдается аккумуляция атмосферного водяного 
пара в районе зарождения тропического шторма 
Colin.

Приведенные примеры спутникового мо
ниторинга Мексиканского залива показывают, 
что в  периоды, предшествующие зарождению 
урагана Lorenzo, штормов Matthew и  Colin, под 
воздействием тропических волн происходила 
“накачка” атмосферы водяным паром, образо
вывались области с высокими значениями ОВА, 
перемещавшиеся в  течение 5–6 сут в  районы 
залива и ставшие очагами их образования. Дан
ный эффект позволяет объяснить отмеченную 
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Рис. 3. Динамика поля ОВА (Q) в акватории Мексиканского залива в период, предшествующий зарождению тропи
ческого шторма Matthew в октябре 2004 г.: (а) – 03.10; (б) – 04.10; (в) – 05.10; (г) – 06.10; (д) – 07.10. Время прихода 
тропической волны к Мексиканскому заливу 3 октября. ТШ – начало стадии тропического шторма [Avila, 2004].

Рис. 4. Динамика поля ОВА (Q) в акватории Мексиканского залива в период, предшествующий зарождения тропи
ческого шторма Colin в июне 2016 г.: (а) – 01.06; (б) – 02.06; (в) – 03.06; (г) – 04.06; (д) – 05.06: (е) – 06.06. ТШ – на
чало стадии тропического шторма [Pash, Penny, 2017].
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в  [Гранков, 2021] тесную связь пространствен
ных характеристик полей ОВА с  процессами 
зарождения ТУ Bret, Humberto, Lorenzo, Katia 
в Мексиканском заливе.

ПОЛЯ ВЛАЖНОСТИ АТМОСФЕРЫ КАК 
ИНДИКАТОРЫ ТРАНСФОРМАЦИИ 

ТРОПИЧЕСКИХ ВОЛН В АТЛАНТИЧЕСКИЕ 
УРАГАНЫ

Тропический ураган Ivan, сентябрь 2004 г.

По данным оптических и  ИКизображе
ний, полученных с  геостационарных спутников 
GOES12 и MODIS, ТУ Ivan образовался из тро
пической волны, которая прошла через западное 
побережье Африки 31 августа 2004 г., и сформи
ровался окончательно в тропической зоне Атлан
тики 5 сентября в точке 9.5о с. ш. 43.4о з. д. [Stewart, 
2011]. Ураган соответствует 5й категории интен
сивности по шкале Саффира–Симпсона с  мак
симальной скоростью ветра 270 км/ч.

На основе данных архива NSIDC исследована 
пространственновременная изменчивость ОВА 
в области 0о–35о с. ш. 0о–100о з. д. Атлантики в пери
од времени от начальной стадии распространения 
тропической волны (1) (южнее островов КабоВер
де) до зарождения ТУ Ivan (3) и его максимального 
развития (6) в Карибском море (рис. 5).

Рисунок 5 демонстрирует существование об
ласти в Атлантике с высоким содержанием во
дяного пара в атмосфере (свыше 60 кг/м2) и ее 
пространственные эволюции, которые совпа
дают с траекторией перемещения тропической 
волны от западного побережья Африки к рай
ону зарождения ТУ Ivan и далее – с траектори
ей его распространения, описанной в [Stewart, 
2011].

Тропический ураган Bonnie, август 1998 г.

Согласно данным оптических и  инфра
красных съемок с  геостационарного спутника 
GOES8 ТУ Bonnie образовался из тропической 
волны, которая прошла через западное побере
жье Африки 14  августа 1998 г. и  сформировал
ся окончательно в  тропической зоне Атланти
ки северовосточнее о. Гаити 22 августа в точке 
21.1о с. ш. 67.3о з. д. [Avila, 1998].

На основе данных измерений радиометров 
SSM/I спутников DMSP F11, F13, F14 (архив 
RSS  ‒ Remote Sensing System) исследована про
странственновременная изменчивость ОВА в об
ласти 0о–35о с. ш. 10о–80о з. д. Атлантики (рис. 6).

Рисунок 6 иллюстрирует перемещение об
ласти с  высоким влагосодержанием атмосферы 
в  тропической Атлантике (60–70  кг/м2), про
странственные эволюции которой совпадают 
с траекторией перемещения тропической волны 
от западного побережья Африки к  району за
рождения ТУ Bonnie и далее – с траекторией его 
распространения, описанной в [Avila, 1998].

Тропический ураган Frances, август–сентябрь 2004 г.
По данным оптических и  ИКизображе

ний с  геостационарных спутников GOES12 
и  MODIS ураган Frances сформировался под 
воздействием мощной тропической волны, на
чавшей свое движение от западного побережья 
Африки 21 августа 2004 г. по направлению к Ба
гамским островам, достигнув стадии урагана 
26  августа в  районе 13.3˚ с. ш. 45.8˚ з. д. Атлан
тики и набрав полную силу 2 сентября у берегов 
Гаити (скорость ветра 230 км/ч) [Beven II, 2014].

На основе данных измерений радиометра 
AMSRE спутника EOS Aqua (архив NSIDC) 
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Рис. 5. Трансформация тропической волны в ТУ Ivan, 2004 г.: 1 – 01.09. 2 – 03.09, 3 – 05.09, 4 – 07.09, 5 – 09.09, 6 – 
11.09. Выделенные области характеризуются ОВА 60 кг/м2 и выше. Кружки отражают пространственное положение 
глаза урагана в полуденное время суток. По данным радиометра AMSRE спутника EOS Aqua.
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получены оценки пространственновременной 
изменчивости общего влагосодержания атмос
феры и  скорости приводного ветра в  области 
0о–35о  с. ш. 20о–100о з. д. Атлантики в  период 
в  период времени от начальной стадии распро
странения тропической волны до зарождения ТУ 
Frances и его максимального развития.

Выявлена область, характеризующаяся вы
сокими значениями общего влагосодержания 
атмосферы (60  кг/м2 и  более) и  скорости при
водного ветра (более 25 м/с), перемещающаяся 
от западного побережья Африки к  полуострову 
Флорида в период 27 августа – 3 сентября 2004 г. 
(рис.  7). Из иллюстрации следует, что траекто
рия перемещения данной области в период 26–
30 августа совпадают с траекторий перемещения 
тропической волны из Атлантики к  району за
рождения ТУ Frances, а далее – с траекторией его 
распространения, описанной в [Beven II, 2014].

ВЫВОДЫ

Приведенные результаты спутникового мо
ниторинга Мексиканского залива показывают, 
что в  периоды, предшествующие зарождению 
урагана Lorenzo, штормов Matthew и  Colin, под 
воздействием тропических волн происходила 
“накачка” атмосферы водяным паром, образо
вывались области с высокими значениями ОВА, 
перемещавшиеся в течение 5–6 сут в районы за
лива, ставшие очагами возникновения данных 
тропических образований. Этот эффект объяс
няет отмеченную в [Гранков, 2021] тесную связь 
пространственных характеристик полей ОВА 
с  процессами зарождения ТУ Bret, Humberto, 
Lorenzo, Katia в Мексиканском заливе.

На примерах историй возникновения и разви
тия ТУ Ivan, Bonnie, Frances можно видеть, что 
данные спутниковых СВЧрадиометрических 
измерений позволяют выделять зоны в  тропи
ческой Атлантике с  высоким содержанием во
дяного пара в  атмосфере (60–70  кг/м2), траек
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Рис. 6. Эволюции поля ОВА (Q) в тропической зоне 
Атлантики по данным измерений радиометров SSM/I 
спутников F11, F13, F14 на восходящих (A) и нисходя
щих (D) витках в период, предшествующий зарожде
нию ТУ Bonnie: (а) ‒ 15.08 (F14 D); (б) ‒ 17.08 (F14 A); 
(в) ‒ 19.08 (F11A); (г) ‒ 21.08 (F13 D) и в период его 
развития: (д) ‒ 23.08 (F14 D); (е) ‒ 25.08 (F13D). 1  – 
тропическая депрессия; 2 – тропический шторм; 3, 4 – 
тропический ураган (по данным [Avila, 1998]). Слепые 
области (вне видимости радиометров) выделены чер
ным цветом.
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Рис. 7. Эволюция полей влажности атмосферы (Q) и скорости приводного ветра (V) в Атлантике по данным ради
ометра AMSRE в период, предшествующий зарождению ТУ Frances: (а) – 22.08; (б) – 24.08 и его развития: (в) – 
26.08; (г) – 28.09; (д) – 30.09; (е) – 01.09; (ж) – 03.09. 1 – тропический шторм; 2, 3, 4, 5 – тропический ураган (по 
данным [Beven II, 2014]). Белые клинообразные области – слепые зоны радиометра AMSRE.

ГРАНКОВ и др.
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ПРИМЕНЕНИЕ СПУТНИКОВЫХ СВЧ-РАДИОМЕТРИЧЕСКИХ МЕТОДОВ...

тории которых соответствуют определяемым по 
данным спутниковых оптических и  инфракрас
ных съемок траекториям распространения тро
пических волн от западного побережья Африки 
к  районам зарождения тропических ураганов. 
Результаты, показанные для ТУ Frances, свиде
тельствуют о том, что распространение тропиче
ской волны можно наблюдать не только в  виде 
эволюций поля водяного пара атмосферы, но 
и поля скорости приводного ветра.

Во всех рассмотренных случаях траектории 
дальнейшего распространения областей с высо
кой локализацией водяного пара в атмосфере со
впадают с приведенными в [Stewart, 2011; Avila, 
1998; Beven II, 2014] траекториями развития ТУ 
Ivan, Bonnie, Frances (Best Track Positions), ил
люстрирующими пространственновременную 
динамику появления и перемещения зон мини
мального атмосферного давления и  максималь
ной скорости ветра.

Полученные результаты указывают на важную 
роль трансатлантического переноса атмосферного 
водяного пара в процессах циклогенеза в Мекси
канском заливе и Атлантике, а также на возмож
ность использования его интегрального (общего) 
содержания в  атмосфере в  качестве индикатора 
траекторий распространения тропических волн.

Из рассмотренных примеров также следует, 
что спутниковый мониторинг атмосферного во
дяного пара позволяет прослеживать происхож
дение зарождающихся в  Мексиканском заливе 
и  тропической Атлантике ураганов и  штормов 
до восточных африканских волн, что расширяет 
потенциальные возможности раннего прогно
зирования их возникновения. При этом следует 
считать преждевременным использование об
щего влагосодержания атмосферы в  качестве 
универсального и  долговременного предиктора 
зарождения тропических ураганов и  штормов, 
поскольку восточные африканские волны не 
во всех случаях приводят к их образованию; на
блюдаются и  альтернативы, когда финальным 
результатом их активности является возникнове
ние лишь тропических депрессий.

Исследование выполнено в  рамках государ
ственного задания ИРЭ им. В.А. Котельникова 
РАН.
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ГРАНКОВ и др.

Application of Satellite Microwave Radiometric Methods to Analyze the Relationship 
of Tropical Cyclogenesis with Water Vapor Transport in the Atlantic

A. G. Grankov1, *, E. P. Novichikhin1, N. K. Shelobanova1

1Kotel’nikov Institute of Radioengineering and Electronics, Russian Academy of Sciences, Fryazino Branch, pl. akad. 
Vvedenskogo, 1, Fryazino, Moscow oblast, 141190 Russia

*e-mail: agrankov@inbox.ru

Some possibilities of using microwave radiometric measurements from the EOS Aqua and GCOMW1 
satellites to study the influence of tropical waves in the Atlantic on cyclogenesis processes in the Gulf of 
Mexico by monitoring the spatial and temporal variability of water vapor fields in the Gulf are illustrated. 
Examples of the use of satellite images of atmospheric humidity fields obtained from DMSP and EOS Aqua 
satellites are given to demonstrate the processes of transformation of tropical waves into Atlantic hurricanes 
Bonnie (1998), Frances (2004), Ivan (2004).

Keywords: Gulf of Mexico, tropical waves, tropical hurricanes, water vapor, satellite microwave radiometry
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База данных спутниковой кампании SABER/TIMED включает в себя результаты восстановления 
ночных распределений О, Н и некоторых других характеристик на высотах мезосферы – ниж
ней термосферы по данным измерений профилей объемной скорости эмиссии ОН* вблизи 2 мкм, 
температуры и озона. В основе процедуры восстановления лежит приближение химического рав
новесия ночного озона, а также модель двух возбужденных уровней OH (ν = 9.8), формирующих 
указанное излучение. В данной работе модернизированная модель этих уровней с исправленными 
константами, соответствующими опубликованным данным, применена для восстановления О, Н, 
ОН, НО2 и скорости химического нагрева на высотах 80–100 км по данным измерений SABER/
TIMED в 2002–2021 гг. Обнаружено, что новые параметры процедуры восстановления приводят к 
значительным (до 2 раз и более) изменениям в пространственных распределениях О, Н и скорости 
химического нагрева, но лишь незначительно изменяют распределения ОН и НО2.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Известно, что малые примеси (МП) средней 
атмосферы и физикохимические процессы с их 
участием – один из ключевых факторов, опреде
ляющий фундаментальные свойства структуры и 
динамики данной области атмосферы. В частно
сти, они оказывают существенное влияние на ра
диационный и тепловой баланс, например, обе
спечивают один из основных источников нагрева 
воздуха в средней атмосфере за счет поглощения 
УФ излучения Солнца и последующих экзотер
мических реакций. С другой стороны, эволюция 
МП подвержена влиянию всех типов атмосфер
ного переноса, чувствительна к температуре, ва
риациям солнечной освещенности и др., т.е. МП 

являются важными индикаторами и трассерами 
основных атмосферных процессов, в том числе 
обусловленных климатическими изменениями. 
Их пространственное распределение и эволюция 
определяются взаимосвязанными физически
ми и химическими процессами, образующими 
сложную систему, изменчивость которой в об
щем случае описывается химикотранспортны
ми моделями – системами дифференциальных 
уравнений высокого порядка. 

Экспериментальное наблюдение МП средней 
атмосферы производится с помощью двух групп 
методов: контактных и дистанционных. Контакт
ные измерения осуществляются посредством са
молетов, зондов (стратостатов) или ракет и, как 

, с. 82–95
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правило, обеспечивают более высокую точность 
измерений. При этом они имеют ряд ограниче
ний и обеспечивают фрагментарное покрытие ат
мосферы как по времени, так и в пространстве. В 
сравнении с ними дистанционные измерения об
ладают большими возможностями. В частности, 
спутниковые методы позволяют вести регулярные 
наблюдения и охватывают среднюю атмосферу 
глобально, так что в настоящее время именно эти 
методы обеспечивают основной объем данных. 
Одной из основных проблем дистанционных ме
тодов является точность измерений: в большин
стве случаев они оперируют с интегральным сиг
налом (характеризуемым спектром собственного 
излучения/поглощения атмосферы), приходя
щим, как правило, из широкого диапазона высот 
и во многих случаях довольно сильно зашумлен
ным, что дает заметную случайную и система
тическую ошибку в измеренных данных. Кроме 
того, далеко не все МП средней атмосферы имеют 
соответствующие линии поглощения/излучения с 
нужной интенсивностью в технически доступных 
диапазонах длин волн.

Хорошо известный способ увеличить инфор
мативность экспериментальных данных – ис
пользование химикотранспортных моделей 
для извлечения информации о неизмеряемых 
характеристиках по экспериментальным дан
ным. В рамках такого подхода модель выступает 
в качестве априорной связи между измеряемы
ми непосредственно и восстанавливаемыми ха
рактеристиками. Эти связи могут применяться 
для восстановления неизмеряемых МП из име
ющихся экспериментальных данных, незави
симого определения других характеристик ат
мосферы (например, температуры), валидации 
данных одновременных наблюдений нескольких 
МП, оценки констант химических реакций, из
вестных с большой погрешностью, источников 
(эмиссий) и др. (см. обзор в [Kulikov et al., 2018a]). 
Отметим, что привлечение моделей к обработке 
измеряемых данных может значительно (в разы) 
увеличивать информативность результатов экс
периментальных кампаний по исследованию ат
мосферы.

Наиболее простая модель, позволяющая осу
ществить указанный подход, основана на условии 

локального (как во времени, так и в простран
стве) фотохимического/химического баланса 
(равновесия) между источниками и стоками так 
называемых “быстрых” переменных модели: 
концентраций МП со сравнительно малыми (в 
том числе – относительно характерных времен 
переноса) временами жизни. С математической 
точки зрения, данное условие не означает пре
бывание данных переменных в состоянии равно
весия, но при его выполнении соответствующие 
концентрации могут сколь угодно близко подхо
дить к своим мгновенноравновесным значени
ям. Степень “равновесности” каждой быстрой 
компоненты определяется соотношением между 
временем ее жизни и характерным временем из
менения ее мгновенноравновесной концентра
ции. При этом изза сильной диссипации в боль
шинстве случаев (кроме особых ситуаций, когда 
в ансамбле быстрых компонент присутствуют 
формируемые ими медленные семейства) нет 
необходимости следить за выполнением закона 
сохранения массы и можно отбрасывать малосу
щественные стоки и источники, в том числе об
условленные переносом, практически без потери 
точности. В результате получаемые алгебраиче
ские соотношения являются наиболее простыми 
априорными локальными связями между изме
ряемыми и неизмеряемыми МП атмосферы.

Уже несколько десятилетий условия равнове
сия озона и возбужденных состояний OH, O и O2 
используются для определения распределений 
компонент семейств нечетного кислорода Ox (O, 
O(1D), O3) и водорода HOx (H, OH, HO2) на высо
тах мезосферы – нижней термосферы (МНТ, 50–
105 км) по данным дневных и ночных ракетных и 
спутниковых измерений [Evans, Llewellyn, 1973; 
Good, 1976; Pendleton et al., 1983; McDade et al., 
1985; McDade, Llewellyn, 1988; Evans et al., 1988; 
Thomas, 1990; Llewellyn et al., 1993; Llewellyn, 
McDade, 1996; Mlynczak et al., 2007, 2013а, 2013b, 
2014; Smith et al., 2010; Siskind et al., 2008, 2015]. 
Отметим, что наиболее важные компоненты 
этих семейств О и Н фактически недоступны 
прямым регулярным измерениям. В  частности, 
начиная с 2002, успешно продолжается миссия 
прибора SABER на спутнике TIMED, так что к 
настоящему моменту накоплены значительные 

КУЛИКОВ и др.



83

ИЗВЕСТИЯ РАН. ФИЗИКА АТМОСФЕРЫ И ОКЕАНА         том 60         № 1          2024

ВОССТАНОВЛЕНИЕ НОЧНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ ХАРАКТЕРИСТИК...

массивы непрерывных измерений профилей 
температуры, давления, концентрации озона, 
объемной скорости эмиссии ОН* вблизи 2 мкм 
в результате переходов (9–7), (8–6) и др. в ши
роких диапазонах локальных времен (0–24  ч) и 
широт (82˚  ю.ш., 82˚ с.ш.) с довольно высоким 
пространственновременным разрешением (на
пример, по вертикали до 0.25 км). Авторы SABER 
долгое время применяют полученные данные для 
определения пространственновременных рас
пределений О и Н (а по ним – некоторых других 
характеристик) с использованием условия фо
тохимического/химического равновесия озона 
и модели ОН* на уровнях v = 8 и 9 [Mlynczak et 
al., 2007, 2013а, 2013b, 2014]. В частности, пола
гается, что в ночное время условие химическо
го равновесия озона выполняется на высотах 
80–100  км. Сравнительно недавно стартовала 
кампания по существенной ревизии указанных 
подходов к восстановлению О и Н как по данным 
SABER/TIMED, так и некоторых других экспе
риментов (в частности, SCIAMACHY) [Sharma et 
al., 2015; Kalogerakis et al., 2016; Panka et al., 2017, 
2018, 2021; Mlynczak et al., 2018; Zhu, Kaufmann, 
2018, 2019; Fytterer et al., 2019; Kalogerakis, 2019]. 
В наших работах [Kulikov et al., 2017, 2018b, 2019; 
Belikovich et al., 2018] проведено комплексное 
исследование выполнимости условий дневного 
и ночного равновесия озона на высотах МНТ, в 
том числе с помощью 3D химикотранспортного 
моделирования годового цикла фотохимии этой 
области. Показано, в частности, что ночное ус
ловие равновесия озона хорошо (с отклонением 
и дисперсией менее 10%) выполняется выше не
которой границы, чье положение варьируется в 
диапазоне высот 81–90 км и сложным образом 
зависит от координат и сезона. Обработка дан
ных SABER выявила, что использование условия 
ночного равновесия ниже этой границы приво
дит к значительной (до 5–8 раз) недооценке кон
центрации О на высотах 80–85 км. 

В недавней работе [Kulikov et al., 2022] про
веден анализ параметров модели ОН*, исполь
зуемой в работах [Mlynczak et al., 2013а, 2013b, 
2014, 2018]. Оказалось, что основная масса кон
стант возбуждения и гашения ОН* на уровнях v 
= 8 и 9 не соответствует опубликованным дан

ным лабораторных измерений и моделирова
ния [Makhlouf et al., 1995; AdlerGolden, 1997; Xu 
et al., 2012; Caridade et al., 2013]. Применение ис
правленной модели к дневным данным SABER/
TIMED выявило значительные изменения в вос
становленных распределениях дневных концен
траций О, Н, ОН и НО2. 

Целью данной работы является (1) восстанов
ление ночных О, Н, ОН, НО2 и скорости хими
ческого нагрева на высотах 80–100 км по дан
ным измерений SABER/TIMED в 2002–2021 гг. 
с помощью модернизированной в [Kulikov et al., 
2022] модели ОН*, (2) сравнение полученных 
распределений с данными, определяемыми по 
модели ОН* авторов SABER, последняя версия 
которой представлена в работе [Mlynczak et al., 
2018], (3) определение основных причин расхож
дений между двумя наборами данных. 

2. ВОССТАНОВЛЕНИЕ ХАРАКТЕРИСТИК 
МНТ ПО ДАННЫМ SABER/TIMED: ОБЩИЙ 

ПОДХОД

Как уже отмечалось, в основе метода [Mlynczak 
et al., 2007, 2013а, 2013b, 2014, 2018] лежит усло
вие химического равновесия озона. Баланс ноч
ного озона на высотах МНТ определяется двумя 
основными реакциями: (1) O + O2 + M → O3 + M и 
(2) H + O3 → O2 + OH, в соответствии с которыми 
условие равновесия этой компоненты выглядит 
следующим образом:

                k k1 2 2 3⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅M O O H O ,                 (1)
где ki – константы реакций, представленные в 
табл. 1. Их значения соответствуют последним 
данным NASA JPL.

Второе уравнение, необходимое для восста
новления О и Н, следует из модели OH* (см. 
табл.  2) для уровней v = 8 и v = 9, основным 
источником которых является реакция H + O3 
→ O2 + OH(ν). Измеряемая объемная скорость 
эмиссии ОН* вблизи 2 мкм есть сумма объемных 
скоростей спонтанной эмиссии в результате пе
реходов (9–7) и (8–6):

                      VER m2 97 86µ = +V V ,                     (2)
которые, в свою очередь, определяются следую
щими выражениями:

                        V E

V E
97 97 9

86 86 8

= ⋅
= ⋅





OH

OH ,

                        
(3)
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где ( , )OH OH8 9  – концентрации ОН* на уровнях v 
= 8 и v = 9, (Е97, Е86) – соответствующие коэффи
циенты. Локальные концентрации ОН* на этих 
уровнях определяются из условия физикохи
мического равновесия. При этом учитывается, 
что молекулы ОН* на 9м уровне “рождаются” 
за счет реакции H + O3 → O2 + OH, а “гибнут” в 
результате одноквантовых или мультиквантовых 
переходов на нижележащие уровни в результате 
спонтанного излучения или гашения в столкно
вениях с О, О2 или N2. В случае ОН* на 8м уровне 
рассматриваются эти же процессы, только добав
ляется рождение за счет переходов с 9го уровня. 
В результате концентрации ОН* на этих уровнях 
можно записать в следующем виде:

    
OH

H O

O O N9
9 2 3

9 2 9 9 2 9
=

⋅ ⋅ ⋅
⋅ + ⋅ + ⋅ +

f k

B C D E
,

      
(4)

        OH H O OH O
OH OH

O O

8 8 2 3 98 9 2

98 9 2 98 9

8 2 8

= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +
+ ⋅ ⋅ + ⋅

⋅ + ⋅ +

f k B
D N E

B C
/

/ DD N E8 2 8⋅ + ,

    
 (5)

где f8  и f9 – доли ОН*, образующиеся в состояниях 
v = 8 и v = 9 за счет реакции O3 + H → O2 + OH(ν), 
Eνν и Eννʹ – коэффициенты Эйнштейна для различ
ных переходов из этих состояний вниз, Bν, Cν, Dν, 
Bνν’, Cνν’, Dνν’ – коэффициенты скорости релакса
ции состояний v = 8 и v = 9 при столкновениях с 
O2, N2 и O. Во второй колонке табл. 2 представ
лены величины этих констант, используемые ав
торами данных SABER/TIMED [Mlynczak et al., 
2013a, 2018] для восстановления О и Н. 

Комбинируя уравнения (2)–(5), нетрудно по
лучить, что

      VER H O T O N Om2 2 3 2 2µ = ⋅ ⋅ ⋅ ( )k A , , , ,        (6)

     A
f E

E B C D
f E

E B C

T O N O

O O

O

, , ,2 2

9 97

9 9 2 9 9 2

8 86

8 8 2 8

( ) =

=
⋅

+ ⋅ + ⋅ + ⋅
+

+
⋅

+ ⋅ +

N

⋅⋅ + ⋅
+

+
⋅

+ ⋅ + ⋅ + ⋅
×

×
⋅ + ⋅ + +

O N

O O N
O N

D
f E

E B C D
B D B C

8 2

9 86

9 9 2 9 9 2

98 2 98 2 98 988 98

8 2 8 8 2 8

+
⋅ + ⋅ + ⋅ +

E

B C D EO O N
,

       

(7)

где A T , , ,O N O2 2( )  – функция, зависящая от кон

центраций O2, N2 и O различных констант воз
буждения и релаксации ОН* на уровнях v = 8 и 9. 
Каждая пара локальных значений концентраций 
О и Н определяется по одному единичному кван
ту измененных данных ( VER T O Nm2 2 2µ , , ,� � ), ис
пользуя уравнения (1) и (7)–(8).

Локальные ночные концентрации ОН и НО2 
определяются из условия химического равнове
сия этих компонент, используя исходные данные 
измерений и результаты восстановления О и Н: 

OH
O HO O H H HO

O O HO
=

⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
⋅ + ⋅ + ⋅

k k k
k k k

4 2 2 3 7 2

3 6 3 10 2

2
,
  
(8)

HO
H M O O OH

O H OH2
5 2 6 3

4 7 8 9 10

=
⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

⋅ + + +( ) ⋅ + ⋅
k k

k k k k k
.       (9)

Локальная скорость ночного химического на
грева рассчитывается как сумма семи отдельных 
скоростей нагрева за счет экзотермических ре
акций 1–5 и 11–12 [Mlynczak et al., 2013b], пред
ставленных в табл. 1.

Таблица 1. Основные химические реакции с участием 
компонент семейств НОх (Н, ОН, НО2) и Ох (О, O3, O(1D)) 
на высотах МНТ в ночное время, М – молекула воздуха

Реакция Скорость
1 O + O2 + M → O3 + M k1 = 6.1 · 10–34(298/T)2.4

2 H + O3 → O2 + OH k2 = 1.4 · 10–10exp(–470/T)
3 O + OH → O2 + H k3 = 1.8 · 10–11exp(180/T)
4 O + HO2 → O2 + OH k4 = 3 · 10–11exp(200/T) 
5 H + O2 + M→ HO2 + M k5 = 5.3 · 10–32(298/T)1.8

6 O3 + OH → O2 + HO2 k6 = 1.7 · 10–12exp(–940/T)
7 H + HO2 → 2OH k7 = 7.2 · 10–11

8 H + HO2 → O2 + H2 k8 = 6.9 · 10–12

9 H + HO2 → O + H2O k9 = 1.6 · 10–12

10 OH + HO2 → H2O + O2 k10 = 4.8 · 10–11exp(250/T)
11 О + О + M → О2 + M k11 = 4.7 · 10–33(298/T)2

12 О + O3 → 2О2 k12 = 8 · 10–12exp(–2060/T)

В третьей колонке табл. 2 представлены кон
станты модели ОН*, соответствующие опубли
кованным данным лабораторных измерений и 
моделирования. Можно видеть, что заметная 
часть констант возбуждения и гашения ОН* 
на уровнях v = 8 и 9 в модели авторов данных 
SABER/TIMED [Mlynczak et al., 2013a, 2018] 
имеет довольно сильные отличия от данных ра
бот [Makhlouf et al., 1995; AdlerGolden, 1997; Xu 
et al., 2012; Caridade et al., 2013]. Наиболее суще
ственные расхождения наблюдаются между ве
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личинами констант всех одноквантовых и муль
тиквантовых переходов с этих уровней вниз за 
счет столкновений с О, О2 и N2. В частности, 
константа процесса OH(8) + O2 → OH(0–7) + O2 
оказывается ниже примерно в 25 раз. Более того, 
такой процесс, как OH(v = 9) + O → OH(v = 8) + O 
вообще исключен из рассмотрения в [Mlynczak 
et al., 2013a, 2018].

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ВОССТАНОВЛЕНИЯ 
ХАРАКТЕРИСТИК МНТ ПО ДАННЫМ  

SABER/TIMED

Чтобы проанализировать влияние пере
смотренных параметров модели OH* на каче
ство восстановления ночных распределений О, 
Н, ОН, НО2 и скорости химического нагрева 
(CHR), была использована версия 2.0 (Level2A) 
базы данных SABER (https://saber.gatsinc.com/, 
доступ открытый) одновременно измеренных 
профилей T, O3 и VER m2µ  в диапазоне давле
ний 0.01–0.00032 гПа (примерно 80–100 км) за 
2002–2021 гг. Чтобы отстроиться от переходных 
процессов вблизи восхода и захода, были при
няты в рассмотрение только моменты зенитного 

угла Солнца χ > 95°. С помощью уравнений (1) 
и  (7) были рассчитаны ряды данных, отвечаю
щие новым (О, Н, ОН, НО2 и CHR) и старым 
(Оʹ, Нʹ, ОНʹ, НО2ʹ и CHRʹ) наборам значений па
раметров функции A T , , ,O N O2 2( )  соответствен
но (см. 3 и 2 колонки в табл. 2). В результате по 
одному и тому же набору экспериментальных 
данных были получены два пространствен
новременных ряда каждой восстанавливаемой 
характеристики в диапазоне широт (82˚ю.ш., 
82˚с.ш.) длиной 20 лет. Каждый ряд был усред
нен по долготе, в узких (~4˚) широтных интер
валах и во времени в зависимости от сезона, т.е. 
для получения, например, летнего распределе
ния усреднялись данные, приходящиеся на все 
летние месяцы 2002–2021 гг. Далее производи
лось попарное сравнение полученных распреде
лений, отвечающих разным моделям, и в зави
симости от сезона для каждой восстановленной 
характеристики МНТ определялось распределе
ние относительной разницы.

Систематическая погрешность полученных 
данных в основном определяется систематиче
скими погрешностями данных температуры, O3 и 

Таблица 2. Список физикохимических процессов и их констант с участием верхних двух уровней ОН*

Процесс Коэффициенты из работ [Mlynczak 
et al., 2013a, 2018] Данные лабораторных измерений и моделирования

H + O3 → O2 + OH(9,8) f9 = 0.47, f8 = 0.34 f9 = 0.47, f8 = 0.34 [AdlerGolden, 1997]

OH(9) → OH(ν = 08) + hν E9 = 215.05 с–1 E9  = 199.2495 с–1 [Xu et al., 2012]

OH(8) → OH(ν = 07) + hν E8 = 178.06 с–1 E8  = 171.5238 с–1 [Xu et al., 2012]

OH(9) → OH(ν’ = 8) + hν E98 = 20.05 с–1 E98  = 18.3507 с–1 [Xu et al., 2012]

OH(9) → OH(ν’ = 7) + hν E97 = 118.35 с–1 E97  = 112.4054 с–1 [Xu et al., 2012]

OH(8) → OH(ν’ = 6) + hν E86 = 117.21 с–1 E86 = 116.6081 с–1 [Xu et al., 2012]

OH(9) + O2 → OH(08) + O2 B9 = 2.5 · 10–11 см3/с B9  = 3.1·10–11 см3/с [AdlerGolden, 1997]

OH(9) + O → OH(08) + O C9 = 3 · 10–10 см3/с C9 = (8.54; 7.66; 6.81; 6.29; 6.16)·10–11 см3/с при T = (110, 
160, 210, 255, 300)K [Caridade et al., 2013]

OH(9) +N2 → OH(08) + N2 D9 = 3.36 · 10–13 · exp(220/T) см3/с D9 = 4.8·10–13 см3/с [Makhlouf et al., 1995]

OH(8) +O2 → OH(07) + O2 B8 = 4.8 · 10–13 см3/с B8 =1.19·10–11 см3/с [AdlerGolden, 1997]

OH(8) + O → OH(07) + O C8 = 1.5 · 10–10 см3/с C8 = (8.07; 7.28; 6.66; 6.37; 6.16)·10–11 см3/с при T = (110, 
160, 210, 255, 300)K [Caridade et al., 2013]

OH(8) + N2 → OH(07) + N2 D8 = 7 · 10–13 см3/с D8 = 2.7 · 10–13 см3/с [Makhlouf et al., 1995]

OH(9) + O2 → OH(8) + O2 B98= 4.2 · 10–12 см3/с B98  = 4.2 · 10–12 см3/с [AdlerGolden, 1997]

OH(9) + O → OH(8) + O C98 = 0 C98 = (3.4; 4; 2.6; 3.1; 3.3)·10–12 см3/с при T = (110, 160, 
210, 255, 300)K [Caridade et al., 2013]

OH(9) + N2 → OH(8) + N2 D98 = 4 · 10–13 см3/с D98 = 4.8·10–13 см3/с [Makhlouf et al., 1995]
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скоростей химических реакций. Следуя [Mlynczak 
et al., 2013a, 2014] была рассчитана индивидуаль
ная чувствительность каждой характеристики к 
возмущению отдельного фактора. В результате 
обнаружено, что суммарные неопределенности O, 
H, ОН и НО2 изменяются, в основном, в пределах 
~(20–30)% в зависимости от высоты и широты. 
Благодаря усреднению по большим (20000–40000 
значений в каждой пространственной точке) ан
самблям, случайная ошибка представленных 
ниже данных много меньше систематической.

На рис. 1 представлены полученные распреде

ления О и относительной разницы OP
O O

OO �
� ´

´
 

в зависимости от сезона. Можно видеть, что (1) в 
весеннеосеннее время характерны 2 основных 
пика концентрации О, лежащие вблизи границы 
низких и средних широт каждого полушария, (2) в 
зимнелетнее время эта симметрия разрушается, 
пик в летнем полушарии становится главным, он 
сдвигается к полярным широтам, именно здесь 
наблюдается абсолютный максимум концентра
ции О (~6 ∙ 1011 см–3). Относительная разница OPO  
является заметной во все сезоны. Можно видеть, 
что только в районе 90–93 км OPO  не превышает 
~±0.2. Выше этого диапазона высот OPO  умень
шается до –0.4, а выше – монотонно возрастает с 
уменьшением высоты во все сезоны и на всех ши
ротах, достигая ~1.4 на 80 км. Таким образом, 
можно заключить, что новые параметры процеду
ры восстановления приводят к значительному 
возрастанию концентрацию О ниже 90 км и за
метному ее уменьшению вблизи 100 км.

На рис. 2 представлены распределения Н и от

носительной разницы OP
H H

HH �
� ´

´
 в зависимо

сти от сезона. Можно видеть, что (1) в весенне 
осеннее время наибольшие значения (до 
~4 ∙ 108 см–3) концентрации этой компоненты со
средоточены на 80–85 км на низких и средних 
широтах обоих полушарий, (2) в зимнелетнее 
время эта область расширяется до 90–95 км и сме
щается в область высоких широт летнего полуша
рия, именно здесь наблюдается абсолютный мак
симум концентрации Н (до ~(7–8) ∙ 108 см–3). Как 
и в предыдущем случае, относительная разница 
OPH  является заметной во все сезоны. Более того, 

структурно широтновысотная зависимость OPH  
копирует распределения OPО , т.е. новые параме
тры процедуры восстановления приводят к значи
тельному (до 140%) возрастанию концентрации 
Н ниже 90 км и заметному (до 40%) ее уменьше
нию вблизи 100 км.

На рис. 3–4 представлены распределения ОН, 

НО2, OP
OH OH

OHOH �
� ´

´
 и OP

HO HO

HO
HO2

2 2

2

=
− ´

´
 в 

зависимости от сезона. Максимумы значений 
ОН (до ~(6–7) · 107 см–3) расположены в высоких 
летних широтах в районе ~80–85 км и по своему 
положению они соответствуют максимумам Н. 
Распределения НО2 повторяют в основном се
зонноширотные вариации ОН, но демонстри
руют более низкие значения. Можно видеть, что 
относительные отклонения OPOH  и OPHO2

 везде 
и во все сезоны меньше 10–20%. Таким образом, 
можно заключить, что новая процедура восста
новления не приводит к заметным изменениям 
распределений ОН и НО2.

На рис. 5 представлены распределения CHR  

и относительной разницы OP
CHR CHR

CHRCHR �
� ´

´
 

в зависимости от сезона 2002–2021 г. Можно ви
деть, что (1) в весеннеосеннее время характерны 
3 основных максимума CHR  с характерными зна
чениями 6–10 К/сут, лежащие на 85–95 км вблизи 
экватора и полюсов каждого полушария, при этом 
наблюдается небольшое различие в величинах вы
сокоширотных максимумов, которое меняется на 
противоположное при смене сезона, (2) в период 
декабрь – январь – февраль на высоких широтах 
северного полушария возникает мощный (до 
14 К/сут) максимум на 90–93 км, который доволь
но слабо воспроизводится в южном полушарии в 
период сентябрь – октябрь – ноябрь. Как у в слу
чае О и Н, относительная разница OPCHR  являет
ся заметной во все сезоны. Можно видеть, что но
вая процедура восстановления приводит к 
значительному (до 150%) возрастанию скорости 
химического нагрева ниже 90 км и заметному (до 
60%) ее уменьшению вблизи 100 км.

4. ОБСУЖДЕНИЕ

Из рис. 1, в частности, можно видеть, что 
в нижней части (80–90 км) рассматриваемого ди

КУЛИКОВ и др.
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апазона высот концентрация О заметно меньше, 
чем на 90–100 км. В то же время для концентра
ции воздуха имеет место обратная ситуация. Это 
означает, что на 80–90 км гашение ОН* на уров
нях ν = 8 и 9 в значительной степени определяет
ся столкновениями с О2 и N2, но выше этого диа
пазона высот процесс OH(v) + O становится 
превалирующим. Сравнение констант процес
сов, представленных в табл. 2, показывает, что 
данные работ [Makhlouf et al., 1995; AdlerGolden, 
1997; Xu et al., 2012; Caridade et al., 2013] заметно 

увеличивают скорости таких процессов, как 
OH(9) + O2 → OH(0–8) + O2 и OH(8) +O2 → 
OH(0–7) + O2, и уменьшают скорости процессов 
OH(9) +O → OH(0–8) + O и OH(8) + O → OH(0–7) 
+ O. Это означает, что при прочих равных изме
нение констант этих процессов приводит к 
уменьшению значений функции A O M T, ,� �  на 
80–90 км и увеличению на 90–100 км, что за счет 
связей (1) и (6) выражается в результатах восста
новления О, Н и скорости химического нагрева, 
представленных на рис. 1–2 и 5. Более того, 
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Рис. 1. Усредненные по долготе и времени (за каждый сезон 2002–2021 гг.) ночные распределения O (левая колонка, 
в см–3) и ОРО (правая колонка). 1 ряд – декабрь, январь, февраль, 2 ряд – март, апрель, май, 3 ряд – июнь, июль, 
август, 4 ряд – сентябрь, октябрь, ноябрь.
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именно пропорциональность значений О и Н, 
следующая из (1), приводит к идентичности ши
ротновысотных распределений OPО  и OPH . В 
то же время относительные отклонения OPOH  и 
OPHO2

 значительно отличаются от OPО  и OPH , 
несмотря на то, что ОН и НО2 определяются че
рез О и Н. Мы провели количественный анализ 
отдельных членов уравнений (8)–(9), который 
выявил, что в первом приближении реакции 6 и 
10 (см. табл. 1) являются менее существенными, 
чем остальные, и могут быть отброшены. Укоро

ченные условия равновесия этих компонент вы
глядят следующим образом:

       
HO

H M O

O H2
5 2

4 7 8 9

≈
⋅ ⋅ ⋅

⋅ + + +( ) ⋅
k

k k k k
,
           

(10)

OH
O HO O H H HO

O
≈

⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
⋅

k k k
k

4 2 2 3 7 2

3

2
. (11)

С учетом (1) их можно переписать в виде, не 
зависящем от констант процессов, представлен
ных в табл. 2:
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Рис. 2. Усредненные по долготе и времени (за каждый сезон 2002–2021 гг.) ночные распределения H (левая колонка, 
в см–3) и ОРН (правая колонка). 1 ряд – декабрь, январь, февраль, 2 ряд – март, апрель, май, 3 ряд – июнь, июль, 
август, 4 ряд – сентябрь, октябрь, ноябрь.
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HO2
5 1

2
2

2

4 2 3 7 8 9 1 2

≈
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k k M

k k k k k k M

O

O O
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OH ≈ +
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2
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O
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(13)

 

Именно поэтому изменение констант модели 
ОН* не приводит к существенным изменениям 
распределений ОН и НО2, показанных на рис. 3–4. 

Скорость химического нагрева пропорцио
нальна сумме скоростей реакций 1–5, 11–12:
     

CHR ~ k M k
k k

k M k

1 2 2 3

3 4 2

5 2 11 3

⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +
+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +

+ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

O O O H
OH O HO O

O H O OO O+ ⋅ ⋅k M12
2.

    

(14)

Можно видеть, что в этом выражении почти 
все члены линейны по Н или О. Именно поэтому 
распределение OPCHR  в целом соответствует 
OPО  и OPH . Некоторые отличия выше 90 км вы
званы наличием нелинейности за счет экзотер
мической реакции О + О + M → О2 + M.
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Рис. 3. Усредненные по долготе и времени (за каждый сезон 2002–2021 гг.) ночные распределения ОН (левая колон
ка, в см–3) и ОРОН (правая колонка). 1 ряд – декабрь, январь, февраль, 2 ряд – март, апрель, май, 3 ряд – июнь, июль, 
август, 4 ряд – сентябрь, октябрь, ноябрь.
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Во введении было отмечено, что О и Н недо
ступны прямым регулярным измерениям на вы
сотах МНТ. На рис. 6 представлены вертикальные 
профили О, усредненные в диапазоне 0–20˚ с.ш. 
за осень 2005 и зиму 2005–2006 гг. соответственно, 
отвечающие разным моделям ОН* в сравнении с 
результатами восстановления этой компоненты 
по данным измерений свечения O(1S) прибором 
SCIAMACHY. Можно видеть, что модернизиро
ванная модель ОН* позволяет получить заметно 
лучше соответствие с данными SCIAMACHY. 

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведенный анализ показал, что новые па
раметры процедуры восстановления приводят к 
значительным (до 2 раз и более) изменениям в 
пространственных распределениях О, Н и скоро
сти химического нагрева. Это происходит вслед
ствие увеличения скоростей процессов OH(9) + 
+ O2 → OH(0–8) + O2 и OH(8) + O2 → OH(0–7) 
+ O2 и уменьшения скоростей OH(9) + O → 
OH(0–8) + O и OH(8) + O → OH(0–7) + O. Сред
несезонные распределения О имеют максимумы, 
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Рис. 4. Усредненные по долготе и времени (за каждый сезон 2002–2021 гг.) ночные распределения НО2 (левая колон
ка, в см–3) и ОРНО2 (правая колонка). 1 ряд – декабрь, январь, февраль, 2 ряд – март, апрель, май, 3 ряд – июнь, июль, 
август, 4 ряд – сентябрь, октябрь, ноябрь.
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не превышающие (5–6) ∙ 1011 см–3, что соответ
ствует результатам работ [Panka et al., 2018, 2021; 
Zhu, Kaufmann, 2018, 2019]. Кроме того, дан
ные  О, полученные с помощью модернизиро
ванной модели ОН*, заметно лучше соответству
ют данным SCIAMACHY, чем в случае модели 
[Mlynczak et al., 2013a, 2018].

Восстановление распределений О и Н и ана
лиз полученных результатов выполнено за счет 
гранта Российского научного фонда № 2212
00064, https://rscf.ru/project/221200064/. Вос
становление распределений ОН, НО2 и скорости 

химического нагрева выполнено за счет средств 
темы государственного задания в сфере науки 
(№ 072920200037).
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ний свечения O(1S) прибором SCIAMACHY [Kaufmann et al., 2014].
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Retrieval of Nighttime Distributions of Mesosphere–Lower Thermosphere 
Characteristics from Satellite Data

M. Yu. Kulikov1, 2, *, M .V. Belikovich1, 2, A. G. Chubarov1, 2, S. O. Dementyeva1, A. M. Feigin1, 2

1Gaponov-Grekhov Institute of Applied Physics of the Russian Academy of Sciences, Nizhny Novgorod, Ulyanova str., 46, 
603950 Russia

2Lobachevsky State University of Nizhny Novgorod, Gagarina prosp., 23, Nizhny Novgorod, 603022 Russia
*e-mail: kulm@ipfran.ru

The database of SABER/TIMED satellite campaign includes the distributions of nighttime O, H and some 
other characteristics of mesosphere – lower thermosphere region which are retrieved from the measurements 
of OH* volume emission rate (near 2 µm), temperature and ozone. In the core of the retrieval procedure lies 
the assumption about photochemical equilibrium of nighttime ozone and airglow model that considers two 
excited states of OH (levels ν = 9, 8). In this work, a modified OH* model (with the rate constants updated 
according to contemporary publications) is used to retrieve O, H, OH, HO2 and the chemical heating rate 
at 80–100 km altitudes from to SABER/TIMED measurements in 2002–2021. It was found that the use 
of new parameters in the retrieval procedure leads to significant (up to 2 times or more) changes in the 
resulting spatial distributions of O, H and chemical heating rate, while the corresponding changes in OH 
and HO2 distributions are minor.

Keywords: mesosphere–lower thermosphere, ozone, atomic oxygen, excited hydroxyl, satellite 
measurements
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Адекватное описание взаимодействия атмосферы и океана остается одной из важнейших про
блем современной океанологии и климатологии. Чрезвычайно широкое многообразие физиче
ских процессов, происходящих в сопряженных слоях, большой диапазон масштабов, подвижная 
граница – все это значительно усложняет создание моделей, которые позволяли бы с необходи
мой точностью рассчитывать физические характеристики в обеих средах. В работе рассматрива
ется временная изменчивость динамических параметров в приводном слое атмосферы и в при
поверхностном слое моря на малых и субмезомасштабах от одного до нескольких десятков часов. 
Собранные экспериментальные данные показывают очень высокую корреляцию между дина
мической скоростью ветра и интенсивностью турбулентности в верхнем слое моря на всех реги
стрировавшихся масштабах. Важной отличительной особенностью всех измеренных физических 
величин в обеих средах является наличие квазипериодических колебаний с различными перио
дами. Для более точного описания потока импульса из атмосферы предлагается нестационарная 
модель турбулентного обмена в приповерхностном слое моря, учитывающая квазипериодичность 
в интенсивности динамического взаимодействия атмосферы и моря на этих масштабах. В модели 
используются уравнения баланса импульса и турбулентной энергии, система уравнений решает
ся численно, результаты расчетов сопоставляются с другими моделями и с экспериментальными 
данными. Показано, что учет нестационарности ветрового воздействия улучшает соответствие 
расчетов и экспериментальных данных. Отмечено, что в нестационарном случае поток импуль
са из атмосферы и интенсивность турбулентности в приповерхностном слое моря возрастают по 
сравнению с действием постоянного ветра той же продолжительности.
Поэтому многочасовые или многосуточные осреднения, часто используемые в глобальных моде
лях, могут заметно занижать интенсивность динамического взаимодействия атмосферы и океана.

Ключевые слова: морская турбулентность, экспериментальные исследования, скорость диссипа
ции, нестацио нарная модель
DOI: 10.31857/S0002351524010097

551.465.15

_____________________
Статья подготовлена на основе устного доклада, представленного на IV Всероссийской конференции с международным 
участием “Турбулентность, динамика атмосферы и климата”, посвященной памяти академика АМ. Обухова (Москва, 
22–24 ноября 2022 г.).

ВВЕДЕНИЕ

Возрастающие требования к моделям прогно
за погоды и климата привели к необходимости 
создания объединенных моделей, учитывающих 
активное взаимодействие в сопряженных слоях 
атмосферы и моря (coupled models). Процессы 
переноса энергии и импульса от атмосферы к 
океану и обратно, как правило, нестационарны 
и сложным образом связаны с крупномасштаб

ной циркуляцией обеих сред. Моделирование 
этих процессов остается не до конца решенной 
задачей изза необходимости учета большого 
количества изменяющихся параметров, а также 
изза осреднения, которое приходится делать в 
моделях. Во временных масштабах детализация 
изменчивости исследуемых характеристик ча
сто ограничивается периодами в десятки часов, 
колебания на меньших масштабах при этом не 
рассматриваются, что может приводить к допол

, с. 95–104



96

ИЗВЕСТИЯ РАН. ФИЗИКА АТМОСФЕРЫ И ОКЕАНА         том 60         № 1          2024

нительным ошибкам в оценке динамического 
взаимодействия атмосферы и моря. Например, в 
работах [Kundu, 1980, D’Alessio, 98] и ряде других 
обсуждались разные модели и разные временные 
масштабы для описания верхнего перемешанно
го слоя океана, где показаны, в том числе, роль 
потоков тепла и ленгмюровских циркуляций в 
интенсивности турбулентного перемешивания. 
При этом в [Kundu, 1980] оценивалось влияние 
динамического воздействия ветра на поверх
ность и диффузии турбулентности на заглубле
ние однородного слоя, в качестве базовой ими 
использовалась модель [Gibson, Launder, 1976].

Широко используемый подход к описанию 
верхнего слоя океана разработан в [Large et al., 
1994], где параметризация вертикального тур
булентного обмена осуществлена алгебраиче
скими функциями от глубины. Несмотря на 
важность данной проблемы и большое количе
ство работ, посвященных ее решению, оценка 
реальных гидрофизических характеристик с по
мощью имеющихся моделей остается во многом 
неудовлетворительной [Belcher et al., 2012]. При 
этом одним из наиболее вероятных механизмов, 
влияющих на отличие реальных величин от смо
делированных, считается циркуляция Ленгмю
ра, в большинстве современных моделей не учи
тываемая.

Сравнительно недавно стало понятно, что объ
ективные оценки основных гидрофизических па
раметров верхнего слоя океана требуют более де
тальной информации о процессах взаимодействия 
атмосферы и океана, о перераспределении тепла и 
импульса в пограничных слоях обеих сред [Belcher 
et al., 2012]. В последние десятилетия исследова
ний турбулентности сформировалось убеждение, 
что перенос импульса, энергии и других величин 
в турбулентных сдвиговых течениях определяется 
в большой степени крупномасштабным вихревым 
движением, а не хаотическим мелкомасштабным. 
При этом форма, интенсивность и масштаб таких 
организованных движений различны в разных 
потоках [Хлопков, 2002]. Во взаимодействии оке
ана и атмосферы роль таких структур исследова
на пока недостаточно. Как показывает численное 
моделирование, периодическое воздействие соз
дает когерентные структуры в пограничном слое 
моря и увеличивает интенсивность турбулентных 
движений, причем для некоторой частоты имеет

ся максимум такого увеличения, своего рода резо
нанс [Kim, 2003].

В настоящей работе предложена нестационар
ная модель турбулентного обмена в приповерх
ностном слое моря, учитывающая изменчивость 
ветрового потока импульса на малых масштабах, 
расчеты сопоставляются с результатами измере
ний мелкомасштабных флуктуаций гидрофизи
ческих полей, полученных в экспедиционных 
исследованиях на стационарной океанографи
ческой платформе МГИ на протяжении ряда лет.

Целью работы является уточнение расчета ин
тенсивности вертикального турбулентного обме
на в приповерхностном слое моря при нестацио
нарном приводном ветре.

АППАРАТУРА И ИЗМЕРЕНИЯ

Проводимые отделом турбулентности Мор
ского гидрофизического института РАН экспе
риментальные исследования в прибрежной зоне 
Черного моря направлены на изучение зависи
мости интенсивности турбулентного обмена в 
приповерхностном слое от определяющих пара
метров.

Для исследования мелкомасштабных турбу
лентных процессов в морской среде нами ис
пользуется разработанный в МГИ измеритель
ный комплекс “Сигма1” [Самодуров и др., 2005]. 
При изучении турбулентности вблизи поверх
ности моря применяется позиционный вариант 
прибора, который дает возможность проводить 
измерения основных гидрофизических параме
тров и их флуктуации: температуру, электропро
водность, давление, три компоненты пульсаций 
вектора скорости. Прибор оснащен системой 
контроля положения, которая включает в себя 
датчики линейных ускорений и компас, что по
зволяет пересчитывать пульсации скорости в не
подвижную систему отсчета [Чухарев, 2010]. Од
новременно регистрировались также фоновые 
гидрометеорологические величины: скорость и 
направление ветра, температура воды и воздуха, 
скорость и направление течения, параметры по
верхностных волн и др. Скорость и направление 
течения, а также средние величины температуры 
воды и электропроводности определялись изме
рительным комплексом “ВостокМ”, использо
вался также акустический измеритель профиля 
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скорости течений DVS6000, регистрирующий 
все три компоненты. Скорость ветра и параме
тры волнения регистрировались сотрудниками 
отдела дистанционных методов исследований 
(ОДМИ) МГИ с помощью собственных измери
тельных средств. Данные о турбулентных харак
теристиках приводного слоя атмосферы, потоках 
импульса и тепла в совместных экспедициях в 
2005–2015 гг. получены сотрудниками Инсти
тута физики атмосферы РАН посредством ком
плекса микрометеорологических датчиков ИФА 
РАН. Измерения сопровождались непрерывным 
мониторингом стандартных метеорологических 
параметров. 

Методика измерений турбулентных характе
ристик приповерхностного слоя моря включала 
в себя два основных направления: регистрация 
измеряемых величин на различных горизонтах 
(с  выдержкой прибора на фиксированной глу
бине в течение 10–20 мин) для исследования 
зависимости интенсивности турбулентности от 
глубины при различных гидрометеорологиче
ских условиях и многочасовые записи (до 75 ч) 
на одном горизонте для изучения временной из
менчивости этих характеристик. Более подробно 
методика проведения измерений позиционным 
вариантом комплекса “Сигма1” описана в [Чу
харев, 2010].

Данные, получаемые с приборов “Сигма1”, 
DVS6000 и “Восток”, вводились в бортовой ком
пьютер в режиме реального времени, данные о 
скорости ветра и параметрах волнения обеспечи
вались сотрудниками ОДМИ. Часть используе
мых данных о динамической скорости в воздухе, 
была любезно предоставлена сотрудниками ИФА 
РАН, которыми проводились прямые измерения 
трех компонент пульсаций скорости с помощью 
акустического анемометра во время совместных 
экспедиций, а часть – рассчитывалась по ско
рости ветра, что также любезно была предостав
лена сотрудниками ОДМИ МГИ. Компьютеры, 
принимающие информацию, периодически (не 
реже одного раза в сутки) синхронизировались. 
До начала экспедиции и после ее окончания из
мерительные комплексы “Сигма1” и “Восток” 
калибровались в отделе стандартизации и метро
логии МГИ.

ОБРАБОТКА ДАННЫХ

Все данные измерений подвергались пред
варительной обработке и первичному анализу 
с целью повышения достоверности результатов. 
Для дальнейшей обработки и анализа отбирались 
данные, полученные при направлении течения 
со стороны открытого моря, не искаженные ис
кусственным препятствием (платформой). Ряды 
данных о турбулентных пульсациях вектора ско
рости течения пересчитывались в неподвижную 
систему координат и подвергались фильтрации 
двухступенчатым медианным фильтром.

Для оценки скорости диссипации турбулент
ной энергии ε сначала рассчитывались частотные 
спектры S(f), которые переводились в спектры 
волновых чисел S(k) при помощи гипотезы “за
мороженной турбулентности” Тэйлора f kU= , 
где U – скорость переноса вихрей через датчик, в 
качестве которой обычно использовалась ско
рость основного течения. В некоторых случаях 
(при малой скорости течения в слое активного 
волнового воздействия) применялась так назы
ваемая расширенная гипотеза Тэйлора, где в ка
честве переносной скорости использовалась ор
битальная скорость частиц волны [Terray, 1996]. 
Далее использовался метод [Stewart, Grant, 1962] 
сравнения модельного спектра Насмита [Oakey, 
1982] с экспериментальным спектром, что позво
ляет оценить ε по наилучшему совпадению спек
тров, причем влияние волнения и собственных 
колебаний прибора в этом случае мало влияет на 
точность оценки [Stewart, Grant, 1962].

Для расчета вейвлеткоэффициентов ис
пользовался вейвлет Морле и непрерывное вей
влетпреобразование:

W a b a t
t b

a
dt( , ) ( ) ,
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где W – вейвлеткоэффициенты; a – масштаб 
вейвлетпреобразования; b – сдвиг по оси време
ни; ξ – исходный сигнал; φ – материнский вей
влет; t – время.

Для устранения влияния волновых движений 
на оценки энергии морской турбулентности, 
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использовались значения вертикальной компо
ненты вектора скорости, как наименее подвер
женной искажениям. Данные предварительно 
подвергались фильтрации фильтром верхних ча
стот с пороговой частотой 1 Гц.

Важной чертой, которая проявлялась прак
тически во всех измерениях, являлось наличие 
многочасовых (субмезомасштабных) периодич
ностей в значениях гидрометеорологических ха
рактеристик. На рис. 1 изображены изменения 
во времени энергии колебаний физических пара
метров в сопряженных слоях моря и атмосферы, 
рассчитанные с помощью вейвлетанализа. Про
веденные нами длительные наблюдения демон
стрируют тесную взаимосвязь субмезомасштаб
ных процессов в обеих средах, и в этих процессах 
в большинстве случаев проявляются квазиперио
дические колебания по всем наблюдаемым пара
метрам [Чухарев, Репина, 2012].

По данным наблюдений в течение двух экспе
диционных сезонов нами построена гистограмма 
значимых периодов (т.е. превышающих спектр 
“красного шума”) для динамической скорости в 
приводном слое ua

* , среднеквадратичной верти
кальной составляющей пульсаций скорости в воде 
wrms  и скорости течения Ud (рис. 2). Мы здесь на
блюдаем весьма широкий диапазон периодиче

ских процессов от нескольких часов до несколь
ких суток. Очень похожего вида гистограмма для 
прибрежных течений в районе г. Геленджика была 
получена в экспериментах [Зацепин и др., 2012].

В большинстве случаев колебания интенсив
ности турбулентности в море очень четко корре
лировали с ua

* . При умеренных и сильных ветрах 
масштабы периодичностей турбулентной энергии 
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Рис. 2. Гистограмма распределения выявленных пе
риодичностей в пограничных слоях атмосферы и 
моря. 

*
au  – динамическая скорость в воздухе; wrms – 

среднеквадратические вертикальные пульсации 
скорости в воде; Ud – скорость течения. Измерения 
проводились в июне 2005 г. и в июне 2007 г. в районе 
океанографической платформы в Кацивели.
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Рис. 3. Глобальные спектры динамической скорости 
в воздухе 

*
au  и фильтрованной среднеквадратичной 

вертикальной пульсационной скорости на глуби
не 1 м, рассчитанные с помощью вейвлетанализа. 
Данные осреднены по 5 мин, измерения выполнены 
17–18 июня 2007 г.

Рис. 1. Пример изменения средней по масштабам тур
булентной энергии, нормированной на максимальное 
значение, в пограничных слоях атмосферы и моря 15–
16 июня 2007 г.: динамическая скорость в воздухе 

*
au  

и среднеквадратичная вертикальная пульсационная 
скорость wf на глубине 1 м, обработанная фильтром 
верхних частот с пороговой частотой 1 Гц.
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в приповерхностном слое были близки к масшта
бам изменчивости ua

*  (рис. 3), в то время как связь 
с волнением прослеживается не так явно. Из этого 
следует вывод, в частности, о значительном влия
нии тангенциального напряжения ветра на из
менчивость морской турбулентности.

Таким образом, натурные наблюдения по
казывают важное свойство протекающих в по
граничных слоях моря и атмосферы процес
сах – существенную нестационарность. По этой 
причине обычно используемое многочасовое 
или многосуточное осреднение гидрометеоро
логических характеристик не всегда оправдано, 
т.к. нивелирует изменчивость динамическо
го взаимодействия моря и атмосферы на малых 
масштабах, тем самым снижая объективность 
модельных расчетов. Чтобы повысить достовер
ность модельных представлений динамического 
взаимодействия атмосферы и моря, нами пред
ложена нестационарная модель турбулентного 
обмена для приповерхностного слоя, которая бы 
учитывала внутрисуточные субмезомасштабные 
изменения тангенциального напряжения ветра.

МОДЕЛЬ

Рассмотрим горизонтально однородный слой 
со свободной верхней границей, подверженной 
переменному тангенциальному напряжению 
ветра. Будем считать слой хорошо перемешан
ным, потоками тепла и солей на данном этапе 
пренебрегаем. Для описания динамики этого 
слоя предлагается модель, учитывающая неста
ционарность динамических процессов взаимо
действия сопряженных слоев моря и атмосфе
ры. В  нашем случае в модели не учитывалась 
изменчивость поверхностного волнения и его 
влияние на сдвиг скорости течения, поскольку 
это более инерционная составляющая энерге
тического баланса и для расчета волнения ис
пользуются и развиваются специальные моде
ли (см., например, [Ратнер и др., 2021]). При 
таком подходе можно лучше проанализировать 
влияние отдельного важного фактора – потока 
импульса через поверхность вследствие танген
циального напряжения ветра и формированию 
дрейфового сдвигового течения. Главная цель 
использования предложенной нестационарной 

модели  – учет переменного динамического ат
мосферного воздействия на поверхность моря на 
малых и субмезомасштабах, поэтому в модели не 
рассматриваются потоки плавучести и теплооб
мен с атмосферой. Уравнения баланса импульса 
и турбулентной кинетической энергии в прибли
жении Буссинеска имеют вид:
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Здесь U и V – средние горизонтальные компо
ненты скорости вдоль осей x и y соответственно, 
f – параметр Кориолиса, ′ ′ ′u v w, ,  – пульсацион
ные компоненты скорости, 
E u v w q� � � � � � �( ) / /2 2 2 22 2  – турбулентная 
кинетическая энергия, Ew – энергия поверхност
ного волнения, ′p  – пульсации давления, ε – 
скорость диссипации. Для замыкания системы 
используются соотношения, выражающие тур
булентные потоки импульса через коэффициент 
турбулентной вязкости:
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V
zt� ,  �t mS lq� ,         (4) 

где νt – коэффициент турбулентной вязкости, 
Sm – константа, l – турбулентный масштаб дли
ны. Для l принимается упрощенная зависимость 
l z zb� ��( ) , z – глубина, zb – обратное волновое 
число самых коротких обрушивающихся волн 
[Kudryavtsev et al., 2008] используемое вместо па
раметра шероховатости z0, κ – постоянная Кар
мана. 

Поскольку турбулентность считается хорошо 
развитой, изотропной, пульсациями давления 
пренебрегаем, т.к. в балансе турбулентной энер
гии они в этом случае играют незначительную 
роль [Монин, Яглом, 1965, с. 327]. Поэтому два 
слагаемых в правой части (3) могут быть выраже
ны следующим образом [D’Alessio, 1998]:
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Уравнение баланса турбулентной энергии 
в  предлагаемой модели отличается от обычного 
вида дополнительным членом ′w E w , который 
описывает турбулентный перенос волновой ки
нетической энергии, физический механизм ко
торого предложен в [Kitaigorodskii, Lumley, 1983]. 
Скорость диссипации турбулентной энергии 
определяется, следуя [Craig, Banner, 1994], через 
масштабы скорости и длины:
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где константа B = 16.6.
Таким образом, в системе (1)–(3) остаются 

неизвестными величины U, V и q.
Граничные и начальные условия принима

лись следующими:
на верхней границе
         E uw

0 1
2� �� ,     � �

�
t w

U
z

�
�

� 0 ,       � �0
2� w wu* ,         

                                      
�t

V
z

�
�

� 0,
                              

  (7)

на нижней границе
                      U = 0,   V = 0,   

�
�

�
E
z

0.                  (8)

Динамическая скорость в воде u c Vw
a

w D a� �2 2�

�
,  ρa 

и ρw – плотность воздуха и воды соответственно, 
cD – коэффициент сопротивления поверхности, 
Va – скорость ветра. Скорость течения в началь
ный момент времени полагалась равной нулю по 
всей глубине кроме поверхности, а турбулентная 
энергия и скорости диссипации задавались кон
стантой по всей глубине.

Скорость дрейфового (сдвигового) течения на 
поверхности U0 определялась через скорость ве
тра по эмпирической формуле [Егоров, 1974] 
U Va0 0 0127� . sin� , ([Va] = м/с, [U0] = см/с, φ – 
широта).

Расчет генерации турбулентности сдвиговым 
течением осуществляется в соответствии с при

веденными выше формулами, после подстанов
ки коэффициента турбулентной вязкости соот
ношение примет следующий вид:
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Турбулентный перенос кинетической энергии 
волнения будем считать пропорциональным 
волновой энергии на данном горизонте E zw( )  
и характерному масштабу турбулентных пульса
ций скорости, в качестве которого используем 
динамическую скорость в воде uw

*  [Чухарев, 
2013]. Тогда уравнение (3) приведется к виду
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Кинетическая энергия волнения рассчитыва
лась с учетом наличия спектра: 

E S z g dw � �
�

� � � � ��
2 2

0

2( )exp( / ) ,

где ω – циклическая частота, g – ускорение 
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Рис. 4. Скорость диссипации турбулентной энергии: 
экспериментальные данные и модельные расчеты. 
Точками обозначены данные эксперимента; K&al. – 
модель [Kudryavtsev et al., 2008]; MultSc – многомас
штабная модель [Чухарев, 2013]; NS stat – нестацио
нарная модель, V10 – скорость ветра на высоте 10 м, 
HS – высота значительных волн, fp – частота спек
трального пика волнения.
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свободного падения, в качестве спектральной 
функции Sη(ω) использовался модельный спектр 
[Donelan et al., 1985], который рассчитывается с 
учетом степени развития волнения: отношения 
скорости ветра к фазовой скорости волнения 
(Va /cp).

Описанная система уравнений (1)–(8) реша
лась численно на равномерной сетке по неявной 
схеме [Самарский, 1977]. В качестве теста исполь
зовалось сравнение с полученными в наших экс
периментах данными о скорости диссипации тур
булентной энергии, рассчитанными по методике 
[Stewart, Grant, 1962] и с некоторыми стационар

ными моделями. На рис. 4 приведены сравнитель
ные расчеты по модели [Kudryavtsev et al., 2008], 
по многомасштабной модели [Чухарев, 2013] и по 
нестационарной модели (1)–(8) при задаваемом 
постоянном ветре, поскольку в стационарных 
моделях ветер считался неизменным. Результаты 
расчета по нестационарной модели несколько от
личаются от приведенных стационарных моделей, 
но в то же время удовлетворительно согласуются 
с экспериментальными данными, что свидетель
ствует об адекватности модели.

Другие тестовые расчеты по модели приведе
ны на рис. 5, где показано изменение продоль
ной компоненты средней скорости с течением 
времени при периодическом воздействии ка
сательного напряжения ветра на поверхность. 
Рассчитанные значения скорости соответствуют 
физическим представлениям о характере движе
ния в таких условиях: происходит периодическое 
увеличение компоненты скорости и видно зату
хание с глубиной. Уменьшение с течением време
ни глубины проникновения колебаний связано с 
перераспределением импульса между компонен
тами. Рассчитанные модельные значения турбу
лентного потока импульса изображены на рис. 6, 
где также прослеживается затухание амплитуды 
колебаний с глубиной и запаздывание во време
ни с ростом глубины. То есть и в этом случае мы 
видим физически правильное воспроизведение 
эволюции гидрофизических характеристик и их 
поведение на разных глубинах.

Результаты верификации модели на натурных 
данных приведены на рис. 7. На двух примерах 
при различных гидрометеорологических услови
ях показано, что нестационарная модель ближе 
к экспериментальным значениям скорости дис
сипации по сравнению с расчетами по этой же 
модели при постоянном среднем ветровом воз
действии. Обращает на себя внимание увеличе
ние интенсивности турбулентности в нестацио
нарном случае, т.е. поток импульса из атмосферы 
при этом становится больше.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Анализ большого числа натурных измерений 
гидрофизических характеристик в приповерх
ностном слое моря показывает значительное 
преобладание нестационарных процессов, как 
на внутрисуточных, так и на многодневных вре
менных масштабах. Такая разномасштабная пе
риодичность в изменчивости наблюдаемых вели
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Рис. 5. Модельное изменение продольной компо
ненты дрейфовой скорости.
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Рис. 6. Модельный расчет изменения потока импуль
са по глубине с течением времени при периодиче
ском воздействии тангенциального напряжения ве
тра на поверхность моря (толстая сплошная линия) 
и при постоянном ветре (тонкая маркированная ли
ния). Шаг по времени 0.5 ч.
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Рис. 7. Отличия в скорости диссипации в модельных расчетах при постоянном и переменном воздействии ветра на 
поверхность моря одинаковой продолжительности. Точки – экспериментальные значения, NS – нестационарная 
модель при постоянном (stat) и переменном (unsteady) потоке импульса на поверхности. Измерения выполнены 
16 октября 2009 г. (a) и 21 сентября 2015 г. (б).

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11

Гл
уб

ин
а,

 м

Гл
уб

ин
а,

 м

Experim
NS unsteady
NS stat

10−7 10−6 10−5 10−4 10−3

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

Experim
NS stat
NS unsteady

ε, м2/с3
10−7 10−6 10−5 10−4 10−3

ε, м2/с3

V10 = 9.8 м/с
Hs = 0.58 м
fp = 0.22 c−1

fp2 = 0.37 c−1

V10 = 6.3 м/с
Hs = 0.26 м
fp = 0.16 c−1

fp2 = 0.55 c−1

чин обусловлена наличием достаточно крупных 
структур, которые в современной литературе 
принято называть субмезомасштабными. Диапа
зон линейных масштабов при этом составляет от 
сотен метров до десятков километров.

В то же время довольно большая часть моде
лей для описания крупномасштабных океани
ческих процессов и процессов взаимодействия 
океана и атмосферы оперирует осредненными 
полями физических величин, при этом “не за
мечая” малые и субмезомасштабные колебания. 
Возможно, такое осреднение является одной из 
причин частого расхождения расчетных и факти
ческих значений температуры поверхности оке
ана или глубины верхнего перемешанного слоя 
[Belcher et al., 2012].

В нашей нестационарной модели в отличие 
от стандартной формулировки задачи в уравне
ние баланса турбулентной энергии введен до
полнительный член, описывающий турбулент
ный перенос волновой кинетической энергии. 
Главной переменной величиной, определяющей 
турбулентный режим, считается скорость ветра, 
характеристики волнения при этом принима
лись средними за наблюдаемые отрезок времени 
и считались постоянными.

В рассмотренной нестационарной моде
ли турбулентного обмена вблизи поверхности 
моря показано, что учет квазипериодичности 
динамического атмосферного воздействия на 
морскую поверхность на малых и субмезомас

штабах приводит к заметному увеличению ин
тенсивности турбулентного переноса импульса 
и энергии, увеличивая тем самым интенсивность 
вертикального перемешивания в морской среде. 
Верификация модельных расчетов на натурных 
данных, полученных в прибрежной зоне Черного 
моря, демонстрирует объективность предложен
ной модели.

Основные выводы настоящей работы состоят 
в следующем:

1. Существующие на сегодняшний день мо
дели недостаточно хорошо описывают интен
сивность вертикального турбулентного обмена 
вблизи поверхности моря. Основная причина – 
теоретическое описание при взаимодействии 
двух сред различных физических процессов и 
трансформации их энергии в турбулентность 
остается неудовлетворительным.

2. На основе многосуточных непрерывных 
наблюдений в сопряженных слоях моря и атмос
феры выявлены значимые периодичности в ин
тенсивности турбулентных пульсаций с масшта
бами от одного часа до десятков часов, в которых 
присутствуют закономерности, характерные для 
когерентных структур. Масштабы структур, вы
явленных по интенсивности турбулентности, со
ставляют от 2 до 42–44 ч (~0.3–15 км), по скоро
сти ветра и скорости течения – свыше 70 ч.

3. Прослеживается высокая корреляция 
структур в морской среде с атмосферными про
цессами.

(а) (б)

ЧУХАРЕВ, ПАВЛОВ
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4. Разработана нестационарная модель тур
булентного обмена в приповерхностном слое 
моря, которая хорошо согласуется с экспери
ментами и правильно описывает фазовые сдви
ги и изменчивость по глубине гидрофизических 
параметров. Показано, что учет нестационарно
сти динамического воздействия на поверхность 
моря улучшает соответствие расчетов и натур
ных измерений.

5. По модельным расчетам за один и тот же 
период времени, при нестационарном ветровом 
воздействии поток импульса из атмосферы боль
ше, чем если предполагать ветер постоянным, 
равным среднему значению переменного.

Авторы выражают искреннюю благодарность 
сотрудникам ИФА РАН, а также сотрудникам 
ОДМИ, ЧГПП и отдела океанографии МГИ РАН 
за предоставленные данные и помощь в проведе
нии экспериментов.

Экспериментальные исследования проведены 
в рамках госзадания FNNN20210004, анализ 
данных и разработка модели выполнены при фи
нансовой поддержке РНФ, проект 221700150.
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Turbulent Exchange in Unsteady Air-Sea Interaction at Small and Submesoscales
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An adequate description of the interaction between the atmosphere and ocean remains one of the most 
important problems of modern oceanology and climatology. An extremely wide variety of physical processes 
occurring in the coupled layers, a large range of scales, a moving boundary, all this factors significantly 
complicates the creation of models that would allow calculating the physical characteristics in both media 
with the necessary accuracy. In this paper the temporal variability of dynamic parameters in the driving 
layer of the atmosphere and in the nearsurface layer of the sea on small and submesoscales from one to 
several tens of hours is considered. The collected experimental data show a very high correlation between 
the dynamic wind speed and turbulence intensity in the upper sea layer on all scales recorded. An important 
distinguishing feature of all measured physical quantities in both media is the presence of quasiperiodic 
oscillations with different periods. For a more accurate description of momentum and energy fluxes 
from the atmosphere a nonstationary model of turbulent exchange in the nearsurface layer of the sea is 
proposed. The model takes into account quasiperiodicity in the intensity of dynamic interaction between 
the atmosphere and the sea at these scales. In the model we use the equations of momentum and turbulent 
energy balance, the system of equations is solved numerically, the calculation results are compared with 
other models and with experimental data. It is shown that taking into account the nonstationarity of the 
wind strain improves the correspondence between the calculations and the experimental data. It is noted 
that in the nonstationary case, the energy and momentum flux from the atmosphere and the turbulence 
intensity increases compared to the action of a constant average wind of the same duration. Therefore, the 
the strong averaging often used in global models may markedly underestimate the intensity of the dynamic 
interaction between the atmosphere and ocean.

Keywords: marine turbulence, experimental studies, dissipation rate, unsteady model
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Построена математическая модель динамики дождевой капли, движущейся в поле силы тяжести 
через атмосферу, содержащую мелкодисперсные частицы, с учетом процессов релаксации ее ско
рости и захвата мелких частиц. Установлено, что уравнение движения капли в поставленной задаче 
относится к классу сингулярно возмущенных уравнений, для интегрирования которых необходи
мо привлекать специальные алгоритмы. В предельных режимах движения капли получены анали
тические решения задачи, описывающие зависимости скорости и координаты капли от времени. 
В полной постановке решения задачи получены численно при разных значениях определяющих 
параметров. Изучено влияние размера капли на параметры ее движения в  концентрированной 
аэродисперсной смеси. Получены зависимости предельной объемной доли твердого компонента 
в составе капли и интенсивности выпадения частиц (вымываемых каплей) на поверхность земли 
от размера капли. Проведено сравнение расчетной, приближенноаналитической и эксперимен
тальной зависимостей установившейся скорости падения капли от ее размера, которое показало 
их хорошее согласие.

Ключевые слова: капля, аэрозольные частицы, число Рейнольдса, стоксовый режим, ньютоновый 
режим, установившаяся скорость, сдвиговое течение
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ВВЕДЕНИЕ

Наибольшая опасность антропогенных за
грязнений состоит в  их возможных локально 
высоких концентрациях на ограниченных про
странствах. Природные выбросы, например, 
вулканические, при общем большом количе
стве выбрасываемых компонентов рассеиваются 
обычно на больших площадях, поскольку высо
та, на которой оказываются компоненты, весьма 
значительна. При антропогенных выбросах вред
ных веществ, когда высоты выбросов невелики, 
такого масштабного рассеивания в атмосфере не 
происходит, и локальные концентрации могут на 
много порядков превосходить естественный фон 
[Тимашев, 1991]. Большое значение для перерас
пределения в  атмосфере и  попадания в  гидрос
феру техногенных примесей, выбрасываемых на 
небольшую высоту, могут иметь атмосферные 
осадки в  виде дождя [Воротынцев и  Малышев, 
1997]. Растворяясь в  дождевых каплях, примеси 
могут переноситься с каплями в атмосфере, по

падая в грунт и воду. В связи с этим представляет 
интерес изучение концентрирования дисперс
ных примесей в капле дождя, движущейся в аэ
родисперсной смеси. Таким образом, вопросы 
исследования динамики дождевых капель в  аэ
родисперсных системах, распространяющихся 
в атмосферном воздухе, актуальны для решения 
задач, связанных с оценками загрязнения земли 
и водоемов аэрозольными частицами природно
го и  техногенного происхождения, которые вы
мываются осадками из атмосферы. Исследова
ния в этой области позволят усовершенствовать 
методы прогнозирования поведения аэродис
персных систем в атмосфере.

Динамика тяжелых аэрозольных частиц (ка
пель) в атмосферных сдвиговых и вихревых тече
ниях с учетом нелинейного гидродинамического 
сопротивления в  установившемся режиме тео
ретически исследована в  [Ингель, 2012; Ингель, 
2021]. В [Shapiro, 2005] изучено влияние горизон
тального потока различного типа (ступенчатого, 
непрерывного и  т. п.), моделирующего боковой 
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ветер, на нестационарный обмен импульсом 
между воздухом и  падающими каплями дождя. 
В  [Edwards et al., 2001] исследована динамика 
падающих капель в  дождевых облаках с  учетом 
массообмена между каплями за счет их столкно
вений и получены приближенные аналитические 
решения задачи при упрощающих допущениях. 
Кинетика вымывания аэрозольных частиц из 
атмосферы дождевыми каплями рассмотрена 
в [Припачкин, Будыка, 2020], где подробно проа
нализировано влияние параметров частиц и дис
персионной среды на эффективность захвата 
частиц системой капель и  коэффициент вымы
вания при различных интенсивностях осадков. 
В  [ChangJin Ma, GongUnn Kang, 2019] путем 
сбора дождевых капель и последующего анализа 
их химического состава (наблюдения проводи
лись в г. Фукуока, Япония) изучалась эффектив
ность поглощения частиц каплями дождя. Об
наружены значительные концентрации частиц 
различных химических элементов (в  том числе, 
свинца) в составе отдельной капли, и тем самым 
наглядно показана существенная роль дождя 
в вымывании вредных примесей из атмосферы.

Хотя движению тяжелых частиц (капель) в га
зообразных и жидких средах посвящена обшир
ная литература (см., например, [Матвеев, 1984; 
Reist, 1984; Нигматулин, 1987; Волков, Емелья
нов, 2008; Губайдуллин, Осипов, 2020]), законы 
движения частицы (капли), как отмечено в [Ин
гель, 2012], даже в простейшем сдвиговом пото
ке в общем виде с учетом нелинейных эффектов 
исследованы недостаточно. Мало изучена задача 
о движении капель в атмосферном воздухе в пол
ной постановке включая периода релаксации 
скорости (в  основном, анализируется устано
вившееся (стационарное) движение дисперсных 
включений). Также требует подробного изучения 
движение капли дождя в запыленной атмосфере, 
когда мельчайшие частички пыли (природного 
или антропогенного происхождения) осаждают
ся на каплях и тем самым влияют (в зависимости 
от концентрации частиц) на динамику дождевой 
капли и переносу дисперсных веществ в атмос
фере и на земную поверхность.

Цель настоящей работы – построить матема
тическую модель для описания движения капли 
дождя через аэрозольное облако с учетом боко
вого ветра и улавливания мелких частиц каплей, 
а также аналитически и численно проанализиро
вать влияние указанных факторов на поведение 

дождевой капли в  атмосфере. При этом особое 
внимание необходимо обратить на закономер
ности накопления мелкодисперсной примеси 
в  составе капли, поскольку в  ряде случаев (на
пример, при загрязнении атмосферы частица
ми радиоактивных или других опасных веществ 
[Budyka, Ogorodnikov, 1999; ChangJin Ma, Gong
Unn Kang, 2019]) даже малая доля вредной приме
си имеет большое значение в вопросах переноса 
и  распространения таких веществ дождевыми 
каплями.

ОСНОВНЫЕ ДОПУЩЕНИЯ И ПОСТАНОВКА 
ЗАДАЧИ

Рассмотрим движение одиночной капли до
ждя в  подоблачной аэродисперсной смеси (за
пыленном воздухе) под действием силы тяжести 
и  бокового ветра. Примем следующие допуще
ния: концентрация капель в  воздухе незначи
тельна (концентрация дождевых капель даже 
при интенсивном дожде не превышает 103 м–3, 
причем основную долю их составляют капли ди
аметром меньше 1000 мкм [Marshall and Palmer, 
1948]), так что соседние капли не оказывают вли
яния на поле течения воздуха вблизи капли при 
ее движении; аэрозольные частицы достаточ
но мелкие (обычно их размеры на 3–4 порядка 
меньше характерного размера капель [Припач
кин, Будыка, 2020]), что позволяет пренебречь 
инерционными эффектами и  седиментацией 
частиц в  дисперсной смеси и  считать, что ско
рости газа и частиц совпадают (односкоростное 
приближение, такие среды обычно называют эф
фективным газом, а его составляющие – компо
нентами [Нигматулин, 1987]); капли дождя и аэ
розольные частицы имеют сферическую форму, 
т. е. не деформируются и не дробятся (некоторое 
обоснование предположения об отсутствии де
формации капли в  пределах заданных интерва
лов значений определяющих параметров приве
дено ниже в разделе, где обсуждаются результаты 
расчетов); фазовые превращения (испарение, 
конденсация) отсутствуют, однако имеет место 
массообмен между каплей и  окружающей сре
дой, обусловленный захватом мелкодисперсной 
примеси каплей (в  частности, мелкие частицы 
могут осаждаться на каплю за счет эффекта заце
пления, связанного с конечными размерами ча
стиц); нестационарными силами присоединен
ных масс и Бассе можно пренебречь (поскольку 
согласно оценкам, приведенным в  [Ивандаев, 

АМАНБАЕВ
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1985] при условии, когда плотность несущей 
среды намного меньше плотности капли, такое 
допущение вполне справедливо); изменениями 
давления, плотности и  температуры воздуха по 
высоте пренебрегается, поскольку согласно та
блице стандартной атмосферы в пределах высо
ты ~500 м, где в основном образуются дождевые 
капли, параметры воздуха меняются достаточ
но слабо; силой Архимеда пренебрегается, так 
как плотность воздуха намного меньше плотно
сти капли. Возможны течения аэродисперсной 
смеси в  подоблачном пространстве (например, 
в  сдвиговом потоке, приближенно моделирую
щем боковой ветер). Распределение дисперсных 
примесей считается однородным, хотя могут воз
никать неоднородные распределения концентра
ции аэрозолей в  атмосфере вокруг источников 
загрязнений [Turner, 1994].

Параметры эффективного газа обозначим 
нижним индексом 1, параметры компонентов 
эффективного газа, т. е. собственно газа и мелких 
частиц, – нижними индексами 1g и  1p соответ
ственно, а  параметры жидкого и  твердого (по
являющегося изза захвата частиц каплей) со
ставляющих капли – индексами l, p. Параметры 
самой капли (масса, диаметр, скорость и  т. п.) 
обозначены без индекса. В рамках принятых до
пущений уравнения массы и импульса капли в 
поле силы тяжести в аэродисперсном потоке с 
учетом осаждения частиц на поверхность капли, 
а также кинематическое соотношение, позволя
ющее вычислить радиусвектор капли, можно 
записать в виде 
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dt

=      
dm

m j
dt

= + +v
f g v    ,
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dt
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1 1
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Здесь m , V , d  – масса, объем и диаметр капли, 
lm , pm , lV , pV  – массы и объемы жидкой и твер

дой составляющих капли, ρl , ρp , ρg  – истинные 
плотности капли, частиц и газообразной среды 
(считаются постоянными), j – интенсивность 
осаждения частиц на поверхность капли (интен
сивность пылеулавливания), f , C – сила и коэф

фициент сопротивления капли при взаимодей
ствии с несущей средой, g – вектор ускорения 
силы тяжести, 1v , v – векторы скоростей газо
дисперсной среды и капли, r – радиусвектор 
капли. Заметим, что в правой части уравнения 
количества движения капли в системе (1) слагае
мое 1jv  отвечает переносу импульса из аэродис
персной смеси в каплю при массообмене. По
следнее уравнение в (1) определяет положение 
(радиусвектор) капли в выбранной системе ко
ординат.

В настоящей работе, следуя [Ингель, 2012], 
рассматривается случай, когда капля падает в го
ризонтальном потоке, скорость ( )U z  которого 
известна. При этом взаимодействуя с потоком, 
капля помимо вертикального вовлекается и в го
ризонтальное движение. В этом случае задача 
становится двумерной (ось z направим верти
кально вверх против ускорения силы тяжести, а 
ось x – по направлению скорости горизонталь
ного потока, начало координат совместим с зем
ной поверхностью), так что имеем

{ },  ,x zf f=f    { }0, ,g= −g    { }1 1( ),  0 ,U z=v     

{ }, ,u w=v    { }, ,x z=r

где xf , zf , u, w – компоненты силы сопротивле
ния и вектора скорости капли по осям, x, z – ко
ординаты положения капли. 

Таким образом, систему (1) можно переписать 
в проекциях на оси координат  
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где i – единичный базисный вектор оси x. Вид
но, что в рассматриваемом случае вертикальная 
и горизонтальная составляющие скорости влия
ют друг на друга (в частности, через модуль ско
рости 1  � U v ). На это обстоятельство обращено 
внимание в [Ингель, 2012]. Отметим, что в про
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екцию уравнения импульса капли в вертикаль
ное направление (третье уравнение системы (4)), 
в отличие от уравнения импульса вдоль горизон
тальной оси (второе уравнение системы (4)), не 
входит слагаемое, ответственное за обмен им
пульсом изза захвата частиц каплей. Сказанное 
относится только к данной форме записи урав
нений импульсов, в других формах, приведенных 
ниже, в правую часть уравнения импульсов для 
вертикальной составляющей войдет также слага
емое, ответственное за перенос импульса изза 
улавливания аэрозольных частиц.

Поставим начальные условия

0,t =     0,x =    ,z H=    0,m m=  0,u u=  0,w w= (6)

где H – высота падения капли, 0m , 0u , 0w  – мас
са и составляющие скорости капли при t = 0. 

Система дифференциальных уравнений (4) с 
замыкающими соотношениями (2), (3), (5), на
чальными условиями (6) при заданных скорости 
ветра 1( )U z , выражениях для коэффициента со
противления капли C и интенсивности захвата 
частиц каплей j представляет задачу Коши для 
описания движения капли дождя в аэродисперс
ном потоке. 

Далее следует конкретизировать коэффици
ент сопротивления капли и интенсивность улав
ливания частиц каплей.

КОЭФФИЦИЕНТ СОПРОТИВЛЕНИЯ КАПЛИ 
И ИНТЕНСИВНОСТЬ МАССООБМЕНА

Обычно коэффициент сопротивления ка
пель (или частиц) в  несущей среде зависит от 
числа Рейнольдса относительного обтекания 
дисперсного включения. В частности, для неде
формирующихся капель можно использовать по
луэмпирическую формулу [Ивандаев и др., 1981; 
Нигматулин, 1987], удовлетворяющую экспери
ментальным данным в широком диапазоне чисел 
Рейнольдса

0.524 / Re 4.4 / Re 0.44,C = + +  

1Re = ρ / µ−

g gd v ,

где Re – число Рейнольдса относительного дви
жения капли, �g – динамический коэффициент 
вязкости газа. Имеются также и другие формулы 

для коэффициента сопротивления дисперсных 
включений в несущей среде, которые учитывают 
различные эффекты (деформация, дробление, 
вращение, стесненность капель и  т. п.) [Иван
даев и  др., 1981; Нигматулин, 1987; Келбалиев, 
2011; Губайдуллин, Осипов, 2020]. В целом, ана
лизу коэффициента сопротивления дисперсных 
включений в  различных средах посвящены до
статочно много работ (подробный обзор которых 
приведен в  [Келбалиев, 2011]). Однако в рамках 
принятых в настоящей работе допущений выше
приведенная формула для C вполне приемлема, 
о чем свидетельствует хорошее согласие экспери
ментальной и расчетной скорости падения капли 
(см. ниже).

Для определения интенсивности пылеулавли
вания используем элементарную схему подсчета 
столкновений между каплей и мелкими частица
ми. При этом учтем, что некоторые частицы при 
подходе к  капле могут под действием газового 
потока изменить свои траектории и не столкнуть
ся с ней. Тогда для интенсивности захвата каплей 
мелких частиц получим соотношение

1 1 ,pj S= η ρ −v v  
1 1 ,p p pρ = α ρ

в котором η –  поправочный коэффициент, ха
рактеризующий эффективность столкновений 
мелких частиц с каплей и зависящий от условий 
обтекания капли смесью газа с мелкими части
цами, S  –  миделево сечение капли (поскольку 
по предположению капля сохраняет сфериче
скую форму, то, очевидно, 2 / 4S d= π ), 1 pα , 

1 pρ  –   объемная доля и приведенная плотность 
твердого компонента аэродисперсной смеси. 
Для сдвигового потока − = −1 1v v U v . Напом
ним, что по предположению (см. выше) скоро
сти частиц и газа совпадают (модель эффектив
ного газа).

Коэффициент захвата частиц η зависит от мно
гих факторов, таких как инерция, диффузия ча
стиц, зацепление частиц каплей и т. п. [Припач
кин, Будыка, 2020]. Инерционный механизм ха
рактеризуется числом Стокса и обычно реализу
ется при значениях числа Стокса больше 
критического 2

1Stk = /18 1p p gd dρ − µ >v v  ( pd  –  диа
метр частицы). Например, для капли диаметром 
d ~ 1000 мкм, движущейся в облаке аэрозольных 
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частиц плотностью вещества pρ  ~ 103 кг/м3 и ди
аметром pd  < ~ 1 мкм, при разности скоростей 
~1 м/с получим Stk < ~ 0.01 1, т. е. в этом случае 
инерционный механизм несущественен. Диффу
зионный механизм, как правило, имеет место для 
достаточно малых частиц, диаметр которых зна
чительно меньше 1 мкм, в частности, в [Припач
кин, Будыка, 2020] отмечено, что для частиц диа
метром более 0.1 мкм диффузионным захватом 
можно пренебречь. Таким образом, в диапазоне 
от 0.1 до 1 мкм, соответствующем большинству 
атмосферных аэрозолей в континентальном воз
духе [Кейдл, 1969], доминирует механизм зацепле
ния частиц движущейся каплей [Greenfield, 1957]. 
Учитывая эти обстоятельства, ограничимся ситу
ацией, когда преобладающим механизмом захва
та является зацепление частиц каплей.

В случае, когда силами инерции частиц можно 
пренебречь, для двух предельных ситуаций обте
кания капли идеальной жидкостью (потенциаль
ное обтекание) и безынерционной вязкой жидко
стью (вязкое обтекание) получены соответствую
щие формулы, учитывающие эффект зацепления 
частиц [Chi Tien, Ramarao, 2007]

2

3

2
3 1

3
2(1 )

δ δ +  
η =

+ δ
,
 

≤Re 1 ,
 3

3

3 1
3

(1 )

 δδ + δ +  
η =

+ δ

, 

≥Re 80 , pd

d
δ = .

Если δ1, то отсюда можно получить прибли
женные выражения для эффективности захвата 
частиц каплей

23 / 2η ≅ δ , ≤Re 1, 3η ≅ δ , ≥Re 80 .
Для переходной области <1<Re 80  в  [Yoon, 

Luttrell, 1989] предложена следующая формула

0.72 23 4
Re

2 15
 η = + δ   .

Заметим, что приведенные выше формулы для 
эффективности захвата частиц каплей η справед
ливы при достаточно малых значениях параметра 
Стокса, когда силами инерции частиц можно 
пренебречь: <Stk 0.1  [Матвеев, 1984]. Если 
Stk > 0.1, то указанные формулы дают заниженные 
значения η, так как они не учитывают инерцион
ные свой ства частиц.

УСТАНОВИВШАЯСЯ СКОРОСТЬ КАПЛИ

В зависимости от числа Рейнольдса могут ре
ализоваться разные режимы движения капли. При 
м а л ы х  ч и с л а х  Р е й н о л ьд с а  R e 1  ( ко г 
да ≅ 24 / ReC ) сила сопротивления капли перехо
дит в  известную силу Стокса 13 ( )gd= πµ −f v v , 
в этом случае имеет место стоксовый режим обте
кания капли (обычно стоксовый режим прости
рается до чисел Рейнольдса порядка 1). При 
больших значениях числа Re 1, реализуется 
ньютоновый режим обтекания капли, когда 

≅C  0.5. Далее верхние индексы S и N будем от
носить соответственно к стоксовому и ньютоно
вому режимам движения капли.

Рассмотрим случай, когда отсутствуют мелкие 
частицы в составе аэродисперсной смеси (j = 0, 
d  = const). Тогда система уравнений несколько 
упрощается, и, например, в предельном стоксовом 
режиме уравнения импульсов примут вид

1( )
S

U z udu

dt

−
=

τ
,
 

S

dw w
g

dt
= − −

τ
,

2

18
S l

g

dρ
τ =

µ



,

где Sτ   –   характерное время вязкой релаксации 
скорости капли в  стоксовом режиме [Матвеев, 
1984; Нигматулин, 1987]. Приравнивая к  нулю 
правую часть уравнения для w, можно найти уста
новившуюся (или стационарную) скорость паде
ния капли в  стоксовом режиме SW , к  которой 
стремится с течением времени величина w

S SW g= − τ . (7)
Заметим, что в предельном стоксовом режиме 

вертикальная составляющая скорости капли w не 
зависит от горизонтального потока газа, и урав
нение для w можно рассмотреть отдельно от пер
вого уравнения, в то время как в уравнение для u 
неявно (через координату капли z, которая зависит 
от w) входит вертикальная составляющая скоро
сти w. При однородном горизонтальном течении 
(U1 = const) составляющая скорости капли u стре
мится со временем к значению = 1

SU U .
В ньютоновом режиме движения капли урав

нения импульсов имеют форму

−
= −1

1

( )
N

U z udu

dt l
U v ,

 
= − − −1N

dw w
g

dt l
U v ,
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8

3
N l

g

d
l

ρ
=

ρ





,

где Nl  –  характерная длина выравнивания скоро
стей капли и несущей среды в ньютоновом режи
ме [Нигматулин, 1987]. Видно, что в отличие от 
стоксового режима в ньютоновом режиме состав
ляющие скорости по координатам взаимосвязаны 
и влияют друг на друга (в частности, через −1U v ). 
В случае, когда горизонтальное течение однород
ное, то составляющие установившейся (стацио
нарной) скорости капли в  ньютоновом режиме 
запишутся как

               = 1
NU U , ( )= −

1/2N NW gl .                 (8)

При отсутствии горизонтального потока газа 
( 1U  = 0) установившуюся скорость капли можно 
найти и  в  промежуточном режиме (когда числа 
Рейнольдса принимают не очень малые и не очень 
большие значения). Для этого заметим, что из 
условия равномерного движения капли − = 0zf mg  
вытекает постоянство выражения =2Re (Re) constС , 
которое можно трактовать как уравнение для не
известного числа Re. Таким образом, имеем урав
нение

                          
2 3Re (Re) ,С d= γ

                        (9)

2

4
,

3
g l

g

gρ ρ
γ =

µ

 

 

 
Re ,g

g

W dρ
=

µ



которое легко решается относительно Re числен
ными методами (например, методом половинно
го деления) при заданных значениях диаметра 
капли d и параметра γ. Затем из найденного зна
чения Re определяется искомое значение устано
вившейся скорости капли (по абсолютной вели
чине) W . Задавая различные значения диаметра 
капли (при фиксированном γ), из (9) можно по
лучить зависимость W  от d. График данной за
висимости, полученный указанным путем для 
капли дождя в атмосферном воздухе при нормаль
ных условиях, показан на рис. 1 (сплошная кри
вая 1). Штрихпунктирные кривые 1, 2 соответству
ют стоксовому и ньютоновому предельным режи
мам обтекания капли, рассчитанные по форму
лам  (7), (8). Для сравнения штриховой линией 
представлены экспериментальные результаты 
[Mason, 1971]. Видно, что стоксово приближение 
удовлетворительно описывает расчетную зависи
мость при d ≤ 100 мкм. Ньютоново приближение 

в пределах d ≤ 1000 мкм дает завышенные значения 
скорости осаждения капли. Расчетные скорости 
капли хорошо согласуются с данными опытов для 
диаметров капли d ≤ 600 мкм, однако с  ростом 
размера капли различие между ними увеличива
ется и  достигает ~10% при диаметре капли 
1000 мкм. Согласие между экспериментальными 
и расчетными значениями скорости капли свиде
тельствует о  правомерности используемой фор
мулы для коэффициента сопротивления. На 
рис. 1 также построен график зависимости уста
новившейся скорости осаждения капли по 
приближенно аналитической формуле [Ингель, 
2012], справедливой для больших чисел Рейнольд
са (сплошная кривая 2). Видно, что расчетная 
и приближенно аналитическая зависимости хо
рошо согласуются между собой (особенно для 
относительно крупных капель).

Необходимо иметь в виду, что скорость капли 
с течением времени должна стремиться к устано
вившейся скорости, соответствующей данному 
размеру капли.
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Рис. 1. Зависимость установившейся скорости паде
ния капли дождя в воздухе (при нормальных усло
виях) от ее диаметра. Сплошные кривые: 1 – расчет 
по уравнению (9), 2 – приближенноаналитическая 
формула [Ингель, 2012]. Штриховая линия – экс
перимент [Mason, 1971]. Штрихпунктирные линии: 
1 – стоксовый режим (формула (7)), 2 – ньютоновый 
режим (формула (8)).
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АНАЛИЗ ДВИЖЕНИЯ КАПЛИ В ПРЕДЕЛЬНЫХ 
РЕЖИМАХ

Прежде чем рассматривать решение задачи 
в полной постановке, проанализируем более под
робно упомянутые выше предельные случаи сток
сового и ньютонового режимов движения капли 
при отсутствии частиц и горизонтального потока 
в атмосфере (d = const, 1U  = 0). Уравнения для 
удобства анализа приведем к безразмерной форме.

В стоксовом режиме уравнение движения кап
ли приводится к простому виду

                            
1S dw

w
dt

τ = − − ,                            (10)

/S S S
Hτ = τ τ , /S S

H H Wτ = , / S
Ht t= τ , = / Sw w W .

Здесь H  –   расстояние, которое преодолевает 
капля до достижения земной поверхности. Вы
рожденное уравнение, соответствующее (10), 
F = − −1 w  = 0 имеет единственное решение 

= −1w . Производная ∂ ∂/F w  отрицательна, что 
является достаточным [Ракитский и др., 1979] для 
устойчивости стационарного решения = −1w .

При числах Рейнольдса Re > 1 условия стоксо
вого режима нарушаются. В этом случае уравнение 
движения капли можно привести к форме
                              21 2N dw

Cw
dt

τ = − + ,                         (11)

N N N
Ητ = τ / τ , /N N Nl Wτ = , /N N

H H Wτ = , 

/ N
Ht t= τ , = / Nw w W ,

где Nτ  –  характерное время изменения скорости 
капли. Необходимо иметь в виду, что, когда числа 
Рейнольдса не очень большие, величины NW , Nl  
не отвечают “точно” ньютоновому режиму, в свя
зи с этим в случае уравнения (11) их надо понимать 
как характерные величины, соответствующие 
переходному режиму. Заметим, что, приравнивая 
нулю правую часть уравнения (11), получим точно 
такое же уравнение, как (9), только в безразмер
ном виде.

В  предельном ньютоновом режиме (когда 
≅C  0.5) уравнение (11) переходит в  следующее 

упрощенное (нелинейное в отличие от стоксово
го движения капли) уравнение
                              

21
N dw

w
dt

τ = − + .                              (12)

Вырожденное уравнение, соответствую
щее (12), F = − + 21 w =0 имеет единственное, удов
летворяющее условию w <0, решение = −1w . 
Производная ∂ ∂/F w  при этом отрицательна, что 
является достаточным [Ракитский и др., 1979] для 
устойчивости решения = −1w .

Оценим коэффициенты Sτ , Nτ  при произво
дных в (10)–(12). Заметим, что для приближенно
го выполнения условий стоксового режима (обыч
но стоксовый режим имеет место при характерных 
значениях числа Рейнольдса Re= / 1S

g gd Wρ µ <

 ) 
д о л ж н о  в ы п о л н я т ь с я  с о о т н о ш е н и е 

2 1/3< (18 / ) S
g g ld g dµ ρ ρ ≡ 


. Например, для капли воды 

в воздухе при нормальных условиях получим ≅Sd

60 мкм. При этом в случае, когда, например, вы
сота H >~ 100 м коэффициент 510S −τ < , т. е. ко
эффициент Sτ  достаточно мал. Это означает, что 
уравнение (10) относится к типу так называемых 
сингулярно возмущенных (или жестких) уравне
ний [Ракитский и др., 1979].

Для того чтобы коэффициент Nτ  был малым, 
должно выполняться хотя бы условие Nτ  <~ 0.1 
или ρ ρ ∗⋅ ≡ 

< 3 0.1 /8g ld H d . Таким образом, урав
нения (11), (12), отвечающие соответственно 
промежуточному и ньютоновому режимам, будут 
сингулярно возмущенными, как в стоксовом ре
жиме, если диаметр капли ∗<d d . В  частности, 
для капли воды в воздухе при нормальных усло
виях и H ~ 100 м критический размер ∗d  ~ 1000 мкм.

С физической точки зрения сингулярно возму
щенное свой ство уравнений (10)–(12) обусловле
но тем, что характерное время релаксации скоро
сти капли намного меньше времени прохождения 
каплей расстояния H: S S

Hτ τ
, N N

Hτ τ
. Заметим, 

что безразмерные параметры Sτ , Nτ  фактически 
представляют числа Фруда

 2( ) / FrS S SW gHτ = ≡ ,

 
2( ) / FrN N NW gHτ = ≡ , 

рассчитанные по установившимся скоростям 
падения капли в  гравитационном поле соответ
ственно в стоксовом и ньютоновом режимах.

Опираясь на общую теорию сингулярно возму
щенных уравнений [Ракитский и др., 1979], оста
новимся на некоторых особенностях поведения 
решений уравнений (10)–(12). В рассматриваемой 
области изменения времени t  выделяются два 
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отрезка с  существенно различным поведением 
решений, причем продолжительность первого 
значительно меньше второго. На первом отрезке 
скорость капли быстро стремится к стационарной 
скорости, а на втором отрезке она практически не 
меняется. При этом чем меньше величины τ  и 

Nτ , тем быстрее сближаются интегральные кривые 
уравнений (10)–(12) к соответствующим значени
ям (в стоксовом и ньютоновом режимах к  = −1Sw  
и  Nw = ‒1, а в промежуточном режиме к значению, 
рассчитанному по (9) и отнесенному к  NW ). Раз
личный характер поведения решений на обоих 
участках проявляется тем отчетливее, чем меньше 
параметры Sτ , Nτ . Из уравнений (10)–(12) также 
следует, что ускорение капли в начальный момент 
времени в стоксовом режиме равно 1/ Sτ , а в про
межуточном и  ньютоновом режимах движения 
равно 1/ Nτ .

Аналитические решения уравнений (10), (12) 
при нулевой начальной скорости капли имеют вид

1 exp( / )Sw t= − + − τ , 
1 exp( 2 / )

1 exp( 2 / )

N

N

t
w

t

− − τ= −
+ − τ

.

Для координаты капли при начальных услови
ях t  = 0, = 1z  вытекают следующие зависимости

 1 1 exp( / )S Sz t t = − + τ − − τ  ,  
1

1 ln 1 exp( 2 / )
2

N Nz t t
  = − − τ + − τ   ,

= /z z H .

В этих выражениях безразмерные время и ско
рость отнесены к своим характерным величинам, 
соответствующим стоксовому и  ньютоновому 
режимам. Учитывая малость параметра Sτ , полу
чим, что полное время падения капли с  высо
ты z = H до поверхности земли ( z = 0) в стоксовом 
режиме ≅ 1S

Ht  или S S
H Ht ≅ τ . Аналогично в  рамках 

ньютонового приближения для капель с  диаме
тром, удовлетворяющем условию 1Nτ  , имеем 

N N
H Ht ≅ τ . Также следует, что координата капли 

в предельных стоксовом и ньютоновом режимах 
меняется во времени приблизительно по линей
ному закону ≅ −1z t (хотя уравнения движения 
капли в этих случаях сильно отличаются). Можно 
предположить, что в  промежуточном режиме 
(когда числа Рейнольдса не очень малые и не очень 
большие) координата капли тоже подчиняется 
примерно линейной зависимости от времени 

(расчеты подтверждают данное предположение, 
см. ниже).

Необходимо иметь в виду, что в малой окрест
ности стартовой точки с принятыми выше нуле
выми начальными условиями (при отсутствии 
бокового ветра) на самом деле выполняются ус
ловия стоксового режима изза малости скорости 
капли, и, соответственно, малых значений числа 
Рейнольдса. Так что уравнение (12), описывающее 
движение капли в  ньютоновом режиме, имеет 
смысл при не очень малых скоростях капли, когда 
число Рейнольдса достаточно большое. Получен
ные аналитические решения можно использовать 
для проверки алгоритма численного интегриро
вания уравнений движения капли в общем случае.

Следует подчеркнуть, что в общей постановке 
с учетом эффекта захвата частиц каплей и наличия 
бокового течения среды свой ство жесткости урав
нения движения капли сохраняется (это под
тверждается приведенными ниже численными 
результатами). При этом уравнение движения 
капли становится нелинейным и сложным, и най
ти аналитическое решение в явном виде, подобно 
предельным случаям движения капли, не удается. 
Вопросы о возможности замены исходного урав
нения вырожденным, а также о построении асим
птотического разложения решения сингулярно 
возмущенного уравнения в виде ряда по степеням 
малого параметра, описывающего весь промежу
ток наблюдения, включая участок быстрого изме
нения искомой функции, достаточно подробно 
изложены в [Васильева, Бутузов, 1973]. Для чис
ленного интегрирования таких уравнений обычно 
требуется привлечь особые алгоритмы [Ракитский 
и др., 1979].

ДРУГИЕ ФОРМЫ ЗАПИСИ УРАВНЕНИЙ 
ДВИЖЕНИЯ КАПЛИ

Приведем другие формы записи уравнений 
движения капли, которые могут быть полезными 
при анализе и расчетах. Если вместо переменной 
u перейти к ∆ = −1u U u  и учесть очевидное соотно
шение

∆ = −  
1dUdu d u

w
dt dz dt

,

то проекцию уравнения движения капли на ось x 
(второе уравнение системы (4)) можно привести 

АМАНБАЕВ
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к  другой форме. В  результате имеем замкнутую 
систему для трех неизвестных m, ∆u и w

=dm
j

dt
,
 ∆  = − − ∆  

1
x

dUd u
m m w f j u

dt dz
,
   

                                  = − −z

dw
m f mg jw

dt
,                  (13)

       
2

1 1

1

4 pj d= ηπ ρ −U v ,     
2

1

1

8x gf d C u= π ρ − ∆U v ,  
     2

1

1
( )

8z gf d C w= π ρ − −U v ,

= + +0.524 / Re 4.4 / Re 0.44C , 

1Re /g gd= ρ − µU v , 

 − = ∆ + − 
1/22 2

1 ( ) ( )u wU v .

В  эту систему входит производная скорости 
горизонтального потока по z, но не сама скорость 
U1 (величина −1U v  выражается через ∆u и w). 
После нахождения из этой системы ∆u и w можно 
при необходимости вычислить координаты капли 
интегрированием последних двух уравнений си
стемы (4). Рассмотрим несколько частных случаев 
стационарного потока, приводящих к  явному 
виду 1 /dU dz . Например, в  случае однородного 
горизонтального потока, когда =1 constU  и 

1 /dU dz = 0 в систему (13) не будет входить слага
емое, связанное со скоростью потока. В  другой 
ситуации, когда горизонтальный поток имеет 
постоянный вертикальный сдвиг =1U kz  имеем 

1 /dU dz  = k = const. Если 1 /dU dz  является функ
цией от z, то в  систему (13) следует включить 
уравнение =/dz dt w , необходимое для вычисле
ния вертикальной координаты капли z.

Уравнения системы (4) можно записать еще 
в следующем виде

= ξ1 dm

m dt
,
 

= ϕ + ξ −1( )x

du
U u

dt
, = ϕ − − ξz

dw
g w

dt
,

1 1

3
( )

4
gx

x
l

f
C U u

m d

 ρ
ϕ = = − − ρ 

U v , 

1

3
( )

4
gz

z
l

f
C w

m d

 ρ
ϕ = = − − ρ 

U v




,

1 1
1 1

3 3

2 2
gp p

l l g

j

m d d

 ρρ ρ
ξ = = η − = η − ρ ρ 

U v U v


  ρ ,

 
1 1p p pρ = α ρ .

Перепишем полученные уравнения в форме

1

1 dm
ac

m dt
= −U v , = − −1 1( )

du
ab U u

dt
U v ,

  

                          = − − −1 ( )
dw

ab w g
dt

U v ,                   (14)

1/3
3 3 6

2 2
g g

l l l

m
a

d

−ρ ρ  
= =  ρ ρ πρ 

 

   ,
 

= +1

2
b C c ,

 
1= p

g

c
ρ

η
ρ .

Видно, что сомножители a, b с ростом диаметра 
капли, обусловленного захватом мелких частиц, 
уменьшаются. При этом горизонтальная состав
ляющая скорости капли u снижается, а вертикаль
ная составляющая w, наоборот, возрастает по 
абсолютной величине (данный вывод подтвержда
ется численными результатами).

Заметим, что в большинстве случаев в выраже
нии для b второе слагаемое, отвечающее за интен
сивность улавливания аэрозольных частиц 
каплей, становится достаточно малым по сравне
нию с первым, который соответствует силовому 
взаимодействию между каплей и несущей средой. 
Например, в ньютоновом режиме (когда ≅ 0.5C ) 
при не очень большой концентрации частиц и их 
малых размерах (когда 1 /p gρ ρ < 1, δ1, 3η ≅ δ ) 
имеем

1 11 1 1
3

2 4 4
p p

g g

b C
ρ ρ

= + η ≅ + δ ≅
ρ ρ 

.

Сказанное справедливо не только для ньюто
нового режима обтекания капли, но и для общего 
случая, когда C > 0.5. Таким образом, в уравнени
ях движения капли эффект непосредственного 
переноса импульса из аэрозольной смеси в каплю 
за счет захвата частиц намного слабее (при не 
очень концентрированной смеси воздуха с доста
точно мелкими по сравнению с каплей частицами) 
эффекта обмена импульсом, обусловленного си
ловым взаимодействием между каплей и несущей 
средой. В частности, при δ <~ 10–3, 3/ < 10p gρ ρ 

  для 
реализации, к  примеру, условия 2

13 / 10p g
−δρ ρ <   

д о л ж н о  в ы п о л н я т ь с я  с о о т н о ш е н и е 
3

1 1= / < 10p p p
−α ρ ρ  . В рассматриваемом случае из

менением размера капли за счет захвата частиц 
можно пренебречь ( = constd ), тогда выражение 
для параметра a примет следующий компактный 
вид: = 4 / Na l .
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БЕЗРАЗМЕРНЫЕ ПЕРЕМЕННЫЕ 
И ПАРАМЕТРЫ ПОДОБИЯ

Введем безразмерные переменные
= / ( / )Nt t H W , = /x x H , = /z z H , = 0/m m m , 

= / Nu u W , = / Nw w W .

В безразмерных переменных начальные усло
вия (6) запишутся в виде

= 0t , = 0x , = 1z , = 1m , = 0u u , = 0w w .
Диаметр капли вычисляется по формуле

[ ]= = + − 1/3

0/ 1 ( 1) /d d d m R ,
 

/p lR = ρ ρ  .

При этом объемная доля твердой примеси 
в составе капли выражается в виде

/ ( 1) / ( 1 )p pV V m m Rα = = − − + .
С помощью данной формулы можно следить за 

тем, чтобы объемная доля твердого компонента 
в составе капли не превышала некоторой крити
ческой величины <p p

∗α α . В частном случае, когда 
≅ 1R  (или l pρ ≅ ρ  ), из предыдущих формул следует 
≅ 1/3d m , ( 1) /p m mα ≅ − .

Основными параметрами подобия поставлен
ной задачи будут

∆ =
0

pd

d
,
 

p

l

R
ρ

=
ρ





,
 

0

0Re
N

g

g

d Wρ
=

µ



, 
0

g

l

H
P

d

ρ
=

ρ





, 

=
0

H
Q B

d , 1 pB R= α .

Здесь параметры ∆ и R характеризуют интен
сивность захвата частиц каплей и изменение при 
этом размера капли и  объемной доли твердого 
в ней (обычно ∆<<1, R ~ 1). Характерное значение 
числа Рейнольдса 0Re  определяет величину коэф
фициента вязкого сопротивления капли. Пара
метр P отвечает за интенсивность обмена импуль
сом между каплей и газом изза вязкого взаимо
действия. Параметры Q и B определяют интенсив
ность обмена массой и импульсом между каплей 
и  запыленным воздухом изза захвата частиц 
каплей, причем параметр B 1 (изза того, что 
обычно 1 1pα  , а  /p lρ ρ  ~1).

В  случае наличия горизонтального потока 
в число критериев подобия дополнительно вой
дут параметры, характеризующие скорость дан
ного течения. Например, если имеет место ли

нейный сдвиговый поток, то таким параметром 
будет

= 1 / N
HA U W ,

где 1HU   –   скорость горизонтального потока на 
высоте H.

В  случае неравномерного распределения 
мелкодисперсной примеси в воздухе (например, 
по [Turner, 1994]) в число определяющих пара
метров могут вой ти также другие безразмерные 
величины.

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

В качестве примера рассмотрим процесс паде
ния капли воды в запыленном воздухе с мелкодис
персными частицами твердого материала (аэро
зольном облаке) при нормальных условиях (изме
нениями давления, плотности и  температуры 
воздуха по высоте в  соответствии с  принятыми 
допущениями пренебрегается). Значения опреде
ляющих параметров следующие: объемная доля 
твердого компонента аэровзвеси 1 pα  = 0.001, диа
метр частиц pd  = 1 мкм, высота падения капли H 

u 0
 =

 5
 м

/с

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
z−

0
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Рис. 2. Зависимости модуля вектора скорости капли 
дождя от вертикальной координаты при разных на
чальных диаметрах капли: кривая 1 – 125, 2 – 250, 
3 – 500, 4 – 1000 мкм. Штриховые линии – отсут
ствие захвата частиц (но наличие бокового течения), 
штрихпунктирные линии – отсутствие бокового те
чения (но наличие захвата частиц). 
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= 250 м, плотность вещества твердого компонен
та pρ  = 2650 кг/м3 (соответствует, например, дву
окиси кремния или силикатной пыли). Как сле
дует из эмпирических распределений дождевых 
капель по размерам [Marshall, Palmer, 1948], ос
новную долю обычно составляют капли диаме
тром менее 1000 мкм.

Следуя [Ингель, 2012], ограничимся случаем 
стационарного фонового течения с постоянным 
вертикальным сдвигом

=1( )U z Az , =1 1 / NU U W , = 1 / N
HA U W .

Заметим, что для численного решения сфор
мулированной выше сингулярно возмущенной 
задачи было достаточно использовать алгоритмы, 
предусмотренные в математических вычислитель
ных пакетах (в частности, в MATLAB) для числен
ного интегрирования жестких дифференциальных 
уравнений.

Оценки показали, что при заданных параме
трах задачи согласно известным формулам усло
вия деформации поверхности капли не наступают. 
Действительно, при разностях скоростей −1U v , 
не превышающих ~10 м/с, диаметрах капель воды 
d <~ 1000 мкм критерий появления деформации 

>0.85WeRe 165  [Келбалиев, 2011] не реализуется (
2

1We= /g dρ − σU v  –  число Вебера, σ –  коэффици
ент поверхностного натяжения капли).

В  [Ингель, 2012] показано, что воздействие 
сдвигового потока на разность скоростей −1U v  
и, следовательно, на гидродинамическое сопро
тивление становится существенным при устано
вившейся скорости падения капли, удовлетворя
ющей соотношению  1> /( / )W g dU dz . Правая 
часть данного соотношения в  рассматриваемом 
здесь случае принимает довольно большие значе
ния (так как высота образования капель H > ~ 100 м, 
то при горизонтальных скоростях потока менее 
10  м/с  получим = >1 1/ ( / ) / ( / ) 100Hg dU dz g U H ), 
и выполнение вышеуказанного условия затрудни
тельно, поэтому влияние сдвигового потока на 
вертикальную составляющую скорости капли 
достаточно слабое. Этот теоретический вывод 
подтверждается результатами расчетов (см. ниже). 
Заметим, что для выполнения вышеуказанного 
условия расстояние Н должно быть значительно 
меньше, чем рассматриваемые здесь (соответству
ющий пример приведен в [Ингель, 2012]).

Особо следует отметить, что, вообще говоря, 
начальная скорость (скорость капли в начальный 
момент времени) заранее неизвестна. Однако 
если учесть, что горизонтальная составляющая 
скорости капли по предварительным расчетам 
достаточно быстро (по сравнению с общим вре
менем падения капли) достигает скорости фоно
вого течения, то нетрудно догадаться о маловаж
ности начального значения горизонтальной со
ставляющей 0

u  (лишь бы выполнялось физически 
правдоподобное условие 0 ≤ 0u  ≤ 1HU ). То же самое 
касается начального значения вертикальной со
ставляющей скорости капли, поскольку для вер
тикальной скорости процесс релаксации проис
ходит также очень быстро (поскольку уравнение 
движения капли по вертикальной координате 
имеет сингулярно возмущенный характер, см. 
выше). Учитывая эти обстоятельства, для опреде
ленности в расчетах принималось 0u  = 1HU , 0w  = 0 
(характерная скорость фонового течения 

1HU  
бралась равной 5 м/с).

Расчеты показали, что вертикальная составля
ющая скорости капли по абсолютной величине 
w  после резкого увеличения остается постоянной 

в  случае отсутствия захвата мелкодисперсной 
фракции и  незначительно растет по линейному 
закону при его наличии. Причем с увеличением 
начального диаметра капли величина w  также 
возрастает. Различие в поведении w с высотой при 
наличии и  отсутствии захвата частиц наиболее 
ярко проявляется для малых капель, а с увеличе
нием начального размера капель это различие 
заметно ослабевает. Сингулярно возмущенный 
характер поведения скорости w, обсуждаемое 
выше, как и утверждалось, сохраняется и при на
личии захвата частиц. Расчеты подтвердили оцен
ки о малом влиянии горизонтального потока на 
вертикальную составляющую скорости капли при 
данных параметрах задачи.

Горизонтальная скорость капли u меняется 
(от значения 1HU  на высоте H до 0 на поверхности 
земли) в зависимости от x  по параболическому 
закону, а от z  –  линейно. Последнее связано с тем, 
что горизонтальная составляющая скорости кап
ли практически следует боковому течению, т.  е. 

≅ =1 1( ) ( ) Hu z U z U z . Увеличение начального разме
ра капель приводит к  уменьшению величины u 
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в зависимости от x , а на зависимость u от z  поч
ти не влияет. Заметим, что при наличии захвата 
частиц горизонтальная составляющая скорости 
капли, в отличие от вертикальной составляющей, 
наоборот, уменьшается (это обстоятельство под
тверждает полученный выше теоретический вывод 
при анализе уравнений (14)).

На рис. 2 показана зависимость модуля векто
ра скорости капли = + ≡2 2 1/2( )u w vv  от безразмер
ной вертикальной координаты z  (здесь и  далее 
сплошные и  штриховые кривые соответствуют 
наличию и  отсутствию захвата частиц каплей). 
Видно немонотонное поведение изучаемой зави
симости. Сначала вблизи точки старта капли 
( z  = 1) она резко увеличивается. Это связано 
с тем, что вертикальная составляющая скорости 
w по абсолютной величине растет быстрее, чем 
горизонтальная составляющая u падает (вслед
ствие падения 1U  по z, а u, как отмечено выше, 
слабо отличается от U1). Затем после достижения 
максимального значения скорость капли по мере 
дальнейшего ее движения ( z  < 1)  постепенно 
уменьшается до определенного минимального 
значения, достигаемого в  точке падения на по
верхность земли ( z  = 0) и зависящего от началь
ного размера капли. Это объясняется тем, что 
после достижения установившегося значения 
вертикальная составляющая скорости по мере 
движения капли практически не меняется, а го
ризонтальная составляющая при этом уменьша
ется, так что результирующая скорость капли v 
в целом также уменьшается. Следует заметить, что 
с ростом размера капли ее максимальная скорость 
увеличивается, также увеличивается и минималь
ная скорость, достигаемая в  точке падения на 
землю ( z  = 0). С  уменьшением размера капли 
немонотонность поведения зависимости v( z ) 
ослабевает (например, для диаметра капли 0d  
< ~ 250 мкм данное свой ство на рис. 2 малозамет
но). Наличие захвата частиц каплей приводит 
к повышению скорости капли, хотя этот эффект 
с ростом размера капель ослабевает, и при диаме
тре капли 1000 мкм он почти незаметен.

Для сравнения на рисунке показана также за
висимость v( z ) при начальной нулевой скорости 
капли в случае 0d =1000 мкм (пунктирная линия). 
Видно, что задание разных значений начальной 

горизонтальной составляющей скорости капли не 
играет особой роли (при d0 < ~ 1000 мкм влияние 
начальной скорости будет еще меньше). Это свя
зано с тем, что капля, как отмечено выше, доста
точно быстро приобретает скорость сдвигового 
течения. На рис. 2 штрихпунктирными линиями 
показаны скорость капли при отсутствии боково
го течения (но при наличии захвата мелких частиц 
каплей). Заметим, что вблизи поверхности земли 
скорости капли при наличии и отсутствии боко
вого течения совпадают. Очевидно, штриховая 
линия 0, удовлетворяющая уравнению фонового 
сдвигового течения = =1 10 5u U z z  м/с, является 
предельной при уменьшении размера капли.

Резюмируя вышесказанное, важно отметить, 
что даже небольшое горизонтальное течение (с ха
рактерной, как здесь, скоростью ~5 м/с) приводит 
к  существенному изменению поведения резуль
тирующей скорости капли от монотонного увели
чения с последующим выходом на примерно по
стоянное значение при отсутствии горизонталь
ного потока к немонотонному поведению в случае 
его присутствия. Проведенное выше обсуждение 
результатов расчетов показывает, что в целом бо
ковое течение на горизонтальную составляющую 
скорости капли влияет сильно, а на вертикальную 
составляющую практически не влияет (объясне
ние последнему эффекту дано выше с помощью 
проверки условия влияния сдвигового течения на 
вертикальную скорость капли). Важно отметить, 
что значения, к  которым с  течением времени 
стремится вертикальная скорость капли при раз
ных ее размерах, с большой точностью совпали со 
значениями установившейся скорости, получен
ными из решения трансцендентного уравнения (9) 
и представленными на рис. 1. Это обстоятельство 
подтверждает правильность работы алгоритма, 
использованного для численного интегрирования 
системы уравнений движения капли (4).

Анализ зависимостей вертикальной z  и гори
зонтальной x  координат капли от безразмерного 
времени t  показал, что при отсутствии захвата 
частиц координата капли z  меняется линейно 
(связано это с  постоянством скорости падения 
капли), а при наличии захвата частиц зависимость 
z ( t ) незначительно отклоняется от линейного 
закона. Обнаружено, что зависимость x ( t ) с хо
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рошим приближением аппроксимируется пара
болическим законом (это обстоятельство согласу
ется с теоретическим выводом из [Ингель, 2012]), 
например, в случае 0d  = 250 мкм такая прибли
женная зависимость имеет вид

 ≅ − +20.524 2.204x t t .
Рисунок 3 демонстрирует траектории дождевых 

капель с разными начальными диаметрами. Вид
но, что с уменьшением размера дальность проле
та капли растет. Это понятно, поскольку мелкие 
капли быстрее увлекаются горизонтальным пото
ком, чем крупные. Наличие захвата мелких частиц 
приводит к уменьшению дальности пролета кап
ли, что связано в основном с увеличением скоро
сти ее падения. Причем с  ростом начального 
размера капли этот эффект становится менее за
метным. Следует отметить, что расчетные траек
тории капель, как предсказано теорией [Ингель, 
2012], примерно представляют собой параболу.

Более подробные картины поведения зависи
мостей времени достижения земной поверхности 

st  и дальности пролета sx  от начального размера 
капли дождя показаны на рис. 4 (нижний индекс s 
от “surface”). С ростом размера капли величины 

st  и  sx  существенно сокращаются. Это связано 
с тем, что скорость падения крупных капель боль

ше, чем у мелких. Заметно, что в интервале не
больших размеров капель характерные величины 

st  и  sx  уменьшаются довольно быстро, а в диапа
зоне относительно крупных капель они меняются 
достаточно плавно. Наличие захвата мелких ча
стиц каплей приводит к  уменьшению времени 
падения и дальности пролета капли, причем такое 
уменьшение более заметно в случае относительно 
небольших капель с  0d  ~ 250 мкм. С ростом диа
метра капель влияние захвата частиц на время st  
и дальность sx  заметно ослабевает (в частности, 
при диаметре капли 1000 мкм оно почти не замет
но). В  целом, при рассматриваемой объемной 
концентрации дисперсных частиц в аэрозольном 
облаке наличие захвата частиц каплей достаточно 
слабо влияет на величины st  и  sx .

Заметим, что в расчетах наличие горизонталь
ного потока практически не повлияло на характер
ное время st , устанавливаемое в основном верти
кальной составляющей скорости капли (это согла
суется с оценками, приведенными выше). Учитывая 
это обстоятельство, а также то, что при отсутствии 
частиц в  воздухе полное время падения капли 
практически определяется установившейся скоро
стью капли, ≅ /st H W  можно записать упрощенно 

≅ /N
st W W . Проверка показала, что полученная 
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Рис. 3. Траектории капли при разных начальных диа
метрах: кривая 1 – 250, 2 – 500, 3 – 1000 мкм.

Рис. 4. Зависимости полного времени падения st  и 
дальности пролета sx  капли  от ее размера: 1 – st , 
2 – sx .
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формула позволяет с хорошей точностью рассчи
тывать полное время (в безразмерном виде) паде
ния капли. Например, для капли диаметром 
1000  мкм на рис.  1 видно, что ≅ 4.67NW  м/с, 

≅ 3.64W  м/с, тогда имеем значение ≅st 1.28, кото
рое совпадает со значением из рис. 4, и этот факт 
дополнительно свидетельствует о  корректности 
проведенных расчетов и достоверности получен
ных результатов. Очевидно, при увеличении раз
мера капли ее движение приближается к предель
ному ньютоновому режиму, так что, полное время 
падения капли с ростом ее диаметра приближается 
к предельному значению ≅st 1.

Расчеты показали, что объемная доля мелко
дисперсной примеси в составе капли pα  от вер
тикальной координаты зависит практически ли
нейно, увеличиваясь от нуля в  точке старта до 
некоторого максимального значения (зависящего 
от размера капли) на поверхности земли. Величи
на pα  от времени зависит также линейно.

На рис. 5 представлена зависимость от размера 
капли интенсивности выпадения на поверхность 
земли дисперсного компонента, которая опреде
ляется как ps ps s s ps sq V w V w= α = , где psα , 

psV , 
sV , 

sw   –   предельные объемная доля и  сам объем 
твердого компонента в  составе капли, а  также 
объем и скорость капли в момент попадания на 
поверхность (которым отвечает нижний индекс s). 
Очевидно, предельная объемная доля частиц в со
ставе капли psα  может быть выражена также в ви
де /ps ps sq qα = , где =s s sq V w . Заметим, что величина 

psq  имеет размерность м4/с, и  умножение ее на 
концентрацию капель у поверхности земли дает 
общую объемную интенсивность выпадения (или 
объемный поток) мелкодисперсной примеси (ко
торая имеет размерность м/с или м3/(м2 с)), вы
мываемых каплями, т.е. величина psq  представля
ет собой объемный поток дисперсной примеси на 
поверхности, приходящийся на одну каплю. На 
рисунке также показаны зависимости psα  и 

ps ps sV V= α  от 
0d , которые свидетельствуют, что, 

несмотря на значительное снижение предельной 
объемной доли, сам объем дисперсной примеси 
в составе капли растет (приблизительно линейно) 
с  увеличением начального размера капли. При 
этом величина psq  также существенно возрастает. 
Это объясняется тем, что при увеличении размера 

капли рост параметров 
sV  и  sw  превалирует над 

уменьшением psα . В частности, при увеличении 
диаметра капли от 200 до 1000 мкм параметр psq  
повышается более чем в 20 раз. Заметим, что объ
ем частиц, захваченных каплей по отношению 
к объему самой капли (т.е. объемная доля частиц) 
для мелких капель больше, чем в случае крупных 
капель (это обстоятельство согласуется с резуль
татами наблюдений [Chang Jin Ma, Gong Unn 
Kang, 2019]).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследована задача о движении капли дождя 
в атмосфере, содержащем аэрозольные частицы, 
с учетом периода релаксации скоростей и эффек
та захвата частиц каплей, а также влияния сдви
гового течения воздуха, моделирующего подо
блачный ветер. Проанализированы предельные 
стоксовый и  ньютоновый, а  также промежуточ
ный режимы движения капли. Показано, что за
дача о динамике капли дождя в атмосфере отно
сится к  классу сингулярно возмущенных задач, 
описываемых дифференциальными уравнения
ми с малым параметром при старшей производ
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Рис. 5. Зависимости предельной объемной доли αps, 
объема Vps твердого компонента в составе капли и ин
тенсивности выпадения частиц на поверхность зем
ли qps от размера капли: 1 – αps, 2 – Vps, 3 – qps.
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ной. Причем наличие захвата мелкодисперсных 
частиц каплей не меняет сингулярно возмущен
ный характер уравнений движения капли. Дан
ный факт достаточно важен, поскольку, опира
ясь на общую теорию сингулярно возмущенных 
уравнений, которая достаточно хорошо разви
та, можно сделать существенные заключения, 
в частности, об устойчивости вырожденных ре
шений, о характере поведения общего решения, 
о возможности разложения решения в асимпто
тический ряд по малому параметру, о привлече
нии для решения таких уравнений специальных 
алгоритмов и т. п.

Получена расчетная зависимость установив
шейся скорости падения капли от ее размера, ко
торая хорошо согласуется с известными экспери
ментальными и  приближенноаналитическими 
зависимостями.

Установлено, что в случае наличия бокового 
течения модуль вектора скорости капли ведет 
себя немонотонно: сначала она резко увеличи
вается, затем по мере движения капли посте
пенно уменьшается до определенного значения, 
достигаемого на поверхности земли и  завися
щего от размера капли. Оценками и расчетами 
показано, что горизонтальный поток газа (с ха
рактерной скоростью ~5 м/с) достаточно слабо 
влияет на вертикальную составляющую скоро
сти капли.

Приведена зависимость времени достижения 
земной поверхности каплей дождя, а также даль
ности пролета капли от ее начального размера 
при наличии и  отсутствии улавливания аэрозо
льных частиц. Указанные время и дальность про
лета уменьшаются с ростом начального размера 
капель, причем наличие захвата частиц приводит 
к  уменьшению этих параметров. Предложена 
упрощенная формула для приближенного расче
та времени падения дождевой капли.

В целом, хотя влияние захвата частиц из аэро
зольного облака каплей на ее движение незначи
тельное (при концентрациях, рассматриваемых, 
в  частности, в  данной работе), однако в  ряде 
случаев (например, в случае особо опасных при
месей в  аэрозольном облаке) не менее важным 
является изучение закономерностей изменения 
концентрации мелкодисперсной примеси в  со
ставе капли. В этой связи в работе проанализи
рованы зависимости предельной (т. е. достигае
мой у поверхности земли) объемной доли в капле 
и интенсивности выпадения дисперсной приме

си на поверхность земли от начального размера 
капли. Показано, что с  ростом размера капли 
предельная объемная доля частиц в составе кап
ли уменьшается, однако при этом интенсивность 
выпадения вымываемого из аэрозольного облака 
дисперсного компонента, наоборот, существен
но увеличивается.
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Rain Drop Motion in an Atmosphere Containing Aerosols Particles
T. R. Amanbaev*
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A mathematical model is constructed for the dynamics of a raindrop moving in a gravity field through an 
atmosphere containing fine particles, taking into account the processes of relaxation of its velocity and the 
capture of fine particles. It has been established that the equation of motion of a drop in the problem posed 
belongs to the class of singularly perturbed equations, for the integration of which it is necessary to involve 
special algorithms. In the limiting modes of droplet motion, analytical solutions of the problem are obtained 
that describe the dependence of the droplet velocity and coordinate on time. In the complete formulation, 
the solutions of the problem are obtained numerically for different values of the defining parameters. The 
influence of the droplet size on the parameters of its motion in a concentrated aerodispersed mixture has 
been studied. The dependences of the limiting volume fraction of the solid component in the composition of 
the drop and the intensity of the precipitation of particles (washed out by the drop) on the earth’s surface on 
the size of the drop are obtained. Comparison of the calculated, approximateanalytical and experimental 
dependences of the steadystate rate of fall of a drop on its size was carried out, which showed their good 
agreement.

Keywords: drop, aerosols particles, Reynolds number, Stokes regime, Newtonian regime, terminal velocity, 
shear flow
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