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Данная статья является продолжением и обобщением работы автора [6]. Рассмотрена аналогичная 
постановка задачи, но для других видов фоновых течений. В квазигеострофическом описании для 
малых чисел Россби излагается задача об эволюции объема жидкости произвольной формы с од-
нородной потенциальной завихренностью всех частиц вихревого ядра в равнозавихренном фо-
новом потоке – горизонтальном течении с вертикальным сдвигом и равнозавихренном течении 
с баротротропной и бароклинной составляющими. В конечном итоге проблема сводится к инте-
гро-дифференциальному уравнению для эволюции границы вихревого ядра. Исследование этого 
уравнения в безразмерной форме позволяет найти набор безразмерных параметров, определяющих 
условие подобия изучаемых вихрей.
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ВВЕДЕНИЕ
При лабораторном или численном исследова-

нии мезомасштабных вихрей, вихревой изменчи-
вости и т. д. естественно требовать, чтобы изуча-
емые вихревые образования были бы подобны их 
природным аналогам. То есть и в лабораторных 
или численных экспериментах похожим образом 
вели себя со своими морскими аналогами. При 
этом сами течения тоже должны быть подобны-
ми. В данной работе предлагается простая теория 
подобия вихрей на течениях. В статье [6] уже из-
ложена аналогичная задача для частного случая 
фоновых течений – равнозавихренных баротроп-
ных потоков и однородных по потенциальной за-
вихренности вихрей с произвольной начальной 
формой ядра. В данной работе, являющейся есте-
ственным продолжением [6], изучается влияние 
на такие вихревые образования горизонтальных 
течений с вертикальным сдвигом и общего случая 
фоновых потоков, имеющих как баротропную, 
так и бароклинную составляющие.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Следуя работе [6], рассмотрим поведение 

квазигеострофических вихрей в фоновом тече-
нии. Постановочная часть задачи такая же, как 
и в указанной статье. Отличие будет именно в фо-
новом течении. Поэтому на постановочном уров-
не наша работа практически повторяет задачу [6]. 
В качестве фонового течения в нынешней статье 
выберем прямолинейное горизонтальное течение 
с вертикальным сдвигом (простейшая разновид-
ность бароклинного течения), а также равноза-
вихренное течение общего вида с баротропной 
и бароклинной составляющими. Напомним, что 
в вышеупомянутой статье [6] фоновым течением 
являлся баротропный поток.

В квазигеострофическом приближении при 

малых числах Россби Ro = U
fL
 1  (U – характер-

ная скорость изучаемого процесса, L – характер-
ный горизонтальный размер f – параметр Ко-
риолиса) систему уравнений геофизической 
гидродинамики удается свести к уравнению для 
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давления p, где p – превышение давления над ги-
дростатическим давлением покоя. Именно этим 
давлением объясняется движение среды. Давле-
ние p с точностью до множителя связано с функ-
цией тока ψ

ρ
= 1

0 f
, где ρ0 = const – средняя по 

глубине плотность воды. Уравнения для давления 
и функции тока практически совпадают. Выпи-
шем размерное уравнение для функции тока 
в квазигеострофическом приближении:
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Здесь x, y – неподвижные горизонтальные оси 
системы координат, z – вертикальная ось, 
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горизонтальным координатам. Если функция то-
ка ψ(x, y, z, t) найдена, то можно вычислить все 
остальные гидродинамические характеристики 
движения, например, поле скорости (u, v, w):
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При этом уравнение (1) учитывает только гео-
строфическую часть горизонтального движения, 
о чем свидетельствуют первые два соотношения 
(2). Негеострофическая компонента скорости 
в этой постановке мала – порядка O(Ro) и из 
приближения (1) получена быть не может.

Уравнение (1) утверждает, что величина

 σ ψ ψ= + ∂
∂
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 (3)

с той же точностью порядка является лагранже-
вым инвариантом и переносится вместе с движу-
щейся жидкой частицей. Так же, как и в [6], рас-
смотрим простейшую модель вихря. Представим, 
что вихрь состоит из вихревого ядра и внешней 
жидкости, захваченной во вращательное движе-
ние вихревым ядром. Вихревое ядро представляет 
собой водяной мешок с жидкой свободно дефор-
мируемой границей, внутри которой содержится 
вода с потенциальной завихренностью σin, отли-

чающейся от потенциальной завихренности σout 
внешней фоновой жидкости. Для простоты обе 
величины σin и σout будем считать постоянными, 
равно как и частоту Вяйсяля–Брента. Обозначим 
σ = σin – σout перепад потенциальной завихренно-
сти между ядром вихря и фоновой жидкостью.

Закон (3) позволяет выписать распределение 
потенциальной завихренности в пространстве 
в виде простого соотношения
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объемный оператор Лапласа в пространстве 
x y z V, , ,( )  – деформируемая область простран-

ства, которую занимает вихревое ядро и эволю-
цию которой следует определить в процессе ре-
шения в “растянутом” пространстве x y z, ,( ). При 
отсутствии вихря во всем пространстве наблюда-
ется однородное распределение потенциальной 
завихренности:
 ∆ψ σ= out .  (5)

Отметим, что оператор Лапласа по горизон-
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только вертикальную компоненту ротора скоро-
сти ∆h zuψ = rot

  от горизонтальных течений. 
В случае горизонтального течения с вертикаль-
ным сдвигом
 

u z= ( )Γ , , ,0 0  (6)
где ось x направлена по вектору течения, ротор 
скорости имеет только горизонтальную компо-
ненту. Соответствующая течению (6) функция 
тока остается линейной по z, поэтому при 
N
f

= const  оператор ∂
∂

∂
∂z

f

N z

2

2

ψ  тоже не дает вкла-

да в потенциальную завихренность (3). В резуль-
тате получаем σout = 0. Выбором бароклинного те-
чения (6) данная работа отличается от работы [6], 
в которой изучалось воздействие на вихри ба-
ротропных потоков.

Аналогично течению (6), в заключительной 
части работы будут обобщены результаты по из-
учению подобия вихрей в равнозавихренных те-
чениях общего вида – суперпозиции течения (6) 
и равнозавихренного баротропного потока:
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 

u z ex y z x eyx y= + − + −( )Γ Γγ γ, , ,0  (6a)

где (x, y, z) – “удобная” по горизонтальным со-
ставляющим система координат с определяющи-

ми параметрами, γ = 1
2

rotz fu
  – угловая скорость 

вращения жидких частиц в фоновом течении, e – 
коэффициент деформации фонового течения. 
В плоском варианте такая система координат бы-
ла использована в работе [18] для описания эво-
люции вихрей Кирхгофа в плоских равнозавих-
ренных потоках. Если обозначить φ как угол 
между направлением течения со сдвигом и поло-
жительным направлением оси x выбранной си-
стемы координат (x, y, z), то параметры Γx и Γy вы-
разятся через сдвиг Γ: Γx = Γcosφ, Γy = Γsinφ. 
Таким образом, течение общего вида (6а) описы-
вается в рамках четырех определяющих параме-
тров (e, γ, Γ, φ), первые три из которых (e, γ, Γ) име-
ют одинаковую размерность c–1, а последний 
φ – безразмерный.

Подробно рассмотрим течение (6) как фоно-
вое течение. При наличии вихря возмущение ψv 
функции тока течения, связанное с вихрем, под-
чиняется уравнению
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Здесь для краткости записи введено σ = σin.
Интересно отметить, что, несмотря на нели-

нейность исходного уравнения (1) в эйлеровой 
постановке, его интерпретация в полулагранже-
вом варианте в виде закона сохранения потен-
циальной завихренности у движущихся частиц 
(4) оказывается линейной. Это позволяет рас-
сматривать суперпозицию фонового течения (6) 
и взаимодействующего с этим течением вихря (7) 
как решение исходного уравнения. С физической 
точки зрения это возможно из-за того, что функ-
ция тока с точностью до постоянного множителя 
совпадает с давлением, а при суперпозиции двух 
течений общее давление является суммой их ин-
дивидуальных давлений.

Уравнение (7) с точностью до обозначений со-
впадает с задачей определения гравитационного 
потенциала [16] однородного по плотности тела 
формы. Задача (7) решается в общем случае для лю-
бой формы ядра V в пространстве x y z, ,( ) [5, 13, 16]:
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В том числе, соотношение (8) остается справедливым и при меняющейся во времени форме ядра. 
Поэтому параметрическая зависимость ψv x y z t, , ,( ) от времени t скрыта именно в переменной форме 
ядра.

Пользуясь функцией тока ψv, согласно (2), можно найти поле геострофических компонент течения:
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В соотношения (8), (8а), (8б) явным образом вхо-
дит размерный параметр σ и неявным образом – 
размеры области интегрирования. Обозначим 
a, b – горизонтальные размеры области V и c  – ее 
вертикальный размер. Таким образом, в (8), (8а), 
(8б) содержатся четыре размерных параметра. 
Уточним, что задача (7) поставлена в “растяну-

том” в N
f

 раз по вертикали пространстве, поэто-
му вертикальный размер области интегрирова-

ния c в физическом пространстве и “растянутом” 

пространстве связаны равенством c N
f

c= .
Согласно математическим свойствам реше-

ния (8) уравнения (7), соотношение (8) непрерыв-
но вместе с первыми пространственными про-
изводными [16]. Это, в свою очередь, означает, 
что поле давления вместе с полем геострофиче-
ских течений тоже непрерывно. Непрерывность 
поля давления автоматически удовлетворяет 
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 динамическому условию на поверхности вихре-
вого ядра, где существует разрыв потенциальной 
завихренности между ядром вихря и окружаю-
щей внешней жидкостью. Отметим, что на этом 
этапе кинематическое условие на той же поверх-
ности еще не выполнено.

Запишем уравнение границы ядра как функ-
цию пространственных координат и времени 
F(x, y, z, t) = 0. В кинематическом условии на по-
верхности вихревого ядра
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. В результате в нашем ква-

зигеострофическом приближении кинематиче-
ское условие с точностью O(Ro) (равно как и точ-
ность основного уравнения (1)) примет вид
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Тот факт, что в кинематическое условие в форме 
(10) не входит вертикальная скорость, имеет свои 
последствия. Поскольку (9) и (10) совпадают при 
w ≡ 0, это означает, что трансформация ядра вих-
ря по вертикали связана исключительно с гори-
зонтальными движениями. Отсюда получаем два 
эффекта: первое, ядро объемного вихря “зажато” 
между двумя неподвижными горизонтальными 
плоскостями, т. е. вертикальный размер ядра не 
меняется (с точностью до O(Ro)); второе, пло-
щадь горизонтального сечения ядра при его де-
формации течением (6) на любом горизонталь-
ном уровне сохраняется в той же точности.

Перейдя в подвижную систему координат 
с началом в центре масс ядра вихря, движущую-
ся со скоростью (u0, v0), получим интегро-диф-
ференциальное уравнение эволюции границы 
F(x, y, z, t) = 0 вихря (7), приспособленное под це-
ли описания деформации вихревого ядра:

 ∂
∂

+ +( ) ∂
∂

+ ∂
∂

=F
t

z u
F
x

u
F
yv vΓ 0.  (11)

Задача о поведении равнозавихренного вихре-
вого ядра в бароклинном потоке свелась к задаче 
об эволюции его ядра. Решение (11) в любой мо-
мент времени t полностью определяет форму ядра 

вихря F(x, y, z, t) = 0 и позволяет с помощью соот-
ношений (7)–(8) найти все остальные характери-
стики вихря. Уравнение (11) описывает все эффек-
ты, которые могут произойти с вихрем на течении, 
а также без течения, если убрать из (11) член Γz. 
К эволюции вихря относится описание устойчи-
вости или неустойчивости, при небольшой моди-
фикации взаимодействие вихрей и их возможное 
слияние и т. д. Однако аналитическое исследова-
ние интегро-дифференциального уравнения (11) 
затруднительно. А вот обезразмеривание и постро-
ение на его основе теории подобия возможно (см., 
например, работы [1, 2, 15]). Это и является пред-
метом исследования в данной работе.

В соотношение (11) входят следующие размер-
ные определяющие параметры: присутствующие 
явным образом Γ, σ (с размерностью c–1) и неяв-
ным образом a, b, c  (с размерностью метр). Из 
этих пяти размерных параметром можно соста-
вить три независимых безразмерных параметра: 
Γ
σ

 – отношение сдвига скорости фонового тече-

ния к величине потенциальной завихренности 
вихревого ядра, отношение горизонтальных раз-
меров a

b
 и отношение вертикального размера c  

к характерному горизонтальному размеру L. Ха-
рактерный горизонтальный размер L связан с го-
ризонтальными размерами вихревого ядра a, b 
и будет выбран позже.

На этом этапе статьи уместно обсудить геоме-
трические свойствах математически подобных 
фигур применительно к форме вихревого ядра. 
Прежде всего, понятно, что геометрически по-
добными следует считать фигуры, отличающиеся 
друг от друга только различным масштабирова-
нием. При этом внешние размеры ядер – гори-
зонтальные a, b и вертикальный c  у двух подоб-
ных вихрей связаны условиями подобия: 
безразмерные параметры a

b
 и c

a
 (или c

b
) одного 

вихря должны совпадать с аналогичными параме-
трами другого вихря. Это условие обязательно, но 
строго для геометрического подобия фигур недо-
статочное. Например, возьмем две фигуры с оди-
наковыми внешними размерами a, b, c. У одной 
из них изменим форму, не затрагивая внешних 
размеров. В результате условия равенства безраз-
мерных параметров подобия a

b
 и c

a
 выполнятся, 

но фигуры с математической точки зрения по-
добными не будут. Поэтому, строго говоря, усло-
вия совпадения соответствующих параметров a

b
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и c
a

 двух вихрей не являются математическим 

признаком геометрического подобия. Однако 
 если упомянутое условие не выполнено, то две 
фигуры точно не являются подобными. С другой 
стороны, в лабораторном эксперименте трудно 
создать начальный вихрь сложной формы. Обыч-
но это осесимметричные вихри с двумя размера-
ми – горизонтальным и вертикальным. Для таких 
вихрей указанный способ вполне соответствует 
физическим требованиям и очень прост в ис-
пользовании. Поэтому строгое понятие геоме-
трического подобия, которое формулируется на 
уровне слов, мы из практических соображений 
заменим на более легкие и простые в математиче-
ской формулировке соотношения равенства без-

размерных параметров a
b

 и c
a

 или их аналогов.

К геометрическим условиям подобия также 
следует отнести начальную ориентацию вихря 
относительно фонового течения. Это условие, 

Само уравнение границы F x y z, , , τ( ) = 0 мож-
но сразу считать безразмерным. В полученное 
безразмерное интегро-дифференциальное урав-
нение (12) входит явным образом безразмерный 
параметр Γ

σ
 и неявно уравнение зависит от фор-

мы границы вихря, т. е. от дополнительных гео-
метрических характеристик. Если формы двух 
вихрей геометрически подобны, то для них обяза-
ны совпадать числа a

b
 и c

L
. С другой стороны, со-

впадение для вихрей двух безразмерных чисел a
b

  

и c
L

 еще не означает их геометрическое подобие. 
Они могут отличаться в тонкостях, оставаясь по-
добными при грубом рассмотрении.

Если два вихря геометрически подобны 
(в строгом математическом смысле) в начальный 
момент времени, т. е. для каждого из них соответ-

ствующие параметры Γ
σ

, a
b

 и c
L

 совпадают, то 
интегро-дифференциальные уравнения, описы-
вающие эволюцию каждого из них вместе с рав-
ноценными начальными условиями, окажутся 
тождественно одинаковыми. Следовательно, по-
ведение вихрей во времени и пространстве будет 
тоже подобным. Последние два числа a

b
 и c

L
 свя-

заны с геометрическим подобием вихрей. Кроме 
условий на размеры, здесь следует отметить еще 
одно условие геометрического подобия – поло-
жение вихрей относительно фонового течения 
тоже должно быть одинаковым в начальный мо-
мент времени. Обычно ориентация твердого тела 
в пространстве описывается тремя углами – либо 
углами Эйлера, либо углами Кардана. Для жидко-
го деформируемого тела произвольной формы 
этот подход непродуктивен, хотя бы из тех сооб-
ражений, что выбор сопутствующей системы 

 ∂
∂

+ +





∂
∂

+ ∂
∂

=F
z u

F
x

v
F
yv vτ σ

Γ
 0 ,  (12)

 u
y y dx dy dz
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V

=
− ′( ) ′ ′ ′

− ′( ) + − ′( ) + − ′( )





′∫∫
1
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

 

∫∫ ,  (12a)

 v
x x dx dy dz

x x y y z z

v V
=

− ′( ) ′ ′ ′

− ′( ) + − ′( ) + − ′( )





′∫∫
1

4
2 2 2

3π


 

∫∫ .  (12б)

понятное на словах, математически выражается 
в виде одинаковых начальных условий в безраз-
мерном виде. Наконец, должно быть освеще-
но и подобие самих фоновых течений. Для ба-
ротропного случая это излагалось в работе [6]. 
В настоящей статье, в силу специфики выбран-
ного фонового потока в виде прямолинейного го-
ризонтального течения с вертикальным сдвигом, 
эта проблема отпадает сама собой – все такие те-
чения подобны. Тем не менее все условия подо-
бия следует исследовать в безразмерной поста-
новке задачи, что и будет сделано.

ОБЕЗРАЗМЕРИВАНИЕ
Перейдя к дифференцированию по безразмер-

ному времени τ = σt и безразмерным координатам 
x x L= , y y L= ,  z z L= , а также к интегриро-
ванию в выражения скоростей (uv, vv) (8а), (8б) 
по тем же безразмерным переменным x y z, ,   вы-
пишем уравнение (11) в безразмерном виде
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 координат для деформирующегося тела слож-
ной формы неоднозначен и не несет каких-то 
важных физических причин. Поэтому условие 
одинаковой ориентированности ядра вихря 
в течении мы отнесем к начальным условиям за-
дачи и далее это условие мы обсуждать не будем. 
Тем не менее в более простых ситуациях, напри-
мер, при изучении деформации эллипсоидаль-
ных вихрей, где выбор сопутствующей системы 
координат, связанной с вихрем, очевиден, во-
прос об эволюции углов ориентации правомо-
чен и имеет сам по себе самостоятельное значе-
ние [13, 23].

Итак, нами показано, что параметры подобия 
поведения квазигеострофических вихрей в гори-
зонтальных фоновых течениях с вертикальным 

сдвигом – это безразмерное число Γ
σ

 и геометри-

ческое подобие границ вихревых ядер в виде чи-
сел a

b
 и c

L
 в начальный момент времени, вклю-

чая начальную ориентацию ядер вихрей по 
отношению к фоновому течению. В таком общем 
подходе геометрическое подобие выглядит не-
сколько незавершенным, поскольку в исходное 
уравнение сохранения потенциального вихря (1) 
в безразмерном виде входит число Бургера, кото-
рое на этом этапе рассуждений в выводах подобия 
отсутствует. Естественно предположить, что чис-
ло Бургера каким-то образом неявно фигурирует 
в условиях геометрического подобия.

В общем случае выпуклое овальное 3D-ядро 
имеет три размера – два горизонтальных a и b 
(для определенности a > b) и один вертикальный: 
в физическом пространстве (x, y, z) этот размер 
обозначим как c, а в “растянутом” по вертикали 
пространстве (x, y, z), в котором выписано иссле-
дуемое уравнение (11), этот же размер будет 

c
N
f

c= . Из трех размерных параметров a, b и c  

можно скомпоновать два безразмерных пара-
метра: отношение горизонтальных размеров (па-
раметр горизонтальной вытянутости)

 ε = a
b

 (13)

и отношение вертикального размера к характер-
ному горизонтальному размеру L ab=

 K
c

ab
=



.  (14)

Характерный горизонтальный размер в форме 
L ab=  нами выбран из соображений удобства, 

поскольку в частном случае эллипсоидального 
ядра для описания безразмерной вертикальной 
характеристики ядра из теории автоматически 
следует соотношение (14) [12]. В (13) и (14) a и b 
горизонтальные полуоси, а c  вертикальная полу-
ось эллипсоида в растянутом пространстве. В ис-
ходной работе [12] параметр K трактовался как 
параметр вертикальной сплюснутости. Интерес-
но отметить, что параметр K одновременно явля-
ется и числом Бургера. Действительно, если вве-
сти в рассмотрение радиус деформации Россби 

L
N
f

cR =  и характерный горизонтальный размер 

ядра L ab= , то K
c

ab

L
L
R= =

 , что полностью 

соответствует определения числа Бургера Bu. По-
скольку исследования в нашей системе коорди-
нат должны стыковаться с аналогичными иссле-
дованиями для эллипсоидальных вихрей и с их 
удобными наклоненными системами координат, 
то более правильно параметр K называть числом 
Бургера.

Итак, в основном уравнении (12) определи-
лись следующие безразмерные числа подобия: 
Γ
σ

, ε, K. Первый из них Γ
σ

 характеризует относи-

тельную интенсивность вертикального сдвига 
скорости фонового течения по отношению к по-
тенциальной завихренности ядра (мощности вих-
ря). Параметры ε, K описывают геометрическое 
подобие вихревых ядер. За кадром осталось усло-
вие одинаковой ориентированности вихря по от-
ношению к фоновому течению, которое входит 
в одинаковые начальные условия задачи. Инте-
ресно отметить, что параметр подобия для фоно-
вых течений не возник в процессе исследования. 
Это означает, что рассматриваемые фоновые те-
чения самоподобны.

В частном случае осесимметричных вихрей на 
начальный момент времени (вихрей, близких по 
геометрии к круглым в плане вихрям с радиу-
сом R) параметр ε = 1 фиксирован и выпадает из 

набора чисел подобия, при этом K
N
f

c
R

= =Bu
 . 

В результате остаются два числа подобия Γ
σ

 и K.

Неограниченное увеличение параметра K рав-
носильно переходу от 3-бароклинных вихрей 
к плоскому случаю вихревых движений. При этом 
параметр K также выбывает из общего набора 
 чисел подобия. Оставшиеся числа подобия Γ

σ
, ε 

описывают вихри больших по числу K вертикаль-
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ных размеров. И хотя само число K выпало из на-
бора интересующих нас параметров, условие, что 
K должно быть большим, никуда не делось. Если 
же в этих условиях больших K изучать эволюцию 
первоначально осесимметричных вихрей, то 

остается только один параметр подобия Γ
σ

.

Итак, при изучении эволюции бароклинных 
вихрей в горизонтальных течениях с вертикаль-
ным сдвигом выявлен набор из трех параметров 
Γ
σ

, ε, K, определяющих подобие рассматриваемых 

явлений. Для первоначально осесимметричных 
вихрей их останется два – Γ

σ
, K. Наконец, важен 

случай поведения первоначально баротропных 
вихрей (захватывающих всю водную толщу, или 
для K → ∞) в тех же течениях. Здесь параметр K 
выпадает из рассмотрения. Оставшиеся Γ

σ
, ε яв-

ляются параметрами подобия для вихрей более 
сложной формы, чем осесимметричный вихрь, 

и параметр Γ
σ

 – для первоначально осесимметир-
ных вихрей в тех же ограничениях на K → ∞.

Задача о поведении вихря с ядром эллипсо-
идальной формы в равнозавихренных течениях 
решается точно в рамках квазигеострофического 
подхода уравнения (1) с учетом кинематическо-
го и динамического условий на границе ядра [5, 
12, 13, 22, 23]. В общем случае это произвольно 
ориентированные в пространстве вихри на фоне 
равнозавихренных течений. Однако сразу следу-
ет ограничить условия применимости этих задач 
к условиям Земли. Дело в том, что из-за больших 
горизонтальных размеров такие вихри не могут 
иметь большой угол наклона. При больших углах 
наклона их периферийные части рискуют “вы-
сунуться” из океана. Поэтому два главных на-
правления осей эллипсоида должны быть почти 
горизонтальными (назовем их условно горизон-
тальными), а последняя ось должна быть почти 
вертикальной (назовем ее условно вертикаль-
ной). Решения задачи для функции в сопутству-
ющей системе координат – следующие:

 ψ σ
µ µ µλ
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Здесь  x y,  – условно горизонтальные оси коор-
динат, направленные по главным осям эллипсои-

да, z N
f

z=  – растянутая в N
f

 раз условно верти-

кальная ось системы координат. a, b – условно 
горизонтальные полуоси эллипсоида, c – его ус-

ловно вертикальная полуось, c N
f

c=  – растяну-

тая в N
f

 раз условно вертикальная полуось. 

В данном соотношении (15) параметр σ – превы-
шение потенциальной завихренности вихревого 
ядра над потенциальной завихренностью фона 
(сохраняющаяся величина). В общем случае по-
луоси a, b, c могут зависеть от времени. Главные 
направления эллипсоида со временем также мо-
гут изменяться, поэтому сопутствующая система 
координат   x y z, ,( )  может поворачиваться, а фор-
ма вихревого ядра в этой системе координат мо-
жет также меняться, оставаясь эллипсоидом.

Нижний предел λ η x y, ,( )  в интеграле (15) – 
положительный корень кубического уравнения

   



x

a

y

b

z

c

2

2

2

2

2

2
1

+
+

+
+

+
=

λ λ λ
 (16)

также может эволюционировать со временем из-
за поворота сопутствующей системы координат 
относительно осей неподвижной исходной си-
стемы координат, в которой выписано решение 
(15). Для пространства внутри ядра вплоть до его 
границы следует положить λ = 0. В покоящемся 
на бесконечности океане ядро вихря вращается 
без деформации формы вокруг вертикальной оси. 
Частицы внутри ядра движутся быстрее враще-
ния формы ядра. Детали можно найти в работах 
[5, 25, 12, 22, 23, 18].

Для эллипсоидального вихря в фоновом пото-
ке (6) были выписаны уравнения для эволюции 
полуосей a, b, c  и трех углов ориентации эллип-
соида в пространстве. Это громоздкие уравнения, 
которые для краткости мы здесь не приводим, 
а воспользуемся выводами и анализом этих работ. 
В частности, в работе [13] рассматривалась упро-
щенная постановка задачи о поведении эллипсо-
идальных вихрей в потоках, аналогичных (6), при 
первоначально малых углах наклона главного се-
чения эллипсоида с горизонтальной плоскостью. 
Одним из интересных выводов был вывод о том, 
что в рассмотренных вариантах параметров вихря 
с выбранными начальными условиями каче-
ственно поведение всех вихрей сводилось 
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к  следующему. С точки зрения эволюции длин 
полуосей эллипсоидального вихревого ядра 
и ориентации в пространстве в общем случае на 
начальном этапе вихрь вел себя квазипериодиче-
ски по своим размерам и довольно сложным об-
разом по ориентации. Затем вращение формы 
ядра прекращалось, и далее вихрь монотонно 
и неограниченно вытягивался вдоль течения, од-
новременно становился тоньше по вертикали 
и практически не менялся в горизонтальном пер-
пендикулярном течению направлении. В резуль-
тате вихрь вытягивался в структуру, похожую на 
ленту, ориентированную практически горизон-
тально вдоль течения с очень маленькой верти-
кальной толщиной. Этот процесс похож на фор-
мирование тонкой по вертикали структуры 
ленточной формы. Одновременно процесс обра-
зования из вихря тонкой структуры фактически 
связан с уничтожением вихря течением. Дело 
в том, что при построении теории пренебрегли 
рядом физических эффектов. В теории отсутству-
ет вязкость, диффузия, которые значительны при 
больших градиентах свойств. А именно это явле-
ние и должно сопровождать вытягивание вихрей. 
Сильно вытянутый вихрь теряет вихревые свой-
ства и становится тонкой структурой. При этом, 
конечно, сохранялись объем ядра, площадь сече-
ния на любом горизонтальном уровне. Верхняя 
и нижняя точки ядра скользили по двум фикси-
рованным горизонтальным поверхностям. Такое 
поведение оказалось гораздо сложнее движения 
твердого недеформируемого эллипсоидального 
тела.

В указанных работах численно определялось 
и время наступления процесса вытягивания T, 
которое трактовалось как время жизни вихря. 
Следует ожидать, что при каких-то условиях вы-
тягивание не наступает. Границы различного по-
ведения вихрей не исследовались. Однако авторы 
для выбранного начального значения параметра 
K и параметра вытянутости ε ≥ 1 вблизи практи-
чески круглых в плане вихрей показали, что по 
истечении некоторого времени вихри неограни-
ченно вытягиваются. При этом обнаружена связь 
безразмерного времени жизни вихря σT и пара-

метра Γ
σ

 в виде степенного соотношения

 σ
σ

δT C= 





Γ
.  (17)

Для начальных параметров ε = 1.5 и K = 0.25 
определены значения C = 4.5 и δ = 2.52. Соглас-
но нашим соображениям, для других начальных 
условий следует ожидать, что указанные величи-

ны будут являться функциями ε и K: C = C(ε, K) и 
δ = δ(ε, K). Задача их определения здесь не изуча-
ется и будет рассмотрена в отдельной работе. Так-
же возможен вариант поведения вихрей, когда 
вытягивание вообще не наступает. Это свойство, 
оставшееся за кадром в работе [13], тоже требует 
самостоятельного исследования и здесь не осве-
щается.

Обнаруженное в работе [13] явление трансфор-
мации эллипсоидальных вихрей в тонкую лен-
точную структуру под действием горизонтальных 
течений с вертикальным сдвигом, по-видимому, 
может быть ожидаемым и для вихрей овальной 
формы, а также для вихрей с более сложной фор-
мой ядра. Мы надеемся, что критерии наступле-
ния режима вытягивания, а также времена жизни 
вихрей в этом случае качественно будут соответ-
ствовать получаемым соотношениям для эллип-
соидальных вихрей.

Различного рода обобщения, приложения 
теории эллипсоидальных вихрей к реальному 
океану и вопросы, касающиеся деталей поведе-
ния вихрей как в теоретическом, лабораторном, 
так и в практическом экспедиционном аспектах 
развивались в достаточно большом наборе задач 
[3–5, 7, 8–11, 13, 14, 17, 19–25]. Список далеко 
не полный.

ОБОБЩЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 
НА СЛУЧАЙ РАВНОЗАВИХРЕННЫХ 

ТЕЧЕНИЙ С БАРОТРОПНОЙ 
И БАРОКЛИННОЙ СОСТАВЛЯЮЩИМИ
Интересно сравнить условия подобия вихрей 

на баротропных и бароклинном течениях типа. 
Как следует из работы [6], подобие квазигеостро-
фических вихрей в баротропных течениях в об-
щем случае описывается четырьмя безразмерны-

ми параметрами σ γ ε
e e

K; ; ;





. Напомним, что 

здесь γ = 1
2

rotz fu
  – угловая скорость вращения 

жидких части в фоновом течении, e – коэффици-
ент деформации фонового течения. В результате 
из-за того, что баротропное течение описывается 
двумя параметрами одинаковой размерности 
(м–1) и такой же размерности – потенциальная 
завихренность ядра σ, из трех размерных пара-
метров γ, e и σ можно составить две независи-

мых безразмерных комбинации σ γ
e e

;






, в то вре-

мя как для вихря в бароклинном течении данной 

статьи возникает только одна комбинация Γ
σ

. 
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 Остальные безразмерные числа ε и K в двух поста-
новках совпадают. В результате для описания 
вихрей на баротропных течениях требуется на 
один больше безразмерных параметров, чем для 
аналогичных вихрей в бароклинном потоке (6).

Если же усложнить задачу, рассмотрев поведе-
ние вихря в горизонтальном потоке общего 
 типа – с баротропной и бароклинной состав-
ляющими (6а), то количество размерных опреде-
ляющих параметров, описывающих течение, уве-
личится до трех – γ, e и Γ. Такую же размерность 
имеет потенциальная завихренность ядра σ. В ре-
зультате из набора четырех одинаково размерных 
чисел можно составить три независимых безраз-

мерных параметра, например σ γ γ
e e

; ;
Γ






. Доба-

вив к ним два безразмерных геометрических па-
раметра ядра ε и K, получим набор из пяти 

безразмерных чисел σ γ γ ε
e e

K; ; ; ;
Γ






, описываю-

щих подобие вихрей на течениях общего вида. 
Кроме того, “удобная” система координат, в ко-
торой наиболее просто изучать воздействие ба-
ротропных течений на вихри, и система коорди-
нат для бароклинного течения (6) в нашей 
ситуации могут оказаться повернутыми вокруг 
вертикальной оси на некоторый угол φ (безраз-
мерная величина). В результате этот угол должен 
быть добавлен к вышеупомянутому набору 

σ γ γ ε ϕ
e e

K; ; ; ; ;
Γ







 чисел подобия. Это максималь-

но возможный набор чисел подобия. Следует сра-
зу отметить, что если рассматривать задачу по-
строения теории подобия в рамках исходного 
уравнения (1) с начальными условиями на форму 
вихревого ядра, то в безразмерной формулировке 
условие на угол φ выполняется автоматически. 
Поэтому реальными условиями подобия останет-

ся набор σ γ γ ε
e e

K; ; ; ;
Γ







 из пяти безразмерных 

параметров. В любых других частных случаях ко-
личество безразмерных чисел уменьшится. На-
пример, если начальные вихри осесимметрич-
ные, то из набора выпадает ε и достаточен набор 

σ γ γ
e e

K; ; ;
Γ







. Если отказаться от осевой симме-

трии относительно вертикали, но рассматривать 
вихри большого вертикального размера (большие 
K, то K выпадет из набора, останутся числа подо-

бия σ γ γ ε
e e

; ; ;
Γ






. Наконец, если изучать осесим-

метричные и одновременно большие по вертика-

ли вихри, то получим набор σ γ γ
e e

; ;
Γ






. Обычно 

для условий океана и атмосферы параметр γ
Γ

 мал 

и, согласно теории подобия, тоже может выпасть 
из общего рассматриваемого набора чисел. Одна-
ко это высказывание требует отдельного рассмо-
трения.

Отметим, что подход с обобщением фоново-
го течения (6а) приведет к похожему с (11) инте-
гро-дифференциальному уравнению

 

∂
∂

+ + − +( ) ∂
∂

+

+ + − +( ) ∂
∂

=

F
t

z ex y u
F
x

z x ey u
F
y

x v

y v

Γ

Γ

γ

γ 0 ,
 (18)

в котором скорости uv и uv описываются преж-
ними интегралами (8а), (8б). Соотношение (18) 
позволяет формализовать выводы, изложенные 
выше. Однако, поскольку в уравнение (18) зало-
жены все размерные определяющие параметры, 
то гораздо проще применить теорию размерно-
сти. Именно это и сделано выше. Результаты, 
естественно, совпадают.

ВЫВОДЫ
В данной работе построена теория подобия 

для равнозавихренных (в смысле потенциальной 
завихренности) объемов жидкости произвольной 
формы в фоновых горизонтальных течениях 
с вертикальным сдвигом. Показано, что макси-

мальный набор Γ
σ

ε; ; K






 состоит из трех чисел 

подобия. Первое описывает мощность вихря отно-
сительно сдвига течения. Два других (ε; K) – геоме-
трические параметры подобия. Первое ε связано 
с удлинением ядра вихря по горизонтали. Послед-
нее K описывает сплющенность ядра вихря по вер-
тикали, причем K совпадает с числом Бургера.

Во всех частных случаях количество чисел по-
добия уменьшается. Например, если в начальных 
условиях вихри осесимметричны относительно 
вертикали, то набор чисел подобия состоит их 

двух чисел Γ
σ

; K






. Если начальные вихри имеют 

большой вертикальный размер (большие значе-
ния K или же исходные вихри баротропные), но 
не осесимметричны, то из набора чисел подобия 
выпадет параметр K и общее количество парамет-

ров подобия составят два числа Γ
σ

ε;





. Наконец, 
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если исходные вихри одновременно осесимме-
тричны и с большими вертикальными размера-

ми, то останется только одно число подобия Γ
σ

.

Условия подобия вихрей в чисто баротропных 
течениях изучены в работе [6] и здесь подробно не 
излагаются.

Для тех же вихрей в течениях общего вида, со-
стоящих из баротропной и бароклинной состав-
ляющих (бароклинная составляющая – горизон-
тальное течение с вертикальным сдвигом), 
количество чисел подобия значительно увели-

чится, их станет шесть штук σ γ γ ε ϕ
e e

K; ; ; ; ;
Γ







. 

Первое число σ
e

 описывает относительную мощ-

ность вихря. Два следующих числа γ γ
e

;
Γ







 и угол 

φ относятся к подобию составляющих для фоно-
вых течений (баротропной и бароклинной частей 
течения). Последние два параметра (ε; K) описы-
вают геометрическое подобие вихревых ядер, 
причем параметр подобия K совпадает с числом 
Бургера. Следует отметить, что ограничение на 
параметр φ автоматически учитывается в началь-
ных условиях задачи, поэтому здесь мы будем 
считать, что условие на φ выполнено и сам пара-
метр φ в нашей постановке несущественный. Тем 
не менее при моделировании поведения вихрей 
в течениях общего вида он должен быть учтен. 
Далее угол φ не будет рассматриваться как одно 
из чисел подобия.

В частных вариантах количество безразмер-
ных параметров, участвующих в описании подо-
бия, уменьшается. Так, если исходные вихри осе-
симметричны, то набор чисел подобия 

следующий – σ γ γ
e e

K; ; ;
Γ







. Если исходные вихри 

неосесимметричны, но больших вертикальных 
размеров или они баротропны (что означает боль-
шие значения K), то набор параметров подобия 

также составят четыре числа σ γ γ ε
e e

; ; ;
Γ






. Нако-

нец, если исходные вихри и осесимметричны, 
и больших вертикальных размеров (или ба-
ротропны), то набор чисел подобия минимален 

σ γ γ
e e

; ;
Γ







 и фактически связан с относительной 

мощностью вихря и подобием фоновых течений.
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THE SIMILARITY OF QUASI-GEOSTROPHIC VORTICES AGAINST 
THE BACKGROUND OF HORIZONTAL CURRENTS WITH VERTICAL 

SHEAR AND GENERAL-TYPE CURRENTS WITH BAROTROPIC 
AND BAROCLINIC COMPONENTS
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This article is a continuation and generalization of the work “On the similarity of quasi-geostrophic vortices 
against the background of large-scale barotropic currents” [6] (Oceanology, Zhmur, 2024, in print). In con-
tinuation of the above work, a similar formulation is considered, but for other types of background currents. 
In the quasi-geostrophic description for small Rossby numbers, the problem of the evolution of an arbi-
trary–shaped liquid volume with homogeneous potential vorticity of all vortex core particles in an equidistant 
background flow – horizontal flow with vertical shear and equidistant flow with barotrotropic and baroclinic 
components is presented. Ultimately, the problem boils down to an integro-differential equation for the evo-
lution of the vortex core boundary. The study of this equation in dimensionless form allows us to find a set of 
dimensionless parameters that determine the similarity condition of the vortices under study.

Keywords: vortex, vortex core, background flow, barotropic and baroclinic flow, potential vorticity, relative 
vorticity, dimensionless similarity number, geometric similarity


