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В работе предлагается теория подобия квазигеострофических вихрей на фоне крупномасштабных 
течений. Эта теория полезна при планировании лабораторных и численных экспериментов по изу-
чению мезомасштабной и субмезомасштабной вихревой динамики взаимодействующих с течения-
ми вихрей. Особое внимание уделено изучению геометрического подобия явлений. Выявлено, что 
полный набор безразмерных чисел подобия бароклинных вихрей включает в себя четыре безраз-
мерных параметра: безразмерную интенсивность вихря, геометрическое подобие фонового тече-
ния (отношение относительной завихренности к коэффициенту деформации фонового течения), 
коэффициент горизонтального удлинения вихревого ядра и коэффициент вертикальной сплюсну-
тости вихревого ядра, совпадающий с числом Бургера. Для описания подобия баротропных вихрей 
на фоне баротропных течений количество необходимых безразмерных параметров уменьшается 
на одно число — из рассмотрения выбывает коэффициент вертикальной сплюснутости вихревого 
ядра. При изучении осесимметричных вихрей или близких к ним вихревых структур из рассмотре-
ния выбывает еще один геометрический параметр вихря — коэффициент горизонтального удли-
нения вихревого ядра. В результате максимально возможный набор параметров подобия включает 
в себя четыре безразмерных числа, а минимальный — два.
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тельная завихренность, безразмерные числа подобия, геометрическое подобие
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ВВЕДЕНИЕ

При моделировании океанических процессов 
лабораторными или численными методами важ-
но соблюдать правила подобия явлений, гаран-
тирующие адекватность результатов натурных 
и лабораторных исследований. В классической 
гидромеханике несжимаемой жидкости разрабо-
тана и успешно применяется теория подобия, ко-
торая вкратце сводится к выполнению несколь-
ких тезисов: два явления называются подобными, 
если соблюдено геометрическое подобие, а также 
соблюдено равенство безразмерных чисел Рей-
нольдса и Фруда [13]. При изучении движений 
вращающейся стратифицированной жидкости 
к вышеупомянутым безразмерным параметрам 
добавятся числа Бургера и Россби. Успешное 
применение теории размерностей в различных 
задачах геофизической гидродинамики, физики, 
астрономии изложено в работах Г. С. Голицына 
[2] и Г. И. Баренблатта [1]. Конечно, перечень ра-
бот далеко не полный.

Количество безразмерных чисел, определяю-
щих подобие явлений, может быть уменьшено, 
если справедливы упрощающие предположения 
о малости тех или иных эффектов. Например, 
если с позиций физики эффектами вязкости мож-
но пренебречь, то из условий подобия исчезнет 
число Рейнольдса. В квазигеострофическом под-
ходе для малых чисел Россби система уравнений 
сводится к одному уравнению для давления 
(или для функции тока), в котором может присут-
ствовать только одно безразмерное число Бургера 
(Bu), указывающее на соотношение эффектов 
плавучести и вращения. Кроме условия геометри-
ческого подобия, это единственный безразмер-
ный параметр в уравнении, от которого также за-
висит условие подобия явлений. Если 
рассматривать квазигеострофические явления 
с горизонтальным размером L порядка бароклин-

ного радиуса деформации Россби  
*

R
N

L h
f

=   

(N* – характерное значение частоты Вяйсяля–
Брента N; f — параметр Кориолиса; h — характер-
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ный вертикальный размер явления), то число 

Бургера  Bu RL
L

=  окажется порядка единицы, но, 

вообще говоря, не выпадет из рассмотрения, хотя 
диапазон его изменения должен быть сильно 
ограничен и лежать в районе единицы. В резуль-
тате в квазигеострофическом подходе из условий 
подобия останется только равенство чисел Бур-
гера и геометрическое подобие. Что такое геоме-
трическое подобие для вихрей на течениях — 
не особенно ясно. Детализации этого тезиса 
и посвящена основная часть работы. Если в рам-
ках квазигеострофического подхода использо-
вать какую-либо уже разработанную вихревую 
модель, то это даст возможность получить набор 
безразмерных модифицированных параметров 
в более приемлемой форме использования. Ис-
пользование размерных уравнений позволит 
также выделить размерные определяющие пара-
метры, позволяющие сделать численные оценки 
значимости основных физических характери-
стик рассматриваемых процессов.

Тем не менее остаются вопросы — сколько 
безразмерных чисел подобия необходимо для 
описания вихрей на фоне течения, что такое гео-
метрическое подобие в задачах вихревой динами-
ки и как на это подобие влияют характеристики 
среды, например частота Вяйсяля–Брента, свой-
ства фоновых течений и т.д.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В квазигеострофическом приближении при 

малых числах Россби Ro 1
U
fL

= �  (U —характер-

ная скорость изучаемого процесса) систему урав-
нений геофизической гидродинамики удается 
свести к уравнению для давления p, где p — пре-
вышение давления над гидростатическим давле-
нием покоя. Наличие этого давления приводит 
среду в движение. Данное давление p связано 
с функцией тока �  постоянным множителем: 

0

1
p

f
�

�
= . Здесь 0 const� =  – средняя по глубине 

плотность воды. Уравнения для давления и функ-
ции тока практически совпадают. Выпишем раз-
мерное уравнение для функции тока в квазигео-
строфическом приближении:

2 2

2 2
, 0.h h h

f f
J

t z z z zN N

� �
� � � � �
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    + + + =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

  (1)

Здесь х, у — неподвижные горизонтальные оси 
системы координат; z – вертикальная ось;

 ( )  ,h
A A

J A B
x y y x
∂ ∂ ∂ ∂

= −
∂ ∂ ∂ ∂

B B – определитель Якоби

(якобиан); 
2 2

2 2h
x y

�
∂ ∂

= +
∂ ∂

 – оператор Лапласа 

по горизонтальным координатам. Если функция 
тока ψ(x,y,z,t) найдена, то можно вычислить все 
остальные гидродинамические характеристики 
движения, например, поле скорости (u,v,w)

   

2
0
2

, ,

, .h

u v
y x

f
w J

t z zN

� �

� �
�

∂ ∂
= − =
∂ ∂
  ∂ ∂ = − +  ∂ ∂ ∂   

                (2)

При этом уравнение (1) ухватывает только ге-
острофическую часть горизонтального движения. 
Агеострофическая компонента скорости в этой 
постановке мала (порядка Ro) и в приближении 
(1) получена быть не может.

Уравнение (1) имеет важный физический 
смысл: оно утверждает, что величина

2

2h
f

z zN

�
� � �

∂ ∂
= +

∂ ∂                       (3)

является лагранжевым инвариантом и перено-
сится вместе с движущейся жидкой частицей. 
Представим, что вихрь состоит из вихревого ядра 
и внешней жидкости, захваченной во вращатель-
ное движение вихревым ядром. Вихревое ядро 
представляет собой некий водяной мешок с жид-
кой свободно деформируемой границей, внутри 
которой содержится вода с завихренностью σin, 
отличающейся от завихренности σout внешней фо-
новой жидкости. Для простоты обе величины σin 
и σout будем считать постоянными, равно как и ча-
стоту Вяйсяля–Брента. Обозначим σ = σin – σout   
перепад потенциальной завихренности между 
ядром вихря и фоновой жидкостью.

Закон (3) позволяет выписать распределение 
потенциальной завихренности в пространстве 
в виде простого соотношения:

 
( )
( )
  

 
  

in

out

, если , ,
.

, если , ,

x y z V

x y z V

�
��

�

 ∈=  ∉

�

�             (4)

Здесь 
N

z z
f

=� , растянутая в 
N
f  раз вертикаль-

ная ось системы координат;
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ПОДОБИЕ КВАЗИГЕОСТРОФИЧЕСКИХ ВИХРЕЙ

2 2 2

2 2 2x y z
�

∂ ∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂�

 – объемный оператор 

Лапласа в пространстве ( ), ,x y z� ; V – деформируе-
мая область пространства, которую занимает вих-
ревое ядро и эволюцию которой следует опреде-
лить в процессе решения. При отсутствии вихря 
во всем пространстве наблюдается однородное 
распределение потенциальной завихренности

 out .�� �=                                  (5)

В этом случае решение уравнения (5) 
( ) , ,f x y z� �= � представляет собой фоновое тече-

ние. При наличии вихря возмущение течения, 
связанное с вихрем ψv, подчиняется уравнению

( ) ( )
( )

   
 

   
in out , если , ,

0, если , , .v
x y z V

x y z V

� �
��

 − ∈=  ∉

�

�        (6)

Уравнение (6) с точностью до обозначений со-
впадает с задачей определения гравитационного по-
тенциала однородного по плотности тела формы V.

Задача (6) решается в общем случае для любой 
формы ядра V в пространстве ( ), ,x y z�  [14]:

( )

( ) ( )
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  (7)

В том числе соотношение (7) остается справед-
ливым и при меняющейся во времени форме 
ядра. Поэтому параметрическая зависимость 
( ) , , ,v x y z t� �  от времени скрыта именно в перемен-

ной форме ядра.
Пользуясь функцией тока ψv, согласно (2), 

можно найти поле геострофических компонент 
течения:

( )

( )

( ) ( ) ( )

 

3
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4
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x x y y z z
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Согласно математическим свойствам решения 
(7) уравнения (6), соотношение (7) непрерывно 
вместе с первыми пространственными произво-
дными [14]. Это, в свою очередь, означает, что 
поле давления вместе с полем геострофических 
течений тоже непрерывно. Непрерывность поля 
давления автоматически удовлетворяет динами-
ческому условию на поверхности вихревого ядра, 
где существует разрыв потенциальной завихрен-
ности между ядром вихря и окружающей внеш-
ней жидкостью. Отметим, что на этом этапе ки-
нематическое условие на той же поверхности еще 
не выполнено.

Запишем уравнение границы ядра как функ-
цию пространственных координат и времени 
( ), , , 0F x y z t = . В кинематическом условии на по-

верхности вихревого ядра

0
F F F F

u v w
t x y z
∂ ∂ ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂ ∂               (9)

не все слагаемые равноправные. Слагаемое 
F

w
z
∂
∂  

для наших задач составляет величину порядка 
( )O Ro  от слагаемых 

F
u

x
∂
∂  или F

v
y
∂
∂ . Пользуясь соображениями 

о не превышении точности выше, чем ( )O Ro , от-
бросим в точном уравнении (9) малое слагаемое 

F
w

z
∂
∂ . В результате в нашем квазигеострофиче-

ском приближении кинематическое условие при-
мет вид

 0.
F F F

u v
t x y
∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂                   (10)

Тот факт, что в кинематическое условие в фор-
ме (10) не входит вертикальная скорость, имеет 
свои последствия. Поскольку (9) и (10) совпадают 
при 0,w ≡  это означает, что трансформация ядра 
вихря по вертикали отсутствует. Отсюда получаем 
два эффекта: первое, ядро объемного вихря “за-
жато” между двумя неподвижными горизонталь-
ными плоскостями, т.е. вертикальный размер 
ядра не меняется (с точностью до ( )O Ro ); второе, 
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площадь горизонтального сечения ядра при его де-
формации баротропным течением на любом гори-
зонтальном уровне сохраняется в той же точности.

Рассмотрим поле фонового течения (5). По-
ложим, что характерный размер течения заметно 
превышает характерный вихря L. Поэтому поле 
скоростей баротропного фонового течения раз-
ложим в ряд Тэйлора в окрестности центра масс 
рассматриваемого вихря. Поскольку характерный 
размер течения заметно превышает характерный 
размер вихря, то можно ограничиться линейными 
по координатам членами разложения: 

ã0 1fu u ex y= + −�                  (11а)

ã0 2fv v x ey= + − �                 (11б)

0fw =                           (11в)

1 2 rotz fu� �+ =
�                    (11д)

0.f fu v
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

                    (11е)

При повороте системы координат вокруг вер-
тикальной оси все коэффициенты    1 2, ,e� � � будут 
меняться. На первый взгляд поле течений зависит 
от трех размерных параметров    1 2, ,e� � � , однако 
сумма двух из них при повороте не меняется: 

1 2 rotz fu� �+ =
� , поэтому количество размерных 

определяющих параметров для фонового течения 
не три, а два. В явном виде такое утверждение де-
монстрируется подбором такого поворота систе-
мы координат, при котором коэффициенты 1�  и 

2�  совпадут ( 1 1 � � �= ⋅ = ), при этом коэффици-
ент e�  в этой системе координат примет некоторое 
значение e.

Перейдя в подвижную систему координат с на-
чалом в центре масс ядра вихря, движущуюся 
со скоростью ( ) 0 0,u v , получим интегро-диффе-
ренциальное уравнение эволюции границы 
( ), , , 0F x y z t =  вихря (7), приспособленное под 

цели описания деформации вихревого ядра:

( ) ( )ã ã 0.v v
F F F

ex y u x ey u
t x y
∂ ∂ ∂
+ − + + − + =

∂ ∂ ∂
  (12)

Задача о поведении равнозавихренного вихре-
вого ядра в баротропном потоке свелась к зада-
че об эволюции его ядра. Решение (12) в любой 
момент времени t полностью определяет форму 
ядра вихря F(x,y,z,t) = 0 и позволяет с помощью 
соотношений (7) – (8) найти все остальные ха-

рактеристики вихря. Теорию подобия будем из-
лагать с позиции исследования уравнения (12).

Перейдя к дифференцированию по безразмер-
ному времени et� =  и безразмерным координа-

там xx L= , yy L= , а также к интегрированию 

в выражения скоростей ( ) ,v vu u  (8а, 8б) по тем же 

безразмерным переменным  , , ,x y z�  выпишем 
уравнение (12) в безразмерном виде

0v v
F F F

x y u x y v
e x e y
� �

�
   ∂ ∂ ∂  + − + + − + =     ∂ ∂ ∂   

  (13)
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(13б)

Само уравнение границы ( )  , , , 0F x y z � =�  мож-

но сразу считать безразмерным. В полученное ин-
тегро-дифференциальное уравнение входит два 
безразмерных параметра 

e
�  и 

e
� . Если два вихря 

геометрически подобны в начальный момент вре-
мени и для каждого из них соответствующие 
параметры 

e
�  и 

e
�  совпадают, то интегро-диффе-

ренциальные уравнения, описывающее эволю-
цию каждого из них вместе с начальными услови-
ями, окажутся тождественно одинаковыми. 
Следовательно, поведение вихрей во времени 
и пространстве будет тоже подобным.

Итак, нами показано, что параметры подобия 
поведения квазигеострофических вихрей в круп-
номасштабных фоновых течениях — безразмер-
ные числа 

e
� ,  

e
�   и геометрическое подобие гра-

ниц вихревых ядер в начальный момент времени. 
В таком общем подходе геометрическое подобие 
выглядит несколько расплывчато. Естественно 
считать, что подобными вихрями являются вихри 
с одинаковой формой ядра, отличающиеся толь-
ко масштабированием всех размеров. Кроме того, 
подобные вихри должны быть одинаково ориен-
тированы относительно фонового течения. Что 
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касается масштабирования, то это свойство будет 
изложено ниже. А вот с ориентацией ядер вихрей 
относительно фоновых течений дело обстоит 
сложнее. Дело в том, что для ядер сложной формы 
может не быть естественных выделенных направ-
лений, эволюцию ориентации которых мы можем 
связывать с ориентацией вихря в пространстве. 
Для более простых вихрей, например эллипсои-
дальных, такие направления существуют. Посмо-
трим на проблему с позиции уравнения (13). 
В математической постановке для (13) необходи-
мо задавать начальные условия на форму ядра. 
В начальную форму автоматически входит ориен-
тация ядра относительно фонового течения. Тре-
бование одинаковости начальных условий для 
двух вихрей (модельного и реального) в рамках 
уравнения (13) автоматически приводит к выпол-
нению требуемых условий одинаковой ориента-
ции. Это означает, что условия одинаковой ори-
ентации автоматически заложены в начальные 
условия задачи и обязаны быть выполненными. 
Поэтому в дальнейшем мы не будем обсуждать 
очевидное условие подобия вихрей в течениях 
по их ориентации относительно течений.

Интересно отметить, что в исходное уравне-
ние сохранения потенциального вихря (1) в без-
размерном виде входит число Бургера, которое 
на этом этапе рассуждений в выводах подобия 
отсутствует. Естественно предположить, что чис-
ло Бургера каким-то образом неявно фигурирует 
в условиях геометрического подобия.

В общем случае выпуклое овальное 3D-ядро 
имеет три размера — два горизонтальных a и b 
(для определенности a > b) и один вертикальный: 
в физическом пространстве ( ), ,x y z  этот размер 
обозначим как c , а в «растянутом» по вертикали 
пространстве ( ), ,x y z� , в котором выписано иссле-
дуемое уравнение (12), этот же размер будет 

N
с с

f
=� . Из трех размерных параметров  ,a b и с�  

можно скомпоновать два безразмерных параме-
тра:
отношение горизонтальных размеров (параметр 
горизонтальной вытянутости)

 
a
b

� =                                   (14)

и отношение вертикального размера с�  к харак-
терному горизонтальному размеру L ab=

 .
с

K
ab

=
�

                              (15)

Характерный горизонтальный размер в форме 
L ab=  нами выбран из соображений удобства, 
поскольку в частном случае эллипсоидального 
ядра для описания безразмерной вертикальной 
характеристики ядра автоматически получается 
соотношение (15). В (14) и (15) a и b — горизон-
тальные полуоси, а с�  — вертикальная полуось  
эллипсоида в растянутом пространстве. В исход-
ной работе [11] параметр Kтрактовался как пара-
метр вертикальной сплюснутости. В данной рабо-
те мы оставим в силе это название.

Интересно отметить, что параметр K одновре-
менно является и числом Бургера. Действитель-
но, если ввести в рассмотрение радиус деформации 
Россби  R

N
L c

f
=  и характерный горизонтальный  

размер ядра L ab= , то  
RLс

K
Lab

= =
�

, что пол-

ностью соответствует определения числа Бургера Bu.
Итак, в основном уравнении (13) определи-

лись следующие безразмерные числа подобия: 
e
� , 

  , ,K
e
�
� , один из которых 

e
�  характеризует относи-

тельную мощность вихря, параметр 
e
�  определяет 

геометрическое подобие фоновых течений (подо-
бие линий тока) и два последних  ,K�  описывают 
геометрическое подобие вихревых ядер.

В частном случае осесимметричных вихрей 
(или вихрей, близких по геометрии к круглым 
в плане вихрям с радиусом R) параметр 1� =  
фиксирован и выпадает из набора чисел подобия, 

при этом  Bu
N с

K
f R

= =
�

. В результате остаются 

три числа подобия —   ,
e e
� � , K.

Неограниченное увеличение параметра K рав-
носильно переходу от 3D-бароклинных вихрей 
к плоскому случаю баротропных вихревых движе-
ний. При этом параметр K выбывает из общего 
набора чисел подобия. Следовательно, при изуче-
нии эволюции баротропных вихрей в крупномас-
штабных баротропных течениях остается набор 

из трех параметров  , ,
e e
� �

� , определяющих подо-

бие рассматриваемых явлений, а для осесимме-

тричных вихрей их останется два –  , ,
e e
� �

�.

Задача о поведении вихря с ядром эллипсои-
дальной формы решается точно в рамках квази-
геострофического подхода уравнения (1) с уче-
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том кинематического и динамического условий 
на границе ядра [5, 11, 16, 17, 19]:

( )

( )( )( )
ì     

2 2 2

2 2 2

2 2 2

, , ,

1
1

4

.

x y z t

x y z
abc

a b c

d

a b c

�

�

�
� � �

� � �

∞

=

  = − − − − ×  + + + 

×
+ + +

∫

� � �

� � �
�

�

�

   (16)

Здесь a, b — горизонтальные полуоси эллипсоида, 
c — его вертикальная полуось, 

N
c c

f
=�  – растяну-

тая в 
N
f  раз вертикальная полуось,  ,x y −� � горизон-

тальные оси координат, направленные по главным 
осям эллипсоида, 

N
z z

f
=� , растянутая в 

N
f  раз 

вертикальная ось системы координат. Нижний 
предел ( ), ,x y� �� �  в интеграле (16) – положитель-
ный корень кубического уравнения

 
2 2 2

2 2 2
1.

x y z

a b c� � �
+ + =

+ + +

� � �

�
            (17)

Для пространства внутри ядра вплоть до его гра-
ницы следует положить λ = 0. В покоящемся на бес-
конечности океане ядро вихря вращается без дефор-
мации формы вокруг вертикальной оси. Частицы 
внутри ядра движутся быстрее вращения формы 
ядра. Детали можно найти в работах [5, 11, 16, 17, 19].

Решение (16) можно интерпретировать как эво-
люцию эллипсоидального вихря в покоящемся 
на бесконечности океане (при этом σout = 0, а фо-
новое движение в океане отсутствует). Как было 
показано ранее [5, 11, 16, 17, 19], граница такого 
вихря вращается с постоянной угловой скоростью

( )
( ) ( )20

1
, .

2 1

d
K K

K

� �
� � �

� � � �
�

∞

=
 + + +  

∫ (18)

Вращение будем относить к деформации гра-
ницы ядра. При этом частицы жидкости обгоня-
ют вращение ядра.

В безразмерном виде уравнение (5) приведено 
ниже:

( )

( )( )( )
      

2 2 2

1 2

1 2

, , ,

1
1
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.

x y z t

ab

x y z
K

K

d

K

�

�
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∞

−
′

−

=

  = − − − − × ′+ ′ ′+ + 

′
×

′ ′ ′+ + +

′ ′ ′
∫

� � �

   (19)

Здесь ( ), ,x y z′ ′ ′  – безразмерные координаты 
( ), ,x y z

ab

� � �
, 

ab
�

�′ = . В уравнении (19) появились две 

безразмерные геометрические характеристики 
вихревого ядра: 

a
b

� =  – параметр горизонтальной вытянутости и
N c

K
f ab

=  – параметр сплюснутости ядра 

по вертикали. Параметр сплюснутости, хотя нами 
относится к геометрическим характеристикам, 
содержит свойства среды — частоту Вяйсяля–
Брента и параметр Кориолиса. Его можно также 
связать с числом Бургера    Bu ,RL

L
= в котором ра-

диус деформации Россби определен как R
N

L c
f

= , 

 а характерный горизонтальный размер вихря как 
L ab= . В этом случае Bu K= . Для определен-
ности обе характеристики �  и K мы отнесем к геоме-
трическим свойствам ядра, но число Бургера будем 
использовать наравне с параметром K.

Нижняя граница безразмерного интеграла (19) 
запишется в виде

 
2 2 2

2
1

x y z

K� � � � �−1
+ + =

+ +

′

′ +

′ ′
′ ′

            (19)

Угловое вращение вихря (18) можно также 
преобразовать к безразмерному виду в тех же пе-
ременных

( )

( ) ( )
ó

20

, 1
2 1

K d
K

K

� � � �

� � � �
�

∞

=
 + + +  

∫       (20)

и убедиться, что новых безразмерных характери-
стик вихревого ядра, кроме чисел ε и K, не появи-
лось. Геометрически подобными в покоящемся 
океане следует считать вихри, у которых совпада-
ют параметры горизонтальной вытянутости ε 
и параметр вертикальной сплюснутости ядра  
K = Bu. Обратим внимание на то, что в понятие 
геометрического подобия мы включили и свой-
ства среды. Дело в том, что удобная математиче-
ская формулировка задачи (4) и (6) представлена 

в растянутом по вертикали в 
N
f  раз пространстве. 

Поэтому характерный вертикальный размер вих-
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ревого ядра в этом пространстве тоже увеличился 

в 
N
f  раз. С некоторыми оговорками указанные 

понятия можно распространить и на вихри с ядра-
ми овальной формы в общем случае с тремя раз-
ными характерными размерами.

Особый интерес как в теоретических, так 
и в экспериментальных исследованиях уделяется 
осесимметричным вихрям. Большинство мощных 
вихревых образований в океане в плане круглые. 
В лабораторных условиях круглые вихри легче со-
здать. Рассмотрим условия подобия для осесим-
метричных вихрей. В этом случае все интегралы 
(4) и (6) вычисляются в элементарных функциях, 
но, что более важно, зависят только от одного па-
раметра вертикальной сплюснутости K. Именно 
этот единственный параметр является параме-
тром подобия для круглых вихрей в покоящейся 
среде.

Применим разработанную модель подобия 
к эллипсоидальным вихрям в равнозавихренных 
баротропных потоках.

Как отмечалось в работах [5, 11, 19], эллипсои-
дальный вихрь с двумя горизонтальными и одной 
вертикальной осью, помещенный в равнозавих-
ренный баротропный поток, переносится как це-
лое этим потоком и одновременно им деформи-
руется. Перемещение вихря как целого нас 
интересовать не будет. Опишем поведение вихре-
вого ядра в системе координат, движущейся вме-
сте с вихрем. В этой системе координат вектор 
скорости равнозавихренного течения линеен 
по горизонтальным координатам  ,x y . Свойство 
линейности сохранится при повороте системы 
координат вокруг вертикальной оси, но коэффи-
циенты при повороте, конечно, будут меняться. 
Для любого такого течения можно подобрать та-
кой поворот осей и найти “удобную” систему ко-
ординат, в которой неоднородный поток примет 
вид

.
u ex y

v x ey

�
�

 = − = −
                        (21)

Неоднородность течения описывается двумя 
параметрами — коэффициентом деформации e 
и угловой скоростью вращения частиц жидкости 

в потоке 
1

rot ,
2 z u� =

�
 ( ) ,u u v=
� горизонтальный 

вектор скорости фонового течения.
Изменчивость характеристик вихря, помещен-

ного в течение (21), изучалась в работах [5, 11, 19], 
откуда следуют уравнения эволюции его параме-
тров:

 
( )

 

2

2

2 cos2

1
, sin2 .

1

d
e

dt

d
K e

dt

�
� �

� �
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�

 = ⋅ + = + − ⋅ −

       
(22)

(23)

В (22), (23) θ – угол, который составляет боль-
шая горизонтальная ось эллипсоида (для опреде-
ленности ось а) с положительным направлением 
оси x системы (21).

Обезразмерим систему (22), (23). В качестве 
безразмерного времени, как и ранее, примем τ = et.  
В результате получим описание эволюции ядра 
вихря в безразмерном виде:

( ) ( )

 

  
2

2
20

2 cos2

1 1
sin2 .

2 11

d
d

d d
K

d e e
K

�
� �

�
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�

� �
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�

∞

 = ⋅ + = + − ⋅   − + + +    

∫

(25)

В системе (24)–(25) присутствуют следующие 
безразмерные параметры: два прежних геоме-
трических параметра ядра вихря (ε и K) и два но-

вых параметра   
e
�
− − относительная интенсив-

ность вихря и 
e
�  – параметр, описывающий 

свойство фонового течения (подобие линий 
тока). Последний параметр сравнивает свойство 
вращать жидкие объекты со свойством их дефор-
мировать. Условие подобия решений системы 
(12)–(13) — совпадение всех четырех параметров  
( ; ; ; )K

e e
� �

�  для двух различных природных или ла-

бораторных ситуаций. В частности, два геоме-
трически подобных эллипсоидальных вихря 
с одинаковыми потенциальными завихренно-
стями ядра будут одинаково вести себя в одном 
и том же течении независимо от их реальных фи-
зических размеров. Конечно, условия малости 
числа Россби (условие справедливости квазигео-
строфического приближения) требуется для 
каждого из вихрей. Как видим, набор безразмер-

ных параметров ( ; ; ; )K
e e
� �

� , определяющих усло-

вия подобия в классе эллипсоидальных вихрей 
и для вихрей более общего вида, совпали. Этот 
факт дает обоснованную надежду на то, что пред-
ложенный набор безразмерных чисел для объем-
ных вихревых ядер с тремя характерными разме-
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рами является универсальным. В случае 
отсутствия течения безразмерный параметр ин-
тенсивности вихря следует заменить на другое 
выражение. Удобным вариантом является пара-

метр f
�

. Тем не менее следует отметить, что кро-

ме трех стандартных размеров (длина, ширина 
и толщина) у вихрей более сложной конфигура-
ции могут возникнуть дополнительные харак-
терные размеры, не учтенные в нашем подходе. 
Эти случаи требуют дополнительных исследова-
ний и в данной работе не обсуждаются.

АВТОМОДЕЛЬНОСТЬ  
И ТИПЫ ПОВЕДЕНИЯ ВИХРЕЙ

Изучение системы уравнений (12)–(13) пока-
зало, что под действием течений (9) существует 
только три типа поведения ядер эллипсоидаль-
ных вихрей: вращение формы, нутационные 
колебания формы и неограниченное вытягива-
ние одной из горизонтальных осей [5, 11, 19]. 
В работах [7–10] на плоскости параметров 

e e
� �  ;   

 
при фиксированных K были представлены зоны 
вышеуказанных типов поведения вихрей и рас-
смотрены приложения этой теории к реальному 
океану. Причем только для режима неограни-
ченного вытягивания оказалась самостоятельная 

область, где другие типы поведения невозможны. 
Остальные типы поведения попарно объедине-
ны во всех возможных вариантах, а также суще-
ствует зона, в которой объединены все три типа 
поведения вихрей. На рис. 1, заимствованном 
из работы [9], демонстрируются зоны различно-
го поведения вихрей на плоскости параметров

e e
� �  ;   

 при K = 1.

В работе [7] показано, что границы областей 
различного поведения вихрей для разных значе-
ний параметра K самоподобны и могут быть полу-
чены из ситуации K = 1 простым растяжением 
(сжатием) оси 

e
� с коэффициентом растяжения, 

зависящим от K. На рис. 2 представлен график ко-
эффициента растяжения как функции от K.

Таким образом, схема на рис. 1 совместно 
с рис. 2 позволяют определить тип поведения 
бароклинных вихрей (вращение, нутационные 
колебания или неограниченное вытягивание) по-
добных эллипсоидальных вихрей на плоскости 
параметров подобия 

e e
� �  ;   

 при фиксированном 

третьем параметре подобия K. Для такого анализа 
не нужен параметр горизонтальной вытянутости, 
поскольку в такой постановке он является пере-
менной величиной.

Рис. 1. Схема различных типов поведения вихрей в плоскости параметров 
e e
� �  ;   

 для K = 1. Серая зона – неограни-

ченное вытягивание вихрей; синяя зона – вытягивание и колебание; зеленая зона — все три варианта (вытягивание, 
вращение, колебание); красная зона – колебание и вращение (вытягивание запрещено).
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Баротропные вихри как частный случай при  
K → ∞ также содержатся на рис. 1. При увеличении 
K границы областей различного типа поведения 
вихрей стягиваются к оси ординат, но не до-
стигают ее. Предельно положение этих границ 
оконтуривает сердцевину серой зоны, в которой 
бароклинные вихри неминуемо вытягиваются 
при любых значениях K. Одновременно эта серд-
цевина соответствует зоне неминуемого вытяги-
вания в баротропных течениях вихрей Кирхгофа 
в 2D-случае. На рис. 2 положение сердцевины 
и границ синей и зеленой зон для плоских вихрей 
формально относится к случаю K → ∞, но доволь-
но точно соответствует значению K = 10.

Данные на рис. 1 и 2 относятся к вихрям эл-
липсоидальной формы, однако все применяе-
мые координаты записаны как безразмерные 
числа подобия для более общих форм вихревых 
ядер. Это дает надежду на справедливость ка-
чественного поведения вихрей более сложной 
формы ядра аналогично поведению эллипсои-
дальных вихрей. Особое место на рис. 1, по-ви-
димому, принадлежит зоне неминуемого вытя-
гивания вихрей (серой зоне) и ее центральной 
сердцевине, где, как мы ожидаем, вихри лю-
бой формы должны неограниченно вытяги-
ваться. Отметим, что сильное вытягивание 
вихря приведет к тому, что его вихревое ядро 
выйдет из области справедливости линейной 
зависимости фонового течения от координат 
и в результате слишком длинное ядро начнет 
изгибаться сообразно реальной зависимости 
поля фонового течения от координат, приоб-
ретая сложную геометрическую форму. Анало-
гично интересной областью на рис. 1 являются 
две полуплоскости с безразмерными параме-
трами, накладываемыми на фоновое точение 

1
e
�
>  (красная зона). Здесь эллипсоидальные 

вихри не могут вытягиваться, оставаясь ограни-
ченно-локализованными. Причем какие-либо ус-
ловия на параметры вихря вообще отсутствуют. 
В этой зоне от вихрей более сложной формы так-
же следует ожидать, что они при деформации 
останутся локализованными вихревыми образо-
ваниями без заметного вытягивания ядра в гори-
зонтальной плоскости.

Наконец, имеет смысл сделать некоторые за-
мечания по поводу баротропности и равноза-
вихренности фонового течения в реалии. Вихрь 
влияет на область, окружающую вихревое ядро, 
на ограниченных расстояниях порядка размеров 
самого вихря, то есть вверх и вниз на расстояния 
порядка толщины вихревого ядра и по горизон-
тали вокруг ядра на расстояние порядка диаметра 
вихря. Это свойство получено в расчетах полей 
течений от вихря (см., например, [5]). Аналогич-
но, вихрь “чувствует” влияние фоновых течений 
на себя примерно на тех же расстояниях. Есте-
ственно ожидать, что течения дальней зоны никак 
на деформации вихря не сказываются. В резуль-
тате ограничения, которые мы наложили на поле 
фонового течения, касаются ближней зоны. Как 
ведет себя фоновое течение вдали от вихря, нам 
не важно. Однако с математической точки зре-
ния удобно продлить свойства фоновых течений 
из ближней зоны на дальнюю, чтобы упростить 
применение математического аппарата. Именно 
это и было сделано. В результате удобным фо-
новым течением оказалось баротропное течение 
в неограниченном пространстве. Реально же нам 
требуется баротропное течение в окрестности 
ядра вихря.

Рис. 2. Коэффициент пропорциональности Ф (K) для пересчета границ серой и синей зон для разных значений пара-
метра сплюснутости K.

ПОДОБИЕ КВАЗИГЕОСТРОФИЧЕСКИХ ВИХРЕЙ
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КАКОЙ ВИХРЬ СЧИТАТЬ ИНТЕНСИВНЫМ 
ПРИ ИЗУЧЕНИИ КОНКРЕТНЫХ ЯВЛЕНИЙ 
И ПО КАКИМ ПАРАМЕТРАМ СРАВНИВАТЬ 

ИНТЕНСИВНОСТЬ?

Ответ на этот простой вопрос не так очевиден. 
Действительно, мы можем предложить несколько 
критериев, которые в той или иной степени мо-
жем связать с интенсивностью вихря. Ниже при-
ведены физические свойства вихрей, по которым 
можно судить об их интенсивности:
1. Потенциальная завихренность ядра.
2. Интегральная потенциальная завихренность 

по объему ядра вихря.
3. Относительная завихренность ядра.
4. Интегральная относительная завихренность 

по объему ядра вихря.
5. Интенсивность скорости циркуляции.
6. Перепад давления между центром вихря и его 

периферией.
7. Величина энергии (кинетической, доступной 

потенциальной, общей).
8. Поток объема воды вихревого ядра, участвую-

щей во вращении.
9. Деформация поля плотности (частоты Вяй-

сяля–Брента).
Этот вопрос особенно интересен для геоме-

трически подобных вихрей, т.е. вихрей, у которых 
совпадают безразмерные геометрические параме-
тры ε и K. Могут ли вихри с позиций теории по-
добия быть разной интенсивности — один из по-
добных вихрей слабый, а другой сильный. Сам 
по себе вопрос об интенсивности вихря возникает 
при обезразмеривании его характеристик.

1. Рассмотрим функцию тока эллипсоидально-
го вихря, представленную соотношением (7). Ве-
личина функции тока определяется размерным 
фактором σab. При совпадении геометрических 
параметров подобия εиK ε и K двух вихрей более 
интенсивным с позиции функции тока является 
тот вихрь, у которого размерный множитель σab 
больше. По своему физическому смыслу разница 
функции тока в двух точках на одном горизонте 
равна потоку вектора скорости через линию, сое-
диняющую эти две точки. Например, если в каче-
стве первой точки взять центр вихря, а в качестве 
второй точки – периферию ядра вихря, причем 
обе точки — в плоскости главного сечении, то по-
ток скорости больше будет у вихря с большим 
значением σab. Если мы хотим посчитать поток 
вращающейся массы по всей толщине ядра, 

то придется суммировать вышеуказанные потоки 
по всем горизонтам. Это приведет к умножению 
параметра σab на вертикальный размер ядра c. 
С учетом того, что объем вихревого ядра равен 

4
3

V abc�= , фактически мы показали, что среди 

подобных вихрей наиболее интенсивно “крутит” 
большие объемы воды вихрь, у которого больше 
интегральная потенциальная завихренность ядра 
σV. В данном случае удобной мерой интенсивно-
сти служит параметр σV.

2. Рассмотрим вихрь с позиции величины от-
носительной завихренности. Согласно теории эл-
липсоидальных вихрей, ротор скорости вихря оди-
наков во всех внутренних точках вихревого ядра:
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  (26)

Правая часть уравнения (26) одинакова у гео-
метрически подобных вихрей. Следовательно, 
с позиции величины относительной завихрен-
ности ядра среди подобных вихрей наиболее ин-
тенсивен вихрь с наибольшей потенциальной за-
вихренностью. Поэтому в данном случае мерой 
интенсивности следует считать потенциальную 
завихренность σ. Размеры ядра или его объем 
в данном случае не важны.

3. Для величины средней скорости циркуля-
ции uτ на периферии главного сечения ядра в ра-
боте [6] было получено рабочее соотношение
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Здесь í  1
�

�
= + , – b малая горизонтальная по-

луось вихревого ядра. Для подобных вихрей пере-
менной размерной величиной с позиции скоро-
сти циркуляции служит характеристика σL 
(L – характерный горизонтальный размер). 
В данном случае важно произведение потенци-
альной завихренности на характерный горизон-
тальный размер ядра вихря.

Для сильно длинных вихрей (малых попереч-
ных размеров b) там же получена асимптотика

1
,

2
u b� �=                           (28)
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указывающая на то, что тонкие в поперечном го-
ризонтальном направлении длинные вихри ма-
лоэффективны в индуцировании течений вокруг 
себя и скорее напоминают пассивную примесь. 
При изучении скорости циркуляционного дви-
жения вокруг вихря параметром, определяющим 
интенсивность вихря и по которому естественно 
сравнивать подобные вихря, является σL.

4. Перепад давления δP между центром вих-
ря и его периферией можно определить с точно-
стью до постоянного множителя через разницу 
в тех же точках функции тока (7). Для геометри-
чески подобных вихрей размерный множитель, 
определяющий численное значение этой вели-
чины, равен σab или, что то же самое, σS или 
σL2, где S – площадь главного горизонтального 
сечения вихря, L — его характерный горизон-
тальный размер. Таким образом, с точки зрения 
величины перепада давления важен квадрат го-
ризонтального размера вихря и потенциальная 
завихренность его ядра.

5. Наличие вихря меняет поле плотности. 
В частности, при фоновом значении N0 частоты 
Вяйсяля–Брента в вихревом ядре реализуется но-
вая величина этой N частоты, связанная со свой-
ствами вихря соотношением [6]:
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где для внутренних точек ядра вихря справедливо 
уравнение
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Как следует из (29), относительное изменение 

квадрата частоты Вяйсяля–Брента в ядре 
2 2
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−
 

связано со свойствами вихря соотношением
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линейным по параметру σ потенциальной завих-
ренности ядра. Отсюда следует, что при оценке 
эффектов деформации поля плотности вихрем 
мерой интенсивности вихря может служить по-
тенциальная завихренность ядра. Конечно, нужно 
учитывать, что для циклонических вихрей (в Се-
верном полушарии σ > 0) ограничений на вели-
чину потенциальной завихренности ядра нет, 

в то время как для антициклонов (в Северном 
полушарии σ < 0 величина | σ | не может превысить 
некоторый пороговый уровень, так чтобы в (29) 

выполнялось неравенство 
2

2

1
1 0

f z

�∂
+ ≥
∂�

. В дан-

ном случае размер ядра вихря не важен.
6. Рассмотрим с аналогичных позиций энерге-

тику вихря. Согласно работе [6], полная энергия 
вихря, включающая кинетическую и доступную 
потенциальную энергию как внутреннего объема 
ядра, так и его внешней части, выражается соот-
ношением

( )( )
 

í

2 2

0
2 2

0

3
.

40
1

V d
H K

c
K

� �
�

� � � �

∞

=
+ + +

∫
�

� � �
  (32)

Для подобных вихрей переменной размерной 
характеристикой интенсивности вихря служит 

блок 
2 2V
c
� . Сюда входит квадрат интегральной 

потенциальной завихренности ядра в числителе 
и вертикальный размер вихря в знаменателе. 
Этот же блок можно записать в других, возможно 
более удобных, переменных – σ2L3c2. Последнее 
соотношение показывает, что интенсивность 
вихря с позиций полной энергии зависит как 
от горизонтальных, так и от вертикальных разме-
ров в разных степенях и, что естественно, от по-
тенциальной завихренности ядра.

Отдельно рассмотрим энергию ядра вихря. 
В той же работе выведены соотношения двух ви-
дов энергии — кинетической k

coreH  и доступной 

потенциальной p
coreH . Расчетные формулы при-

ведены ниже:
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∫

∫ 

    (33)
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      ×    +   + + +       

∫
.      (34)

Размерный множитель, от которого зависит 
численное значение энергии k

coreH  и p
coreH геоме-

трически подобных вихрей, одинаков —  2
0V ab� . 

Этот блок можно записать в более простом виде 
2 4L c� . Численное значение энергии ядра геоме-

трически подобных вихрей зависит степенным 
образом от горизонтальных и вертикальных раз-
меров вихревого ядра и от квадрата потенциаль-
ной завихренности ядра.

Как показано, различные физические свой-
ства вихрей, на которые можно ссылаться при 
оценке их интенсивности, в общем случае зави-
сят от потенциальной завихренности ядра и двух 
характерных размеров — горизонтального и вер-
тикального.

Если сравнивать интенсивность геометри-
чески подобных вихрей по относительной за-
вихренности ядра, то единственный размерный 
параметр, от которого зависит эта характеристи-
ка, — это потенциальная завихренность. Разме-
ры ядра не важны. Это же свойство проявляется 
при сравнении геометрически подобных вихрей 
по эффекту деформации поля плотности, а имен-
но относительному изменению вихрями частоты 
Вяйсяля–Брента в ядрах.

Если сравнивать интенсивность геометри-
чески подобных вихрей по скорости циркуля-
ционного движения по периферийной границе 
ядра, то важным размерным параметром станет 
произведение σL потенциальной завихренности 
σ и горизонтального размера ядра L. Для геоме-
трически подобных вихрей вертикальный размер 
не играет роли.

Сравнение подобных вихрей по перепаду дав-
ления в центре вихря и на его периферии выво-
дит на первое место параметр σL2. При сравнении 
геометрически подобных вихрей по способности 
крутить большие объемы воды в своих ядрах па-
раметром сравнения является интегральная по-
тенциальная завихренность ядра σV или σL2c.

Сравнение энергии геометрически подобных 
вихрей привело к пониманию, что важными раз-
мерными параметрами являются произведение 
σ2L3c2 различных степеней горизонтального и вер-

тикального размеров ядра вихря (для полной энер-
гии ядра и внешней к ядру вращающейся жидко-
сти) или σ2L4c для кинетической и доступной 
потенциальной энергии вихревого ядра. Величина 
указанных параметров σ2L3c2 или σ2L4c может слу-
жить мерой интенсивности вихрей при энергети-
ческом сравнительном подходе к вихрям.

В целом во все критерии множителем входит 
потенциальная завихренность ядра σ в первой 
или второй степени. Это означает, что интенсив-
ные вихри, по каким бы физическим проявлениям 
мы их ни сравнивали, должны иметь большую 
потенциальную завихренность σ. Более детальное 
рассмотрение физических механизмов воздей-
ствия вихрей на конкретные процессы и характе-
ристики вихрей показывает, что интенсивность 
вихревых структур может измеряться в виде про-
изведения степеней трех характеристик — σ, го-
ризонтального и вертикального размеров L и c.

СТЕПЕНЬ БАРОТРОПНОСТИ ЯДРА  
БАРОКЛИННОГО ВИХРЯ

Физическая интерпретация основного уравне-
ния (1) – сохранения потенциальной завихренно-
сти σ у движущихся частиц, которую можно пред-
ставить как сумму двух составляющих — эффекта 
от вращения и эффекта от сжатия по вертикали 
жидких частиц

2

2
rot .z

f
u

z zN

�
�

∂ ∂
= +

∂ ∂
�

                   (35)

Относительная завихренность rotz u
�  связана 

с вращением частиц, а второе слагаемое в (35) 
описывает вертикальное сжатие (растяжение) ча-
стиц. В первом слагаемом rotz u

�  зависимость поля 
скорости от вертикальной координаты неважна, 
но важна зависимость от горизонтальных коорди-
нат. Во втором слагаемом, наоборот, важна зави-
симость функции тока именно от вертикальной 

координаты. Наличие в (35) слагаемого 
2

2

f
z zN

�∂ ∂
∂ ∂  

определяет тот факт, что рассматриваемый вихрь 
бароклинный. При отсутствии в (35) члена 

2

2
0

f
z zN

�∂ ∂
≡

∂ ∂  изучаемый вихрь окажется ба-

ротропным. Таким образом, с позиции потенци-
альной завихренности бароклинный вихрь состо-
ит из баротропной и бароклинной составляющих, 
в то время как баротропный вихрь является чисто 
баротропным. При N = const в предположении 
эллипсоидальности вихревых ядер обе составля-
ющие вычисляются аналитически для точек вну-
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три ядра, являются функциями от параметров ε 
и K и одинаковы по всему объему ядра:

( )

( ) ( )
í

  
í

í

z
31

2 22 20

2rot 1
,

2
1

1

du
K

K

� �
�

� � �

�
�

∞ +
=

+ + +

= +

∫
�

     (36)
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� � ��

∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂

= + + +∫

�

         (37)

При этом справедлива связь

2
z

2

rot 1
1,

u

z

�
� �

∂
+ =
∂

�

�
                      (38)

позволяющая утверждать, что вклад обеих состав-
ляющих в потенциальную завихренность ядра ме-
няется при вытягивании или утолщении вихрей. 
В частности, при увеличении ε и сохранении K 
увеличивается доля баротропной составляющей. 

Минимальное значение zrot u
�

�
 при фиксирован-

ном вертикальном размере ядра соответствует 
круглому в плане вихрю, при этом интегралы (36), 
(37) вычисляются в элементарных функциях. 
В частности, из (36) при ε = 1 следуют соотноше-
ния:

( )

( )
( )

2
3

2 2

z

2
2

2 3
2 2

arccos 1 при 0 1

1

rot u 2
при 1

3

ln 1 при 1.
1

1

K
K K K K

K

K

K K
K K K

K
K

�

   − − < <      −= = + − − > − −

�

(39)

На рис. 3 изображена зависимость zrot u
�

�
 от па-

раметра K согласно (39), указывающая, что для 
круглых тонких вихрей K < 0.6 бароклинная со-
ставляющая превосходит вклад от баротропной 

составляющей 
�

2
z

2

rot1 u

z

�
�

∂
>

∂

�

�
. Наоборот, для от-

носительно «толстых» вихрей K > 0.6 наблюдается 
обратный эффект. Неограниченное увеличение  

K → ∞ как параметра приведет к предельному со-

отношению zrot
1

u
�
→
�

, что соответствует плоской 

гидродинамике и тому, что относительная завих-
ренность rotz u

�  сама станет лагранжевым инвари-
антом. Следует отметить, что значения параметра 
K для вихрей в реальном океане небольшие, по-
рядка 0.1–0.3 и вряд ли превысят 0.4. Поэтому по-
тенциальная завихренность как вихрей верхнего 
деятельного слоя океана, так и внутритермоклин-
ных линз в основном определяется бароклинной 
составляющей. Однако в морях Северного Ледо-
витого океана параметр Kможет приблизиться 
к единице. Для таких вихрей баротропная и баро-
клинная составляющие в потенциальной завих-
ренности ядра примерно одинаковые.

ОБСУЖДЕНИЕ

Согласно предложенной теории, для описа-
ния идентичности квазигеострофических вихрей 
на течениях в натуре и лабораторном (вычис-
лительном) эксперименте требуется от четырех 
до двух безразмерных параметров. При дополни-
тельных физических условиях по сравнению с ус-
ловиями нашей теории могут возникнуть и дру-
гие безразмерные числа подобия. Рассмотрим 
несколько экспериментальных работ по близкой 
тематике. В работах [3, 4] моделировался процесс 
периодического вихреобразования (образова-
ния цепочек вихрей) за мысами и полуостровами 
в невращающейся и вращающейся средах. В каче-
стве главного исследуемого безразмерного числа 
подобия выступает число Струхаля и отмечает-
ся, что вихреобразование сильнейшим образом 
связано со свойствами течения. Однако подобие 
по течениям в эксперименте и натуре в работе 
не анализируется. Использование параметра по-
добия течений позволило бы от качественного 
описания явления перейти к их количественным 
характеристикам.

В работе [12] изучалась устойчивость перво-
начально осесимметричных вихрей. Согласно 
нашей теории, такое явление следовало бы опи-
сывать в рамках двух безразмерных чисел — без-
размерной интенсивности вихря и числа Бургера 
(он же — параметр вертикальной сплюснутости 
ядра). В указанной статье тоже два безразмерных 
параметра — число Фруда и число Бургера, экви-
валентных нашим безразмерным числам. В этом 
смысле авторы работы [12] использовали все воз-
можности безразмерного подхода. При внесении 
в эксперимент дополнительного качества — укло-
на дна бассейна (аналог β-эффекта), в их анали-
зе должен был бы появиться еще один безраз-
мерный параметр. Однако авторы ограничились 
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качественным описанием влияния уклона дна 
на устойчивость вихрей.

Таким образом, рассмотренные немногочис-
ленные примеры показывают, что в ряде экспе-
риментальных работ можно более эффективно 
использовать аппарат подобия явлений, поз- 
воляющий от качественного описания перейти 
к количественному. Кроме того, в предложенной 
нами теории присутствует безразмерный пара-
метр геометрического подобия течений 

e
� , где 

1
rot ,

2 z u� =
�

 ( ) ,u u v=
�  — горизонтальный вектор 

скорости фонового течения, а e — коэффициент 
деформации. В физической океанологии, как 
практической, так и теоретической, rotz u

�  (отно-
сительная завихренность) используется активно, 
в то время как коэффициент деформации   1 dl

e
l dt

=  

(l — размер жидкой частицы в направлении удли-
нения), как правило, не рассматривается, за ред-
ким исключением [5, 7–11, 19].

Предложенная теория подобия не претендует 
на всеобщность, хотя бы из-за того, что в физи-
ческой постановке отсутствует β-эффект, а чис-
ло Россби предполагается малым. В случае учета 
обоих факторов число безразмерных параметров, 
описывающих более общие явления, увеличится 
как минимум на два: число Россби и безразмерное 
число, привязанное к β-эффекту. Роль последне-
го может выполнять следующие безразмерные 
комбинации: βL/Г (L — характерный горизонталь-
ный размер явления, Г — величина характерного  
горизонтального градиента фоновой скорости) 

или βL2/U (U — характерная скорость фоново-
го потока). Последним вариантом пользовались 
К. Н. Федоров и А. И. Гинзбург [15], при оценке 
роли β-эффекта и нелинейности в динамике ло-
кализованных вихрей океана.

ВЫВОДЫ

В работе изложены критерии подобия для ква-
зигеострофических 3D-вихрей на фоне крупно-
масштабных баротропных течений в стратифици-
рованной по плотности вращающейся жидкости.

Показано, что в общем случае в условиях зада-
чи существует четыре критерия подобия, три 
из которых связаны с геометрическим подобием 
(два — с геометрическим подобием вихревых 
ядер, один — с геометрическим подобием фоно-
вых течений) и один критерий относится к отно-
сительной интенсивности вихря — подобие ин-
тенсивностей вихрей. Число Бургера, входящее 
в основное уравнение при описании вихрей, так-
же является одним их критериев подобия, но в на-
шем случае мы его трактуем как одно из безраз-
мерных параметров геометрического подобия. 
Несколько неожиданным оказалось, что в крите-
рии геометрического подобия как элемент входит 
фоновая частота Вяйсяля-Брента. Полный набор 
безразмерных параметров подобия для бароклин-
ных вихрей в баротропных течениях – (( ; ; ; )K

e e
� �

� . 

Параметр 
e
�  ответственен за подобие по интен-

сивности вихрей, параметр 
e
�  отвечает за подобие 

течений, параметр ε — геометрическое подобие 
в горизонтальной плоскости, параметр K (он же 
число Бургера) отвечает за подобие по вертикали.

Для описания подобия баротропных вихрей 
под воздействием баротропных течений необхо-
димы три параметра подобия ( ; ;

e e
� �

�).

Для осесимметричных вихрей, как бароклин-
ных, так и баротропных, один из геометрических 
параметров подобия вихрей ε из рассмотрения 
выпадает и остается для бароклинных вихрей три 
критерия подобия — геометрическое подобие 
вихря по вертикали, геометрическое подобие тече-
ний и подобие интенсивностей вихрей ( ; ;K

e e
� � ),  

а для описания подобия баротропных вихрей под 
воздействием баротропных течений необходимы 
два параметра подобия 

e e
� �  ;   

.

Рис. 3. Баротропная составляющая zrot u
�

�
 осесимме-

тричного бароклинного вихря в зависимости от пара-
метра вертикальной сплюснутости K. График заим-
ствован из работы [18] , где он использовался для 
других целей.
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Применительно к эллипсоидальным вихрям 
предложена новая трактовка карты зон различно-
го типа поведения вихрей в безразмерных коорди-
натах параметров подобия. Продемонстрирована 
автомодельность границ вышеуказанных зон.

Источник финансирования. Работа выполне-
на при финансовой поддержке государствен-
ного задания Института океанологии РАН 
им. П. П. Ширшова FMWE-2023-0002 (иссле-
дование подобия вихрей, первая часть статьи) 
и гранта РНФ № 22-17-00267 (изучение сопут-
ствующих явлений, вторая часть статьи).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Баренблатт Г. И. Подобие, автомодельность, 
промежуточная асимптотика. Теория и приложе-
ния к геофизической гидродинамике. Л.: Гидро-
метеоиздат, 1982. 256 с.

2. Голицын Г. С. Статистика и динамика природных 
процессов и явлений: Методы, инструментарий, 
результаты. М.: Из-во «Красанд», 2012. 400 с.

3. Елкин Д. Н., Зацепин А. Г. Лабораторное исследо-
вание механизма периодического вихреобразова-
ния за мысами в прибрежной зоне моря // Океа-
нология. 2013. Т. 53. № 2. C. 259–268.

4. Елкин Д. Н. Зацепин А. Г. Лабораторное исследо-
вание механизма сдвиговой неустойчивости мор-
ского вдольберегового течения // Океанология. 
2014. Т. 54. № 5. С. 614–621.

5. Жмур В. В. Мезомасштабные вихри в океане. М.: 
ГЕОС, 2011. 290 с.

6. Жмур В. В., Арутюнян Д. А. Перераспределение 
энергии при горизонтальном вытягивании оке-
анских вихрей баротропными течениями // Океа-
нология. 2023. Т. 63, № 1. С. 3–19. https://doi.
org/10.31857/S0030157423010185

7. Жмур В. В., Белоненко Т. В., Новоселова Е. В. и др. 
Эволюции мезомасштабных вихрей океана в не-
однородных баротропных течениях // ФАО. 2023 
(в печати).

8. Жмур В. В., Белоненко Т. В., Новоселова Е. В., Суе-
тин Б. П. Прямой и обратный каскад энергии 
при вытягивании вихрей в океане // Доклады 
Российской академии наук. Науки о Земле. 2023. 
Т. 508. № 2. С. 270–274. https://doi.org/10.31857/
S2686739722602113 

9. Жмур В. В., Белоненко Т. В., Новоселова Е. В., 
Суе тин Б. П. Условия трансформации мезомас-

штабного вихря в субмезомасштабную вихре-
вую нить при вытягивании его неоднородным 
баротропным течением // Океанология. 2023. 
Т. 63. № 2. С. 200–210. https://doi.org/10.31857/
S0030157423020144

10. Жмур В. В., Белоненко Т. В., Новоселова Е. В., Суе-
тин Б. П. Приложение к реальному океану теории 
трансформации мезомасштабного вихря в суб-
мезомасштабную вихревую нить при вытягива-
нии его неоднородным баротропным течением // 
Океанология. 2023. Т. 63. № 2. С. 211–223. https://
doi.org/10.31857/S0030157423020156

11. Жмур В. В., Панкратов К. К. Динамика эллипсо-
идального приповерхностного вихря в неодно-
родном потоке // Океанология. 1989. Т. 29. № 2. 
С. 205–211.

12. Зацепин А. Г., Елкин Д. Н., Шварцман Д. Р. Предва-
рительные результаты лабораторных исследова-
ний эволюции нефронтальных вихрей в двуслой-
ной вращающейся жидкости // Океанологические 
исследования. 2023. Т. 51. № 1. С. 5–35.

13. Кочин Н. Е., Кибель И. А., Розе Н. В. Теоретическая 
гидромеханика. Т. 2. ОГИЗ. М., Л.: Гостехиздат, 
1948. 612 с.

14. Тихонов А. Н., Самарский А. А. Уравнения матема-
тической физики. М.: Наука, Главная редакция 
физико-математической литературы, 1977. 736 с.

15. Fedorov K. N., Ginsburg A. I. “Mushroom-like” 
currents (vortex dipoles) in the ocean and in a 
laboratory tank // Annales Geophys. 1986. V. 4B, 
№ 5. P. 507–516.

16. Meacham S. P. Quasigeostrophical ellipsoidal vortices 
in stratified fluid // Dynamics of Atmospheres and 
Oceans. 1992. V. 16. № 3–4. P. 189–223.

17. Meacham S. P., Pankratov K. K., Shchepetkin A. F., 
Zhmur V. V. The interaction of ellipsoidal vortices 
with background shear flows in a stratified fluid // 
Dynamics of Atmospheres and Oceans. 1994. V. 21. 
№ 2–3. P. 167–212. https://doi.org/10.1016/0377-
0265(94)90008-6.

18. Zhmur V. V., Novoselova E. V., Belonenko T. V. 
Peculiarities of formation of the density field in 
mesoscale eddies of the Lofoten Basin: Part 1 // 
Oceanology. 2021. V. 61. № 6. P. 830–838. https://
doi.org/10.1134/S0001437021060333

19. Zhmur V. V., Pankratov K. K. Dynamics of desingu-
larized quasigeostrophic vortices // Physics of Fluids 
A: Fluid Dynamics. 1991. V. 3. № 5. P. 1464–1464. 
https://doi.org/10.1063/1.857998.

ПОДОБИЕ КВАЗИГЕОСТРОФИЧЕСКИХ ВИХРЕЙ



196

ОКЕАНОЛОГИЯ      том 64 № 2 2024

THE SIMILARITY OF QUASI-GEOSTROPHIC VORTICES AGAINST  
THE BACKGROUND OF LARGE-SCALE BAROTROPIC CURRENTS
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The paper proposes a theory of similarity of quasi-geostrophic vortices against the background of large-scale 
flows. This information is useful when planning laboratory and numerical experiments to study mesoscale 
and submesoscale vortex dynamics of vortices interacting with currents. Special attention is paid to the study 
of geometric similarity of phenomena. It is revealed that the complete set of dimensionless similarity numbers 
of baroclinic vortices includes four dimensionless parameters: the dimensionless intensity of the vortex, the 
geometric similarity of the background flow (the ratio of relative vorticity to the deformation coefficient of 
the background flow), the coefficient of horizontal elongation of the vortex core and the coefficient of vertical 
oblateness of the vortex core coinciding with the Burger number. To describe the similarity of barotropic 
vortices against the background of barotropic flows, the number of necessary dimensionless parameters 
is reduced by one number — the coefficient of vertical oblateness of the vortex core is eliminated from 
consideration. When studying axisymmetric vortices or vortex structures close to axisymmetric, another 
geometric parameter of the vortex is eliminated from consideration — the coefficient of horizontal elongation 
of the vortex core. As a result, the maximum possible set of similarity parameters includes four dimensionless 
numbers, and the minimum is two.

Keywords: vortex, vortex core, background flow, potential vorticity, relative vorticity, dimensionless similarity 
numbers, geometric similarity
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