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Известные решения задачи фильтрации в затопленном массиве с вертикальными дренами (дренаж-
ными траншеями) с водой представлены чрезвычайно сложными математическими зависимостями
в комплексных переменных, что затрудняет их использование при решении прикладных задач. По-
лучено новое приближенно-гидромеханическое решение задачи с использованием годографа ско-
рости и представлением расчетных зависимостей в элементарных функциях, совпадающее для гра-
ничных точек с точными данными и практически полностью (!1%) согласующееся с результатами
точных расчетов В.В. Ведерникова для частных случаев. Впервые аналитически построена картина
поля полных скоростей фильтрации в виде семейства изотах для заданного затопленного массива с
дренами, показывающая неоднородный характер распределения скоростей в нем при наличии воды
в дрене. Представлены также эпюры скоростей фильтрации по граничным линиям (в том числе в
сравнении с случаем отсутствия воды в дрене), а также эпюр функций тока и напоров.

Ключевые слова: затопленный массив, вертикальные дрены, гидромеханическое решение, годограф
скорости, последовательные конформные отображения, комплексная переменная, эллиптические
функции и интегралы, семейство изотах.
DOI: 10.31857/S0321059623030021, EDN: DESXPZ

ВВЕДЕНИЕ
В практике водохозяйственного (гидротехни-

ческого, мелиоративного, природоохранного) стро-
ительства во многих случаях возникает необхо-
димость создания дренирующей системы для
затопленных массивов, в том числе в виде вер-
тикальных дренажных траншей (щелей), проре-
зающих дренируемый массив до водоупора. Такие
случаи проявляются (возникают):

при подпорах русел рек и создании водохрани-
лищ с формированием обходного фильтрацион-
ного потока, охватывающего значительные пло-
щади береговых территорий, в особенности для
равнинных рек; указанное приводит к повыше-
нию депрессионной поверхности прилегающих
территорий со стороны как верхнего бьефа, так и
нижнего (поймы реки), что приводит к их затоп-

лению, заболачиванию, а также засолению почв –
в результате подъема (в том числе капиллярного)
уровня минерализованных грунтовых вод;

при строительстве оросительных систем в
степных (засоленных) землях, требующих их рас-
соления путем предварительного промыва затоп-
лением;

при появлении “вторичного засоления” оро-
шаемых земель из-за чрезмерного завышения
норм полива и повышения уровня грунтовых вод;

при проведении осушительных мероприятий
болотистых систем;

при создании оросительных рисовых систем с
затопленной поверхностью и др.

При рассмотрении указанных расчетных схем
требуется определение различных параметров
фильтрационного потока (максимальных значе-
ний расхода, оптимального междренного рассто-
яния, продвижения фронта рассоления, распре-
деления действующих напоров и скоростей филь-

1 Работа выполнена в рамках тем Государственного задания
ИПМА КБНЦ РАН (122041800015-8) и ИВП РАН (FMWZ-
2022-0001).
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трации в заданных точках и др.) в зависимости от
заданных граничных условий.

На рис. 1 представлена классическая задача
фильтрации без свободной (депрессионной) по-
верхности в затопленном (с весьма малым, исче-
зающим уровнем воды) массиве конечной мощ-
ности T над водоупором, ограниченном рядом
вертикальных дренажных траншей, в котором z =
= x + iy – комплексная область фильтрации с ко-
ординатами x и y, 2b – заданное конечное рассто-
яние между дренами, h – глубина воды в дренах
над водоупором.

Решение указанной задачи основано на теории
функции комплексного переменного с использо-
ванием метода последовательных конформных
отображений, что является одним из мощных
методов решения задач фильтрации (напорной,
безнапорной, свободной), получивший широкое
распространение с 1920-х гг. в отечественной и
зарубежной литературе. Основы метода заложе-
ны в классических работах Н.Е. Жуковского,
Н.Н. Павловского, Б.Б. Девисона, Г. Гамеля
и Е. Гюнтера, М. Маскета, В.В. Ведерникова,
П.Я. Полубариновой-Кочиной и др. И в настоя-

щее время указанный метод решения потенци-
альных задач с использованием последовательных
конформных отображений продолжает разви-
ваться для задач не только фильтрации, но и дру-
гих (гидродинамических, гидравлических, им-
пульсных, струйных, тепловых, электрических)
процессов.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В представленной задаче в связи с симметрич-
ностью области фильтрации (рис. 1) рассматри-
вается только правая ее половина ABCDE со сле-
дующими граничными условиями:

участок AE – зона питания массива с полным
действующим напором (потенциалом) ϕAE = T – h,
в котором горизонтальная скорость фильтрации
Vx = 0, а вертикальная скорость снижается от Vy =
= –1 в точке A до Vy = VE в точке E – середине по-
верхности осушаемого массива;

участок AB (вертикальная грань дрены) – зона
высачивания фильтрационного потока, в кото-
рой вертикальная скорость фильтрации Vy имеет

Рис. 1. Схема затопленного массива с вертикальными дренажными траншеями (правая половина):  1 – область филь-
трации ABCDE; 2 – линии равных полных скоростей фильтрации V (изотах);  3 и 4 – значения скоростей Vx и V на AB;
5 и 6 – значения скоростей V = Vx и V = Vy соответственно на BC и AE; 7 и 8 – значения скоростей V = Vx на участке DC
соответственно при наличии (h = 0.4) и отсутствии (h = 0) воды в дрене; 9 – значения функции тока ψAE = ψ(x) на AE;
10 и 11 – напорные функции ϕED = ϕ(y) и ϕDC = ϕ(x) соответственно на ED и DC.
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постоянное значение Vy = –1 (при коэффициенте
фильтрации k = 1 усл. ед.), а горизонтальная ско-
рость Vx возрастает от Vx = 0 в точке A до Vx→∞
в “фокусной” точке B – на урезе воды дрены. При
этом величина полной скорости фильтрации V и
ее направление β0 (соответственно, изменяющее-
ся от вертикального до горизонтального) нахо-
дятся по формулам:

(1)

Величина же напорной функции линейно сни-
жается от полного напора ϕ = ϕAE в точке A до ну-
левого значения ϕ = 0 в точке B;

участок BС – зона подпора (выхода фильтра-
ционного потока по нормали в дрену) с нулевым
значением напора ϕ = 0, где вертикальная ско-
рость фильтрации Vy = 0, а горизонтальная ско-
рость возрастает от Vx = VC  в точке C ( в месте сопря-
жения дрены с водоупором) до Vx → ∞ в точке B
на урезе воды в дрене;

участок AE – зона питания массива с полным
действующим напором (потенциалом) ϕAE = T – h,
где Vx = 0, а вертикальная скорость снижается от
Vy = –1 в точке A до Vy = VE в точке E – середине
поверхности осушаемого массива;

участок ED – осевая линия массива, где Vx = 0,
вертикальная скорость снижается от Vy = VE до

нуля, а напорная функция – от полного напора
ϕAE до ϕ = ϕD;

участок DC – линия подошвы массива, где Vy = 0,
при этом горизонтальная скорость возрастает от
нуля до Vx = VC, а напорная функция снижается от
ϕ = ϕD до нуля.

Указанная задача для случая отсутствия воды
в дрене (h = 0) была решена разными методами
Дж. Донатом (J. Donat) и В.В. Ведерниковым со-
ответственно разложением в ряды Фурье напор-
ной функции в уравнении Лапласа [15] и пред-
ставлением области течения в виде годографа
скорости с использованием эллиптических функ-
ций Якоби [5].

В наиболее полном виде с учетом наличия
воды в дрене (h ≥ 0) гидромеханическое решение
данной задачи с определением сопряженной ком-
плексной скорости  = Vx – iVy получено
Ф.Б. Нельсон-Скорняковым [10]:

(2)

оно может быть представлена в более разверну-
том виде в зависимости от значений координат x, y
(при k = 1) [6, 8–10, 12]:

(3)

В формулу (3) входят обозначения: sn, cn и dn –
эллиптические синус-, косинус- и дельта-
функции Якоби [4, 6, 9, 10, 12]; tn – эллиптиче-
ская тангенс-функция [6]; K – полный эллипти-
ческий интеграл 1-го рода; λ – модуль эллиптиче-
ских функций и интегралов и параметр β опреде-
ляются подбором с использованием табличных
значений из выражений [8, 10]:

(4)

K ' – полный эллиптический интеграл 1-го рода
при дополнительном модуле, равном λ' = (1 – λ2)0.5.

Как видно из изложенного, использование за-
висимости (3) для решения прикладных задач
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связано с чрезвычайно трудоемкими и сложными
математическими вычислениями эллиптических
функций, с необходимостью определения при
этом отдельных параметров методом подбора из
значений эллиптических дельта-функции и инте-
гралов, предварительно полученных путем нели-
нейного перекрестного интерполирования по
двум переменным табличных данных, – в особен-
ности, для специалистов прикладного, инженер-
ного профиля. Этот процесс еще более усложня-
ется с учетом необходимости предшествующего
извлечения корня из подкоренного дробного вы-
ражения – отношения комплексных эллиптиче-
ских выражений (с разделением на действитель-
ную и мнимую части) – и определения ее значе-
ния в обратном гиперболическом косинусе. На
аналогичные математические трудности, возни-
кающие при гидромеханическом рассмотрении
задачи напорной фильтрации под плоским флют-
бетом и водоупором, указывал также Н.Н. Пав-
ловский [11]. Использование для этого результа-
тов численных решений, дающих только дис-
кретные значения специальных функций и
интегралов (в “цифрах”) для каких-то отдельных
точек и фрагментов задачи, не позволяет полу-
чить общее аналитическое решение в элементар-
ных функциях для всей области задачи и ограни-
чены в возможностях выявления причинно-след-
ственных связей (в виде аналитических формул)
исходных факторов и в оценке их влияния на ито-
говые результаты. В связи с этим ниже изложено
новое прямое приближенно-гидромеханическое
решение указанной задачи с представлением ито-
говых результатов в элементарных функциях.

МЕТОД РЕШЕНИЯ
Для получения аналитической взаимосвязи

между комплексными областями физического
течения z = x + iy (рис. 2а) и годографа скорости
V = Vx + iVy, имеющей вид правой горизонтальной
полуполосы (рис. 2ж), методом последователь-
ных конформных отображений переводим их на
единую связующую комплексную полуплоскость
γ = γ1 + iγ2 (рис. 2е). Область годографа V = Vx + iVy
отображаем на полуплоскость γ = γ1 + iγ2 через
промежуточную комплексную область ε = ε1 + iε2
(рис. 2з) функциями [5, 7, 10]:

(5)

Как известно, непосредственное точное отоб-
ражение на верхнюю полуплоскость области те-
чения (прямоугольника) по формуле Щварца–
Кристоффеля может быть осуществлено только
эллиптическим синусом Якоби и дальнейшие
преобразования при решении задачи приводят к
сложнейшим аналитическим зависимостям (2), (3)
с “неберущимися” функциями и интегралами,

( ) ( )εε = π + γ = 2, ch .
2

V i

практически непригодными для аналитических
расчетов прикладных инженерных задач. В связи
с изложенным конформное отображение области
течения z = x + iy (осушаемого массива) – прямо-
угольника с основанием b и высотой T – на связу-
ющую полуплоскость γ = γ1 + iγ2 проводим для
двух случаев – “удлиненного” (при b/T ≤ 1) и
“уширенного” (при b/T > 1) массивов, результаты
отображения которых практически полностью
(!1%) совпадают с аналогичными данными из-
вестного конформного отображения эллиптиче-
ским синусом Якоби [1–3, 13, 14].

Для “удлиненного” массива при отображении
области z = x + iy на γ = γ1 + iγ2 используем проме-
жуточные комплексные области: t = t1 + it2, ς = ξ +
+ iη, θ = θ1 + iθ2, S = S1 + iS2 (рис. 2б–2д) – с отоб-
ражающими функциями:

(6)

Для “уширенного” массива при отображении
области t = t1 + it2 на γ = γ1 + iγ2 используем проме-
жуточные комплексные области: σ = σ1 + iσ2, J =
= J1 + iJ2, τ = τ1 + iτ2, ν = ν1 + iν2 (рис. 3а–3г) – с
отображающими функциями:

(7)

JB – значение точки B в области J = J1 + iJ2 (вы-
числяется по формуле (10)).
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Рис. 2. Схема последовательных конформных отображений областей течения z = x + iy и годографа скорости V = Vx +
+ iVy на связующую полуплоскость γ = γ1 + iγ2 для “удлиненного” затопленного массива.
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На основе результатов изложенных конформ-
ных отображений и последующих преобразова-
ний, разделяя действительную и мнимую части
итоговых аналитических выражений, оконча-
тельно получим значения комплексной скорости
фильтрации Vx и Vy для области фильтрации осу-
шаемого массива при заданных значениях x и y.

Для случая “удлиненного” массива (b/T ≤ 1)
значения комплексной скорости Vx и Vy определя-
ются по зависимостям:

(8)

(при N2 = 0 значение M = 2 для N1 ≤ 1 и M = 2N1
для N1 > 1), в которых
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Для случая “уширенного” массива (b/T > 1) ве-
личины скоростей Vx и Vy также находятся по за-
висимостям (8) при подстановке только в них
значений γ1 и γ2, равныx:
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Рис. 3. Схема конформных отображений комплексной области σ = σ1 + iσ2 на связующую полуплоскость γ = γ1 + iγ2
для “уширенного” затопленного массива.
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(10)

Полученные аналитические (элементарные)
формулы (8)–(10) позволяют непосредственно
определять значения комплексной скорости филь-
трации в любой точке области фильтрации прямым
подсчетом в зависимости от граничных условий
исходного затопленного массива (полуширины
основания b, высоты T, глубины воды в канаве h)
и заданных значений координат x и y, что дает
возможность и нахождения всех других необхо-
димых параметров фильтрации.

При этом величина полной скорости фильтра-
ции V находится по формуле (1).

РЕЗУЛЬТАТЫ ДЛЯ ЧАСТНЫХ СЛУЧАЕВ
Для точек контура области фильтрации (рис. 1):

A(b; T), B(b; h), D(0; 0) – значения скоростей
фильтрации по предлагаемому решению (при на-
личии и отсутствии уровня воды в дрене h) – пол-
ностью совпадают с точными, в частности для
случая h > 0 [10]: A (Vx = 0, Vy = –1); B (Vx = ∞, Vy =
= –1); D (Vx = 0, Vy = 0).

При наличии воды в дрене (h > 0) значения
скоростей фильтрации в нижней (наиболее суф-
фозионно-опасной) точке выхода фильтрацион-
ного потока в дрену VC (в точке C) и в середине
поверхности осушаемого массива VE (в точке E)
определяются из зависимостей (8)–(10) соответ-
ственно при x = b; y = 0 и x = 0; y = T в виде:

для “удлиненного” массива (при b/T ≤ 1)
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для “уширенного” массива (при b/T > 1)

(13)

(14)

в которых величины λ, ξB, m, JB приведены в (6),
(7) и (10).

Для случая отсутствия воды в дрене (h = 0)
формулы для определения скорости фильтрации
VE = Vy еще более упрощаются:

(15)

(16)

ВЕРИФИКАЦИЯ МЕТОДА
Сравнение (для частных случаев) точных зна-

чений скорости фильтрации VE = Vy, по решению
В.В. Ведерников [5], в срединной точке поверх-
ности осушаемого массива E(0; T) для разных со-
отношений b/T (0.5, 1, 2, 3, 5), равных 0.891, 0.500,
0.110, 0.023, 0.00099, с данными подсчетов по
предлагаемым формулам (15), (16) – 0.8902,
0.5004, 0.1098, 0.0229, 0.00099, – показало практи-
чески полное совпадение результатов (!1%).

На рис. 1 приведено впервые аналитически по-
строенное поле полных скоростей фильтрации V в
виде семейства изотах – линий равных скоростей
фильтрации в затопленном массиве с вертикаль-
ными дренами (при b = 2; T = 1; h = 0.4), из кото-
рого видно, насколько неоднородный характер
имеет распределение скоростей и насколько зна-
чительно влияет на это наличие воды в дрене.
Представлены также эпюры скоростей фильтра-
ции по граничным линиям: AB (Vx, V – кривые 3, 4);
BC (V = Vx – кривая 5); AE (V = Vy – кривая 6); DC
(V = Vx – кривая 7), причем для участка DC пред-
ставлена также для сравнения эпюра скоростей
для случая отсутствия воды в канаве: h = 0 – кри-
вая 8.

В рамках примера расчета рассматриваемого
осушаемого массива для линии AE с максималь-
ным значением напорной функции ϕAE = T – h =
= 0.6 на основе дифференциальной зависимости
Vy = dψ/dx получено интегральное выражение для
функции тока (расходов) ψAE = ψ(x) (кривая 9)
в виде:
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по которому определена максимальная величина
расхода фильтрации через половину (правую)
осушаемого массива, равная q = 0.6573.

Аналогичным образом с использованием диф-
ференциальных зависимостей Vy = dϕ/dy и Vx =
= dϕ/dx построены также эпюры напорных функ-
ций ϕED = ϕ(y) и ϕDC = ϕ(x) соответственно по ли-
ниям ED и DC (кривые 10, 11).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Известные аналитические решения задачи филь-
трации для затопленного массива с вертикальны-
ми дренами (дренажными траншеями) с водой
представлены чрезвычайно сложными математи-
ческими зависимостями в комплексных перемен-
ных, что затрудняет их использование при решении
прикладных задач. Получено новое приближен-
но-гидромеханическое решение задачи с исполь-
зованием годографа скорости и представлением
расчетных зависимостей в элементарных функ-
циях, совпадающее для граничных точек с точны-
ми данными и практически полностью (!1%) со-
гласующееся с результатами точных подсчетов
В.В. Ведерникова для частных случаев. Впервые
аналитически построено поле полных скоростей
фильтрации в виде семейства изотах – линий рав-
ных скоростей фильтрации – для заданного за-
топленного массива с вертикальными дренажны-
ми траншеями, показывающее неоднородный ха-
рактер распределения скоростей в нем с учетом
наличия воды в дрене. Представлены также эпю-
ры скоростей фильтрации по граничным линиям
(в том числе в сравнении сo случаем отсутствия
воды в дрене), а также эпюры функции тока и на-
порной функции.
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