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АННОТАЦИЯ
Обоснование. Развитие ракетно-космической техники приводит к необходимости перевозки наземными транс-

портными средствами все более крупногабаритных неделимых грузов. При этом, учитывая особенности перевоз-
имых грузов, к транспортным средствам предъявляется ряд особых требований, в том числе по маневренности

Цель работы ― определение величины смещения траектории полуприцепа относительно траектории тягача 
является целью настоящего исследования. 

Материалы и методы. Решение системы обыкновенных дифференциальных уравнений происходит с использо-
ванием программ MATLAB/Simulink, реализующей метод Рунге-Кутта-Фельберга четвертого-пятого порядков 

Результаты. Получен сравнительный график значений расчетного и идеального углов складывания.
Заключение. Разработанные математические модели и программы расчета позволяют достаточно оперативно 

и достоверно оценивать поворотливость вновь разрабатываемых образцов.
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ABSTRACT
BACKGROUND: The development of aerospace machinery leads to the need for transportation of increasingly large-sized 

indivisible cargo by ground vehicles. At the same time, taking into account the peculiarities of the transported cargo, a number 
of special requirements including maneuverability are imposed on vehicles.

AIMS: Defining the magnitude of the semitrailer path offset relative to the truck path.
METHODS: The solution of the system of ordinary differential equations is performed using the MATLAB/Simulink software 

implementing the Runge-Kutta-Felberg method of the fourth-fifth orders.
RESULTS: The comparative graph of the values of the normal and ideal jack-knifing angles has been obtained.
CONCLUSIONS: The developed mathematical models and calculation software make it possible to assess 

the maneuverability of newly developed prototypes quite quickly and accurately.
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ВВЕДЕНИЕ
Транспортировка грузов в труднодоступные  места яв-

ляется актуальной проблемой в современном мире [1]. 
В существующей инженерной инфраструктуре эксплуа-
тируемых объектов строительства и обслуживания 
возникают новые задачи транспортировки неделимых 
грузов, что обязывает перерабатывать траекторию дви-
жения автотранспортных средств и пересматривать 
ограничения по их грузоподъемности [2-4]. 

Под поворотливостью двухзвенного активного авто-
поезда понимается его способность к совершению по-
ворота при движении тягача строго по осевой линии 
дороги. В работе [1] была представлена математическая 
модель кинематики поворота сверхтяжелого автопоезда, 
которая в дальнейшем была использована для оценки 
влияния различных конструктивных параметров полу-
прицепов и систем управления поворотом их колес 
на поворотливость двухзвенного активного автопоезда. 

ЦЕЛЬ РАБОТЫ
Математическое модель описывает движение реаль-

ного объекта, но степень его идеализации не всегда оче-
видна. Одним из значимых недостатков существующих 
математических моделей кинематики поворота строи-
тельной техники является отсутствие в них аппаратов 
определения величины смещения траектории полупри-
цепа относительно траектории тягача непосредственно 
в процессе решения задачи.

Устранение этого недостатка является целью настоя-
щего исследования. 

Для определения уровня конструкции автотранспорт-
ного средства необходимо провести параметрическую 
декомпозицию [5] и определить требуемые характери-
стики, критерии и параметры конструкции, которые тре-
буется проанализировать.

Возможность проведения конструктивной доработки 
для серийной или унифицированной техники [6] не рас-
сматривается.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Решение задачи непосредственного определения 

 величины смещения траектории полуприцепа будем 
искать на основе сравнения результатов расчетов 
криволинейного движения автопоезда с реальной 
и идеаль ной системами управления поворотом колес 
полуприцепа. 

Под реальной, в данной работе, понимается си-
стема, осуществляющая поворот колес в зависимости 
от угла складывания между тягачом и полуприцепом, 
а под идеальной – система поворота, которая обеспечи-
вает движение полуприцепа точно по траектории тягача. 
Работа идеальной системы без учета эксплуатации узлов 

в агрессивных средах с повышенным износом рассмо-
трена в работах [1, 7].

В работе [8] рассмотрена проблема отсутствия алго-
ритма построения движения спецтехники. Разработка 
движения двухзвенного активного автопоезда с идеаль-
ной системой управления поворотом колес полуприце-
па позволяет, кроме поставленной задачи, наметить 
основные принципы создания опытного образца такой 
системы. 

Условие совпадения траекторий опорных точек тя-
гача и полуприцепа (определения опорных точек даны 
в работе [9]) может быть представлено следующим 
 образом:

( ) ;

( ) ;

ò ï

ò ï

− τ =
 − τ =


dx t dx
dt dt

dy t dy
dt dt

  (1)

где ( )ò − τx t , ( )ò − τy t  – координаты опорной точки 
тягача в момент времени − τt , τ  – время необходимое 
полуприцепу для того, чтобы координаты его опорной 
точки ï ( )x t , ï ( )y t  совпали с ( )ò − τx t , ( )ò − τy t .

Левые части уравнений, входящих в систему (1), мо-
гут быть преобразованы следующим образом: 

( ) ( ) ( )( ) (1 )
( )

ò ò ò− τ − τ − τ− τ
= ⋅ = ⋅ − τ

− τ − τ


dx t dx t dx td t
dt dt d dt d t

,

( ) ( ) ( )( ) (1 )
( )

ò ò ò− τ − τ − τ− τ
= ⋅ = ⋅ − τ

− τ − τ


dy t dy t dy td t
dt dt d dt d t

.

С учетом этих преобразований условие (1) можно 
 записать в виде:

( ) (1 ) ( );
( ) (1 ) ( ).

ò ï

ò ï

− τ ⋅ − τ =
 − τ ⋅ − τ =

  

  

x t x t
y t y t

  (2)

Таким образом имеем 2 уравнения и 3 неизвестных 
ïx , ïy , τ .

Возводя уравнения (2) в квадрат и складывая их, 
 получим:

(1 )ò ï−τ
υ ⋅ − τ = υ

t t ,  (3)

где ò −τ
υ

t
 – скорость тягача в момент времени − τt ; 

ïtυ  – скорость центра приведенного колеса полупри-
цепа в момент времени t .

Если принять допущение о постоянстве скорости тя-
гача в процессе поворота, то -ò òτυ = υ  и уравнение (3) 
можно представить в форме:

1 ï

ò

υ
τ = −

υ
 ,  (4)

где òυ , ïυ  – вышеупомянутые скорости в момент вре-
мени t .
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Таким образом, имеем 1 уравнение и 2 неизвест-
ных – τ , ïυ .

Для определения τ , ïυ  можно предложить способ, 
вытекающий из расчетной схемы, приведенной на рис. 1.

На схеме (см. рис. 1) приняты следующие обозначе-
ния: uγ , uϕ  – угол складывания и угол поворота приве-
денного колеса полу прицепа при условии его движения 
по траектории тягача соответственно.

Проекции скоростей òυ  и ïυ  [10] на продольную ось 
полуприцепа связаны между собой следующей зависи-
мостью:

cos cosò ïu uυ γ = υ ϕ ,

Откуда имеем:
cos
cosï ò

u

u

γ
υ = υ ⋅

ϕ
.  (5)

Подставляя (5) в (4), получим:

cos1
cos

u

u

γ
τ = −

ϕ
 .  (6)

Не сложно получить следующие соотношения:

1 2u uγ = −a a ,  (7)

1 2u uγ = −  a a ,  (8)

где все значения берутся в момент времени t , а также 
очевидно, что

2 1u u −τϕ = − ta a , (9)

где 1 −τta  – курсовой угол тягача в момент времени − τt .

РЕЗУЛЬТАТЫ
Если обозначить через x  расстояние от полюса по-

ворота полуприцепа (в полюсе поворота отсутствует 
боковая составляющая вектора скорости этой точки) 
до точки сцепки с тягачом, то справедливы следующие 
уравнения:

2sinυ γ = a xò u u ,  (10)

2sin ( )ï u uυ ϕ = −a L x .  (11)

Выражая x  из (10) и подставляя, полученное вы-
ражение, в (11), будем иметь (с учетом разных знаков 
у uγ  и uϕ ):

2 (sin cos tg )ï
u u u u

υ
= ⋅ γ − γ ⋅ ϕa

L
. (12)

Учитывая (8) и (9), выражение (12) примет вид:

1 2 1(sin cos tg( ))ò
u u u u −τ

υ
γ = − ⋅ γ − γ ⋅ −  t ta a a

L
 (13)

Так как известно начальное значение 0
ò

τ =
υ
L

, 

то уравнение (13) может быть разрешено относительно uγ .

Рис. 1. Расчетная схема кинематики поворота автопоезда с идеальной и реальной системами управления поворотом колес 
полуприцепа.
Fig. 1. Analytical model of road train turning kinematics with ideal and real control systems of semitrailer wheels turning.
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После этого из уравнений (7) и (9) могут быть найде-
ны 2ua  и uϕ  соответственно.

После чего решается уравнение (6) относительно τ .
Величина смещения траектории полуприцепа 

от траек тории тягача может быть определена по следую-
щей зависимости:

2 sin
2

uγ − γ 
∆ = ⋅  

 

pC L ,  (14)

где γ p  – угол складывания автопоезда с реальной си-
стемой поворота, способ определения которого описан 
в работе [7].

Для реализации разработанной математической 
модели была написана программа расчета параметров 
криволинейного движения двухзвенного активного ав-
топоезда с идеальной и реальной системами управле-
ния поворотом колес полуприцепа. Решение системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений было по-
строено с использованием программ MATLAB/Simulink, 
реализую щих метод Рунге-Кутта-Фельберга четвертого-
пятого порядков. 

Результаты расчета приведены на рис. 2.
Но, в то же время, традиционный путь учета факторов 

неопределенности на основе вероятностного и статисти-
ческого моделирования, зачастую, оказывается неадек-
ватным решаемым задачам и может привести к невер-
ным результатам, так как функционирование сложных 
организационно-технических систем на практике харак-
теризуется неопределенностями различного типа.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
1. Разработанные математические модели и про-

граммы расчета позволяют достаточно оперативно 

и достоверно оценивать поворотливость вновь раз-
рабатываемых образцов двухзвенного активного 
автопоезда и добиваться ее улучшения на основе 
выбора рационального сочетания параметров систем 
поворота колес полуприцепов. 

2. Предложенный алгоритм расчета идеального дви-
жения активного автопоезда позволяет определить 
пути создания системы поворота колес полуприцепа, 
обеспечивающей максимальное совпадение траекто-
рий звеньев автопоезда при его криволинейном дви-
жении с различными радиусами поворота.
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