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АННОТАЦИЯ
Обоснование. Методы математического моделирования находят широкое применение при разработке автотран
спортных средств. С целью исследования динамических свойств автотранспортного средства, исследования его 
устойчивости и управляемости, а также для удешевления и ускорения разработки бортового программного обеспе
чения требуется создание цифрового двойника, описывающего пространственное движение транспортного сред
ства с моделями узлов и агрегатов, входящих в его состав.
Цель работы — разработка и верификация виртуального прототипа автотранспортного средства.
Материалы и методы. Разработка виртуального прототипа и моделирование автотранспортного средства проводи
лись в программном пакете MATLAB&Simulink. Приводятся основные выводы уравнений необходимых для построе
ния моделей узлов и агрегатов автомобиля. Проводятся верификационные испытания с использованием специаль
ного измерительного оборудования.
Результаты. Разработан виртуальный прототип автотранспортного средства, содержащий в себе описание совмест
ной динамики кузова, элементов трансмиссии, подвески и колес. Проводится сравнение результатов натурных 
и виртуальных испытаний, подтверждающих работоспособность и адекватность виртуального прототипа. Выводятся 
основные графики, отражающие динамику реального и виртуального автомобиля.
Заключение. Практическая ценность разработки и исследования заключается в возможности использования вир
туального прототипа при исследованиях динамических свойств автотранспортного средства и разработке бортовых 
систем управления.

Ключевые слова: виртуальный прототип; транспортное средство; система уравнений; моделирование; 
верификация.
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Development and verification of a virtual prototype 
of a vehicle
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ABSTRACT
BACKGROUND: Methods of mathematical modelling are widely used in vehicle development. In order to study vehicle dynamics, 
stability and handling, as well as to accelerate and to reduce the cost of onboard software development, it is necessary 
to build a digital twin which contains description of special motion of a vehicle with models of units and subsystems as parts 
of the vehicle.
AIMS: Development and verification of a virtual prototype of a vehicle.
METHODS: Development of the virtual prototype and vehicle modelling were done in the MATLAB/Simulink software package. 
Main derivation of the equations necessary to build the models of vehicle’s units and subsystems is given. Verification testing 
was conducted using special measuring equipment.
RESULTS: The vehicle virtual prototype containing description of combined dynamics of bodyframe, transmission elements, 
suspension and wheels was developed. Comparison of results of field and virtual testing was made in order to confirm 
operability and adequacy of the virtual prototype. Main graphs showing dynamics of real and virtual vehicles are presented.
CONCLUSIONS: Practical value of development and study lies in ability of using a virtual prototype in vehicle dynamic studies 
and development of onboard control systems.
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ВВЕДЕНИЕ
К математической модели цифрового двойника 

предъявляются требования с учетом специфики решае
мой задачи [1, 2]. В разрабатываемой модели динамики 
транспортной машины должна быть учтена совместная 
динамика кузова, силовой установки, трансмиссии и хо
довой части с достаточной точностью для проведения 
моделирования движения. Также в модели должен быть 
учтен неудерживающий характер связи при взаимодей
ствии колеса с опорным основанием. Предполагается, 
что массы неподрессоренных элементов приведены 
к колесам, а подрессоренных — к несущей системе [8]. 
При движении автотранспортного средства необходимо 
учитывать характеристики сцепления и сопротивле
ния опорной поверхности, так как эти факторы влияют 
на движение транспортного средства [8].

Цель работы — разработка и верификация вирту
ального прототипа автотранспортного средства.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Система уравнений корпуса 
транспортного средства

Система уравнений движения автотранспортно
го средства содержит: уравнения динамики, которые 
составлены на основе закона сохранения количества 
движения и момента количества движения [1–3]; ки
нематические уравнения связи угловых и линейных 
скоростей с угловыми и пространственными координа
тами, полученными на основе уравнений связей между 
различными координатными системами; динамические 
уравнения движения неподрессоренных масс относи
тельно корпуса [8].

Сначала составляется система уравнений корпуса 
автомобиля. При составлении системы уравнений рас
сматривается движение твердого тела в пространстве. 
В разрабатываемой модели используются три системы 
координат (рис. 1): неподвижная система координат 

(НСК, ОНСКXНСКYНСКZНСК), полусвязанная система 
 координат (ПС, CXПСYПСZПС) и подвижная система 
координат (ПСК, CXПСКYПСКZПСК) [8].

Уравнения динамики следует записывать относи
тельно подвижной системы координат, параметрами 
которой, являются проекции линейных скоростей (vx, 
vy, vz) и угловых скоростей (ωx, ωy, ωz).

Система уравнений корпуса колесной машины состо
ит из шести уравнений, из них первые три — уравнения 
поступательного движения (см. работы [1–4]), а вторые 
три уравнения — вращательного движения [1–4]. Опи
сание поступательного и вращательного движения тела 
записывается по формуле Бура [3]:



( )ω == ×+ ∑ e
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k

d Q FQ dQ
dt dt
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 — локальная производная по времени от век

тора количества движения Q  в подвижной системе 
координат; ω  — мгновенная угловая скорость подвиж
ной системы координат; ( )e

kF  — сумма сил, действую

щих на корпус колесной машины; 
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 — локальная 

производная по времени от главного момента количе
ства движения OK относительно центра O; ( )e

OL  — 
главный момент внешних сил, приложенных к твердому 
телу, относительно центра O.

Векторные выражения теорем на оси подвижной си
стемы координат в развернутом виде будут выглядеть 
представляются в форме:
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где m  — масса колесной машины.
Учитывая, что центробежные моменты инерции мо

гут быть приравнены к нулю, система уравнений примет 
вид динамических уравнений Эйлера [1–4]. Векторное 

Рис. 1. Ориентация и систем координат в пространстве.
Fig. 1. Spacing of coordinate systems.
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выражение теоремы на оси подвижной системы коор
динат в конечном виде будет выглядеть следующим 
 образом:
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Если совместить системы уравнений (1) и (2), в одну 
систему, то можно записать общее уравнение движения 
кузова автомобиля в проекциях на оси подвижной си
стемы координат:
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где ωx , ωy , ωz , ω x , ω y , ω z  — проекции угловых 
скоростей и ускорений математической модели; cxv ,  

cyv , czv , cxv , cyv , czv  — проекции линейных скоростей 
и ускорений центра масс C; xG , yG , zG  — проек
ции силы тяжести; xF , yF , zF  — проекции силы 
внешнего воздействия; xiR , yiR , ziR  — проекции 
реакций в пятне контакта между опорной поверхно
стью; ( )xM F , ( )yM F , ( )zM F  — проекции момен
та от сил внешнего воздействия; ( )x iM R , ( )y iM R ,  

( )z iM R  — проекции момента от реакции в пятне  
контакта.

Взаимосвязь между положением корпуса автомо
биля в пространстве и неподвижной системой коорди
нат характеризуется углами Эйлера–Крылова (рис. 2), 
углом рыскания (θ), углом дифферента (φ), углом кре
на (ψ)  [1–4, 8]:

cos( ) sin( );
cos( ) sin( ) ;

cos( )
( )( cos( ) sin( )).

ψ = ω ϕ −ω ϕ


ω ϕ −ω ϕθ =
ϕ

ϕ = ω ψ ω ϕ −ω ϕ







x z

z x

y z xtg

 (3)

Полученные углы необходимы для вычисления коэф
фициентов матрицы направляющих косинусов:

11 cos( )cos( );= θ ϕb

12 cos( )sin( )sin( ) sin( )cos( );= θ ϕ ψ − θ ψb

13 cos( )sin( )cos( ) sin( )sin( );= θ ϕ ψ + θ ψb

21 sin( )cos( );= θ ϕb

22 sin( )sin( )sin( ) cos( )cos( );= θ ϕ ψ + θ ψb

23 sin( )sin( )cos( ) cos( )sin( );= θ ϕ ψ − θ ψb

31 sin( );= − ϕb

32 cos( )sin( );= θ ψb

33 cos( )cos( ).= ϕ ψb

Матрицы линейного преобразования:

11 12 13

21 22 23

31 32 33

,
    
    = ⋅    
        

cx cx

cy cy

cz cz

v vb b b
v b b b v

b b bv v

ÍÑÊ ÏÑÊ

ÍÑÊ ÏÑÊ

ÍÑÊ ÏÑÊ

где cxv ÏÑÊ , cyv ÏÑÊ , czv ÏÑÊ , cxv ÍÑÊ , cyv ÍÑÊ , czv ÍÑÊ  — 
проекции мгновенной скорости движения центра масс 
на оси подвижной и неподвижной систем координат.

Рис. 2. Углы Эйлера–Крылова: φ, ψ, θ — углы дифферента, 
крена, рыскания.
Fig. 2. Euler–Krylov angles: φ, ψ, θ — pitch, roll, yaw angles.
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РАЗРАБОТКА МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 
МОДЕЛИ КАЧЕНИЯ КОЛЕСА

Скорость движения автотранспортного средства 
в математической модели обеспечивается за счет при
ложения крутящего момента на вал колеса [1, 7–9]. Ди
намика вала колеса описывается следующей системой 
уравнений:

0

;
,

⋅ω = −
 = + +

i i i i

i xi i fi

J M M
M R r M M

ê ê êð ñ

ñ òîðì

где ω iê  — угловое ускорение колеса; iM êð  — кру
тящий момент на колесе; iM ñ  — сумма моментов со
противлений на колесе; òîðì  — тормозной момент; 

fiM  — момент сопротивления качению колеса; 0r  — 
радиус качения колеса.

При моделировании взаимодействия колеса следует 
принять следующее предположение: опорное снование 
неровное и недеформируемое; трение шины об опорное 
основание стабильно [1, 7–9]. Для построения расчётной 
схемы качения колеса (рис. 3 и 4), необходимо ввести 
микроподвижную систему координат (МпСК), в которой 
происходит взаимодействие колеса с опорным основа
нием (см. рис. 4).

Линейная скорость колеса относительно подвижной 
системы координат рассчитывается по следующей фор
муле [1, 7–9]:

,= + ω ×v v LêÏÑÊ ñÏÑÊ ñÏÑÊ êÏÑÊ

где vñÏÑÊ  — вектор скорости центра масс автомо
биля; ωñÏÑÊ  — вектор угловой скорости центра масс 

автомобиля; LêÏÑÊ  — радиусвектор крепления центров 
колес к корпусу.

Скорость скольжения колеса (см. рис. 3) в микро
подвижной системе координат [1, 5, 6, 8, 9] вычисляется 
 согласно:

2 2
. . ;= +x yv v vñê ñê ñê

x. .x. ;= −v v vñê ê ÌïÑÊ îòí

. . . .=y yv vñê ê ÌïÑÊ

Рис. 3. Расчетная схема реакции и скоростей в пятне контакта.
Fig. 3. Analytical scheme of reaction and velocities acting 
in a contact patch.

Рис. 4. Расчетная схема качения эластичного колеса.
Fig. 4. Analytical scheme of elastic wheel rolling on uneven and nondeformable ground surface.
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Угол скольжения αñê  изменяется в пределах 

0
2
π

≤ α ≤ñê .

Моделирование эластичного колеса можно пред
ставить в виде взаимодействия точек на нижней по
луокружности колеса и неровной опорного основания. 
Положение i–ой точки определяется кратчайшим рас
стоянием от точки на окружности колеса до центра ко
леса и вертикальной прямой, проходящей через центр 
колеса углом αт i (рис. 4).

Координаты точек на продольной XНСК, поперечной 
YНСК и вертикальной ZНСК осей неподвижной системы 
координат вычисляются следующим образом [8, 10]:

. . . 0 .sin( ) sin( );= + ⋅ α ⋅ θ + βi iX X rÍÑÊ ò ÍÑÊ ê ò

. . . 0 .sin( ) sin( );= + ⋅ α ⋅ θ + βi iY Y rÍÑÊ ò ÍÑÊ ê ò

. . . 0 .cos( ),= − ⋅ αi iZ Z rÍÑÊ ò ÍÑÊ ê ò

где .X ÍÑÊ ê , .YÍÑÊ ê  и .ZÍÑÊ ê  — координаты центра 
эластичного колеса в неподвижной системе координат; 
β — угол поворота управляемого колеса.

Прогиб шины q вычисляется согласно [8, 10]:

.

. . . .

. . . . . . . . .

0, ;

( )cos( ), ,

=

≤= 
− α >

i i
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Z Z

Z Z Z Z

ò ýêâ

ãðóíò ò ÍÑÊ ò

ãðóíò ò ÍÑÊ ò ò ãðóíò ò ÍÑÊ ò

где . .iZãðóíò ò  — вертикальная координата профиля не
ровности.

Далее рассчитывается эквивалентный угол αт экв точ
ки приложения радиальной реакции rR  и тангенциаль
ной реакции Rτ  и эквивалентный прогиб эластичного 
колеса [10]:
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где nò  — число точек в полуокружности эластичного 
колеса.

Далее проецируется вектор линейных скоростей 
на оси микроподвижной системы координат с учетом 
эквивалентного угла  αò ýêâ  точки [10]:

.x. . .

. . .

sin( )
( cos( ) sin( )) cos( );

= ⋅ α +
+ ⋅ β + ⋅ β ⋅ α

z

x y

v v
v v

ê ÌïÑÊ ê ò ýêâ

ê ê ò ýêâ

.y. . .sin( ) cos( );= − ⋅ β + ⋅ βx yv v vê ÌïÑÊ ê ê

.z. . cos( )cos( ).= ⋅ ψ ψzv vê ÌïÑÊ ê

Скорость деформации профиля i –ой точки 
в радиаль ном направлении:

. ..
. .cos( ) ,= ⋅ α −ii
i r i

dZdq v
dt dt

ãðóíò òò
ò

где .r iv  — вектор линейной скорости i–ой точки 
в радиаль ном направлении, вычисляемая согласно:

. . . . . . . . .sin( ) cos( ).= ⋅ α + ⋅ αr i x i i z i iv v vÌïÑÊ ò ò ÌïÑÊ ò ò

Скорости точек контура эластичного колеса вычис
ляются по формуле [8, 10]:

. . . 0 . .x.( )cos( ) ;= ω − α +x i i iv r q vÌïÑÊ ò ê ò ê ÌïÑÊ

. . . 0 . .z.( )sin( ) .= ω − α +z i i iv r q vÌïÑÊ ò ê ò ê ÌïÑÊ

Сила взаимодействия с опорной поверхностью 
в  соответствии с [1, 5–9] равна:

. ;= −µ ⋅i s iP
v
vR ñê

ø
ñê

0 1
.max 1 1 ,

− −

α

   
µ = µ ⋅ − ⋅ +     

  

s s
s s

s s e e
ê ê

где: .iPø  — радиальная реакция в шине i–го колеса; 
µs  — коэффициент трения частичного скольжения [1, 5–9] 
(рис. 5); .maxαµs  — коэффициент трения полного скольже
нии; sê  — коэффициент буксования ( )= ω ⋅s v rê ñê ê ê  — 
для тягового режима, .x.=s v vê ñê ê ÌïÑÊ  — для тормоз
ного режима, 0s  — константа.

Предельная сила, в продольном и поперечном на
правлении, ограничена эллипсом трения. Так как пре
дельная сила напрямую связана с коэффициентом трения 
предельного скольжения, тогда в качестве параметров 
эллипса будут приняты коэффициенты трения при пол
ном буксовании на продольную ось X ÌïÑÊ  и попереч
ную ось YÌïÑÊ  соответственно: .maxµsx , .maxµsy  (рис. 6).

Коэффициент трения полного скольжения, за
висящий от угла скольжения, может быть рассчитан 
по  формуле:

.max .max
.max 2 2 2 2

.max .maxcos ( ) sin ( )
α

µ ⋅µ
µ =

µ α + µ α
sx sy

s

sy sxñê ñê

.

Радиальная и тангенциальная силы вычисляются 
по формулам [4, 8]:

.

.

;
cos( )

=
α

i
r

i

PR ø

ò

.τ = ⋅µr sR R

Все силы, действующие на корпус модели автомоби
ля, должны быть спроецированы на оси подвижной си 
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стемы координат, для чего необходим переход от  микро 
подвижной системы координат колеса к подвижной си
стеме. Сначала вычисляются проекции суммарной реак
ции на оси микроподвижной системы  координат [8, 10]:

. . .( cos( ) sin( ))cos( );τ= − α − α αx rR R RÌïÑÊ ò ýêâ ò ýêâ ñê

. sin( );= − ⋅µ ⋅ αy r sR RÌïÑÊ ñê

. . .sin( ) cos( ),τ= α − αz rR R RÌïÑÊ ò ýêâ ò ýêâ

где 
.cos( )α = xv

v
ñê

ñê
ñê

, .sin( )α = yv
v

ñê
ñê

ñê

.

Перенос проекций от микроподвижной системы 
 координат на подвижную осуществляется по следующим 
формулам [8, 10]:

. . . .

.

( cos( ) sin( ))
cos( ) sin( );

= α − α ⋅
⋅ β − β

x x r

y

R R R
R

ÏÑÊ ÌïÑÊ ò ýêâ ò ýêâ

ÌïÑÊ

. . .sin( ) cos( );= β + βy x yR R RÏÑÊ ÌïÑÊ ÌïÑÊ

. . cos( )cos( ).= ψ ϕz zR RÏÑÊ ÌïÑÊ

Также моделируются моменты сопротивления каче
ния и момент сопротивления повороту. Момент сопро
тивления качению вызванный продольным смещением 
радиальной реакции rR  рассчитываются согласно:

. 0 . .( )sin( )= − αfR zM R r qÌïÑÊ ò ýêâ ò ýêâ .

Общий момент сопротивления повороту со
стоит из момента сопротивления повороту колеса 

Рис. 5. Графики функции ( )µs sê  при различных значениях .maxαµs  и 0s  для связных грунтов: а) .max 0,6αµ =s ; 0 0,0458=s ;  
1 0,0864=s ; b) .max 0,6αµ =s ; 0 0,1373=s ; 1 0,2539=s .

Fig. 5. Graphs of the ( )µs sê  function at various values .maxαµs  and 0s  for cohesive soils: а) .max 0,6αµ =s ; 0 0,0458=s ; 
1 0,0864=s ; b) .max 0,6αµ =s ; 0 0,1373=s ; 1 0,2539=s .

Рис. 6. Эллипс трения.
Fig. 6. Ellipsis of friction.

Рис. 7. Расчетная схема действия боковой силы на эластичное 
колесо.
Fig. 7. Analytical scheme of lateral force acting at an elastic 
wheel.
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и стабилизирующего момента, возникающего при уводе 
(рис. 7). Момент сопротивления согласно [8, 11] можно 
рассчитать по следующей формуле:

. .max .max .0.375 ,
4α

π
= ⋅µ ⋅n s z

l bM R ê ê
ê ÌïÑÊ

где lê  — длина пятна контакта; bê  — ширина пятна 
контакта.

Длина пятна контакта вычисляется по формуле:

2 2
.2 ( ) .= − −l r r qê ê ê ò ýêâ

Для поворачивающего катящегося колеса момент 
 сопротивления повороту колеса и стабилизирующий 
момент колеса примут вид [11]:

. .max
.

.

;
1 0,15

=
  
+     

n
n

n

MM
R
b

ê
ê

ê

ê

. . . . ,= ⋅ + ⋅y xM R e R dñò ê ÌïÑÊ ê ÌïÑÊ

где: .nR ê  — радиус траектории катящегося колеса; e — 
плечо поперечной реакции, 6=e lê ; d — плечо про
дольной реакции, tg( )= δd e .

Общий момент сопротивления повороту колеса  равен:

.Σ = +nM M Mï êñ ñò .

РАЗРАБОТКА МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 
МОДЕЛИ ПОДВЕСКИ

При моделировании движении автомобиля модели
руется перемещение центра колеса относительно корпуса 
в вертикальном направлении [12]. Силы в шине и подве
ске зависят от их упругодемпфирующих свойств. Приня
то, что колесо перемещается вертикально, параллельно 
вертикальной оси подвижной системы координат.

Расчетная схема, согласно которой составляется 
дифференциальное уравнение, показана на (рис. 8):

. . . . ,= − − i i z im z P P m gê ê ø ïîäâ ê

где mê  — масса колеса; g  — ускорение свободного 
падения; . izê  — ускорение центра колеса в вертикаль
ном направлении; . .z iP ïîäâ  — сила со стороны подвески.

Радиальная реакция в шине .iPø , зависит от упруго
демпфирующих свойств [1, 5–9]:

. . . . . ,= +i y i iP P Pø ø ø ä

где . . .( )=y i iP f hø ø , . . .( )= 

i iP f hø ä ø  — упругая и демп
фирующая силы в шине, которая является функцией 
от прогиба шины.

Сила в подвеске  iPïîäâ , так же зависит от упруго
демпфирующих свойств [1, 5–9]:

. . . . . ,= +i y i iP P Pïîäâ ïîäâ ïîäâ ä

где . . .( )=y i iP f hïîäâ ïîäâ , . . .( )= 

i iP f hïîäâ ä ïîäâ  — упругая 
и демпфирующая силы в подвеске, которая является 
функцией от прогиба подвески.

Моменты сил, действующие на автотранспортное 
средство в подвижной системе координат, зависят 
от усилий, прикладываемых на корпус автомобиля 
и коорди нат точек приложения этих усилий относитель
но центра масс. С учетом того, что в качестве координат 
точек приложения усилий выступают геометрические 
характеристики корпуса, моменты сил от колес относи
тельно осей подвижной системы координат записаны 
ниже:

. .( ) ( / 2) ;= ⋅ − ⋅x i z i y iM R R B R Zê ê

. .( ) ( / 2);= ⋅ − ⋅y i x i z iM R R Z R Lê ê

. .( ) ( / 2) ( / 2),= ⋅ − ⋅z i y i x iM R R L R Bê ê

где Bê  — колея колес; Zê  — вертикальная координата 
крепления колес; Lê  — колесная база.

Похожим образом записываются моменты внешних 
сил, приложенных на корпус колесной машины:

. .( ) ;= ⋅ − ⋅x z i y iM F F y F z

. .( ) ;= ⋅ − ⋅y x i z iM F F z F x

. .( ) .= ⋅ − ⋅z y i x iM F F x F y

Рис. 8. Расчетная схема подвески.
Fig. 8. Analytical scheme of suspension.



DOI: https://doi.org/10.17816/0321-4443-622767

463
Тракторы и сельхозмашиныТом 90, № 5, 2023ТЕОРИЯ, КОНСТРУИРОВАНИЕ, ИСПЫТАНИЯ

МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВИГАТЕЛЯ 
И ТРАНСМИССИИ 

В разрабатываемой модели трансмиссии принимается 
ограничение [8], что не учитываются потери в трансмис
сии и упругие свойства валов [13]. Рассмотрены следую
щие узлы: двигатель, коробка передач, главная передача.

Уравнение динамики вала двигателя принимает 
вид [8]:

. . ,⋅ω = −J M Mäâ äâ êð äâ ñ äâ

где Jäâ  — момент инерции движущихся частей дви
гателя; ω äâ  — угловое ускорение вала двигателя; 

.M êð äâ  — крутящий момент двигателя; .M ñ äâ  — мо
мент сопротивления, приложенный к валу двигателя.

Система уравнений коробки передач [8]:

. .

;
,

ω = ⋅ω
 ⋅ω = −

 



i
J M M

äâ êï êï

êï êï êð êï ñ êï

где Jêï  — момент инерции движущихся частей короб
ки передач; ω êï  — угловое ускорение выходного вала 
коробки передач; iêï  — передаточное число коробки 
передач; .M êð êï  — крутящий момент на выходном валу 
коробки передач; .M ñ êï  — момент сопротивления, при
ложенный от главной передачи к выходному валу короб
ки передач.

Система уравнений передней главной передачи [8]:

.
. .

.
. .

. .

;
2

;
2

,
2


⋅ω = ⋅ −




⋅ω = ⋅ −


ω + ω
ω = ⋅






 



M
J i M

M
J i M

i

êð âõ
ê ê ïðàâ ãï ñ ïðàâ

êð âõ
ê ê ëåâ ãï ñ ëåâ

ê ïðàâ ê ëåâ
âõ ãï

где .ω ê ïðàâ  — угловое ускорение выходного вала право
го колеса; .ω ê ëåâ  — угловое ускорение выходного вала 
левого колеса; ω âõ  — угловое ускорение входного вала; 
iãï  — передаточное число главной передачи; .M êð âõ  — 
крутящий момент входного вала главной передачи; 

.M ñ ïðàâ , .M ñ ëåâ  — момент сопротивления, приложен
ный к правой и левой полуосей.

ВЕРИФИКАЦИЯ ВИРТУАЛЬНОГО 
ПРОТОТИПА

Испытательные заезды проводились на дорогах 
Инновационного центра «Сколково». В заездах ис
пользовался автомобиль Toyota Prius Hybrid (рис. 9). 
Через бортовую информационную шину CAN, посред
ством бортовых датчиков записывались сигналы про
дольного и поперечного ускорения, угловой скорости во
круг вертикальной оси, угла положения рулевого колеса, 
частот вращения колес.

Заезд проводился по замкнутой траектории изобра
женной на рис. 10.

РЕЗУЛЬТАТЫ
Вначале проводится заезд, а затем сравниваются 

параметры движения автомобиля. На рис. 11 показана 
траектория движения цифрового двойника автомоби
ля. Откуда видно, что транспортное средство вернулось 
в точку старта.

При сравнении испытания и моделирования 
движения (табл. 1) выяснилось, что относитель
ная среднеквадратическая ошибка ускорений со
ставила 15,37% и 16,7% соответственно. В то время 
как относительная среднеквадратическая ошибка угловой 

Рис. 9. Автомобиль Toyota Prius Hybrid во время заездов.
Fig. 9. The Toyota Prius Hybrid during the events.
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скорости вращения автомобиля вокруг вертикальной оси   
составила 8,09% (рис. 12).

Таблица 1. Результаты верификационных заездов
Table 1. Results of verification events

Относительная 
среднеквадратическая ошибка:

Заезд на территории
«Сколково»

Продольное ускорение 15,37 %

Поперечное ускорение 16,7 %

Угловая скорость вращения КМ 8,09 %

Результаты свидетельствуют о возможности ее даль
нейшего применения для исследования для задач ис
следования динамики автотранспортных средств.

ВЫВОДЫ
В работе представлена математическая модель дви

жения автотранспортного средства в среде имитацион
ного моделирования MATLAB&Simulink, с различными 
схемами трансмиссии. В математической модели учтены 
такие явления как скольжение колеса в боковом направ
лении, деформация шины при движении по неровной 
недеформируемой опорной поверхности. Верификацион
ные заезды показали работоспособность и адекватность 
разработанного цифрового прототипа.

ДОПОЛНИТЕЛЬНО 
Вклад авторов. А.В. Антонян ― разработка математи-
ческой модели движения автотранспортного средства, 

Рис. 10. Маршрут испытательного заезда.
Fig. 10. The vehicle motion route.

Рис. 11. Траектория центра масс математической модели цифрового двойника автомобиля.
Fig. 11. Path of the center of gravity of the mathematical model of the vehicle’s digital twin.

Ко
ор

ди
на

та
 Y

, м

50

25

0

–25

–50

–75

–100

Координата X, м

Траектория центра масс КМ

–200 –175 –150 –125 –100 –75 –50 –25 0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250



DOI: https://doi.org/10.17816/0321-4443-622767

465
Тракторы и сельхозмашиныТом 90, № 5, 2023ТЕОРИЯ, КОНСТРУИРОВАНИЕ, ИСПЫТАНИЯ

Рис. 12. Сравнение параметров движения автомобиля: a) — продольное ускорение, b) — поперечное ускорение, c) — угловая 
скорость.
Fig. 12. Comparison of vehicle motion indicators: a) longitudinal acceleration; b) lateral acceleration; c) yaw rate.

c

b

a

Пр
од

ол
ьн

ое
 у

ск
ор

ен
ие

, м
/с

2
По

пе
ре

чн
ое

 у
ск

ор
ен

ие
, м

/с
2

Уг
ло

ва
я 

ск
ор

ос
ть

, р
ад

/с

Время, с

Время, с

Время, с

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140

6
5

4

3

2

1

0

–1

–2

–3

–4

–5

–6

4

3,5

3

2,5

2

1,5

1

0,5

0

–0,5

–1

–1,5

–2

0,4

0,2

0

–0,2

–0,4

–0,6

–0,8

Модель
Эксперимент

Модель
Эксперимент

Модель
Эксперимент



DOI: https://doi.org/10.17816/0321-4443-622767

466
Tractors and Agricultural MachineryVol. 90 (5) 2023THEORY, DESIGN, TESTING

проведение верификационных испытаний; М.М. Жилей-
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