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Оригинальное исследование

Математическая модель поперечного сечения зерна 
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АННОТАЦИЯ
Обоснование. При исследовании оптимальной длины отверстий решетчатого днища наклонной камеры зерноубороч-
ного комбайна, обеспечивающей предварительную сепарацию очесанного зернового вороха, поперечное сечение зер-
на пшеницы моделируется отдельно взятым шаром или конечным цилиндром. Последнее обстоятельство обусловлено 
формой зерновки, которая существенным образом упрощает описание технологического процесса. Однако, подобные 
модели поперечного сечения зерна весьма далеки от реальной формы объекта, поскольку спинная сторона зерновок 
выпуклая, а на брюшной стороне имеется продольная бороздка. Наиболее близкой поверхностью к реальной форме 
зерновки является математическая модель, представляющая собой улитку Паскаля. Для указанной модели определе-
ны координаты центра тяжести фигуры и получены уравнения для расчета площади ее поперечного сечения и момен-
тов инерции для каждой из осей координат. Проверка полученных уравнений в программе «КОМПАС-3D» показала, 
что расхождение между реальными и теоретически предсказанными значениями координат центра тяжести фигуры 
составляет порядка 13%, что снижает адекватность расчетов и требует их уточнения.
Цель исследований — уточнение математической модели поперечного сечения зерна пшеницы, учитывающей гео-
метрические свойства улитки Паскаля.
Материалы и методы. Объектом исследования является поперечное сечение зерна пшеницы, моделируемое улиткой 
Паскаля. При определении координат центра тяжести фигуры использовали методы теоретической механики, а про-
верку полученных выражений осуществляли в системе трехмерного моделирования «КОМПАС-3D».
Результаты. Получены математические выражения для аналитического нахождения координат центров тяжести 
для различных вариантов улитки Паскаля: a = b (кардиоида), a < b (улитка Паскаля без внутренней петли), a > b 
(улитка Паскаля содержит внутреннюю петлю). Проверка полученных выражений свидетельствует об их адекватности, 
поскольку сходимость теоретических и экспериментальных данных составляет 100%.
Заключение. Использование уточненных математических моделей поперечного сечения зерна пшеницы позволяет 
существенным образом упростить моделирование процесса сепарации очесанного вороха, а также повысить точность 
расчетов. Для упрощения описания этого процесса целесообразно использовать систему трехмерного моделирования 
«КОМПАС-3D».

Ключевые слова: поперечное сечение зерна пшеницы; улитка Паскаля; кардиоида; координаты центра тяжести; 
площадь поперечного сечения зерна.
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Mathematical model of the cross-section 
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Bryansk State Agrarian University, Bryansk, Russian Federation

ABSTRACT
BACKGROUND: When studying the optimal length of the holes in the lattice bottom of the inclined chamber of a combine 
harvester, which ensures preliminary separation of the combed grain heap, the cross section of wheat grain was modeled 
in the shape of a separate ball or a cut cylinder. This is due to the fact that the description of the technological process is 
significantly simplified with this shape of grain. However, such models of the grain cross-section are very far from the real 
shape of the object, since the dorsal side of the grains is convex, and there is a longitudinal groove on the ventral side. 
The kind of surface closest to the real shape of the grain is the Pascal’s snail mathematical model. For this model, the centroid 
coordinates are determined, and equations are obtained for calculating its cross-sectional area and moments of inertia 
for each coordinate axis. Verification of the obtained equations in the KOMPAS-3D software showed that the discrepancy 
between the real and theoretically predicted values of the centroid coordinates is about 13%, which reduces the adequacy 
of the calculations and requires their refinement.
AIM: Refinement of the mathematical model of the cross-section of wheat grain shaped as the Pascal’s snail.
METHODS: The object of the study is a cross section of wheat grain shaped as the Pascal’s snail. When determining the centroid 
coordinates, methods of theoretical mechanics were used, and the resulting expressions were verified in the KOMPAS-3D 
three-dimensional modeling software.
RESULTS: Mathematical expressions for analytical calculation of the centroid coordinates are obtained for different versions 
of the Pascal’s snail: a = b (cardioid), a < b (the Pascal’s snail without an internal loop), a > b (the Pascal’s snail with an internal 
loop). Verification of the obtained expressions proves their adequacy, since the convergence of theoretical and experimental 
data is 100%.
CONCLUSIONS: The use of refined mathematical models of the cross-section of wheat grain can significantly simplify 
the modeling of the separation process of combed heaps, as well as to increase the accuracy of calculations. To simplify 
the description of this process, it is advisable to use the KOMPAS-3D three-dimensional modeling software.

Keywords: cross-section of wheat grain; Pascal’s snail; cardioid; centroid coordinates; cross-sectional area of grain.
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ВВЕДЕНИЕ
Требование реализации в Российской Федерации 

новых прогрессивных технологий уборочного процесса 
обусловлено постоянным ростом производства зерно-
вых культур в нашей стране. Например, Министерство 
сельского хозяйства прогнозирует, что Россия сохранит 
лидерство в производстве пшеницы в 2024 году и дове-
дет экспорт до 50 миллионов тонн зерновых. Однако, ре-
шение вопросов снижения трудоемкости, затрат энергии 
и повышения качества зерна и семян до требуемых па-
раметров традиционными комбайновыми технологиями 
в настоящее время невозможно [1, 2]. Значительный рас-
ход горюче-смазочных материалов (до 7 литров на тонну 
убранного зерна), увеличение себестоимости продукции 
производства (до 12 тыс. рублей за тонну зерна), а так 
же прямые и косвенные потери зерна до 30…50% [3, 4], 
от всего выращенного урожая диктуют необходимость 
перехода к современным методам ведения сельского 
хозяйства.

В частности, результаты многочисленных исследо-
ваний и передовой производственный опыт свидетель-
ствуют о том, что повысить производительность и энер-
гоэффективность комбайна, а также снизить прямые 
и косвенные потери зерна, возможно, за счет примене-
ния комбайнового очеса. Сравнительные испытания по-
зволяют утверждать о значительной (до 40%) экономии 
горючего на гектар и увеличении производительности 
в 1,3 раза, при использовании очесывающей жатки, 
по сравнению с прямоточной [5]. Одной из проблем ука-
занной технологии уборки является то, что в очесанном 
ворохе содержится до 85% свободного зерна, посту-
пление которого в молотильный зазор приводит к его 
повышенному дроблению (до 8%) рабочими органами 
молотильного барабана, и снижению его качественных 
показателей [6].

Для исключения этого негативного явления целесоо-
бразно производить предварительную сепарацию очесан-
ного вороха с целью выделения из него свободного зерна 
и направления последнего на очистку, минуя молотильное 
устройство. При сложившейся компоновочной схеме зер-
ноуборочного комбайна разместить дополнительное се-
парирующее устройство можно в наклонной камере [7, 8]. 
При проведении теоретических исследовании по опреде-
лению оптимальной длины отверстий решетчатого дни-
ща наклонной камеры зерноуборочного комбайна, обе-
спечивающей предварительную сепарацию очесанного 
зернового вороха, поперечное сечение зерна пшеницы 
моделировали в виде отдельно взятого шара или обрезан-
ного цилиндра [9–11]. Это обусловлено тем, что при такой 
форме зерновки существенным образом упрощается опи-
сание процесса сепарации. Однако, такие модели попе-
речного сечения зерна весьма далеки от реальной формы 
объекта, поскольку спинная сторона зерновок выпуклая, 
а на брюшной стороне имеется продольная бороздка. 
Вследствие этого установлено, что разница в скорости се-
парации свободного зерна между теоретическими и экс-
периментальными данными составляет порядка 30% [12].

Наиболее близкой поверхностью к реальной форме 
поперечного сечения зерновки является математическая 
модель, разработанная И.А. Маяцкой, которая представ-
ляет собой улитку Паскаля (см. рис. 1) [13, 14]. Для этих 
моделей автором определены координаты центра тяжести 
фигуры, а также получены уравнения для расчета площа-
ди ее поперечного сечения и моментов инерции для каж-
дой оси координат.

Однако, в результате построения указанных моделей 
поперечного сечения зерновки в программе «КОМПАС-3D» 
установлено, что расхождение между реальными и теоре-
тически предсказанными значениями координат центра 
тяжести фигуры составляет порядка 13% [12], что снижает 
адекватность расчетов и требует их уточнения.

Рис. 1. Частные случаи поперечного сечения зерна пшеницы выполненной в виде улитки Паскаля: a) a = b (кардиоида); b) a < b 
(улитка Паскаля без внутренней петли); c) a > b (улитка Паскаля содержит внутреннюю петлю).
Fig. 1. Special cases of the cross-section of wheat grain shaped as the Pascal’s snail: a) a = b (cardioid); b) a < b (the Pascal’s snail 
without an internal loop); c) a > b (the Pascal’s snail with an internal loop).

a b c
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ЦЕЛЬ ИССЛЕДОВАНИЙ
Целью исследования является уточнение математи-

ческой модели поперечного сечения зерна пшеницы, вы-
полненной в виде улитки Паскаля.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Объектом исследования является поперечное сече-

ние зерна пшеницы, выполненное в виде улитки Паска-
ля. При определении координат центра тяжести фигуры 
использовались методы теоретической механики, а про-
верку полученных выражений осуществляли в системе 
трехмерного моделирования «КОМПАС-3D».

РЕЗУЛЬТАТ И ЕГО ОБСУЖДЕНИЕ
Запишем уравнение улитки Паскаля в прямоугольной 

системе координатах в общем виде [7]

2 2 2 2 2 2( ) ( ) 0,+ − ⋅ − ⋅ + =x y a x b x y  (1)

где a, b — геометрические параметры фигуры (рис. 1); 
х, у — декартовы координаты.

Если a = b, то улитка Паскаля становится кардиоидой. 
Ее уравнение в полярных координатах (φ; r) (-π ≤ φ ≤ π) 
может быть представлено в следующем виде:

(1 cos )= ⋅ + ϕr a ,  (2)

где φ — полярный угол радиус-вектора текущей точки 
кривой.

Найдем центр тяжести фигуры, ограниченной кардио-
идой — точку С (хс; ус) (см. рис. 1, а). Так как, в силу сим-
метрии кардиоиды, ус = 0, то необходимо найти только 
хс — абсциссу точки С:

= y
c

M
x

S
,  (3)

где S — площадь, ограниченная кардиоидой; My — ста-
тический момент тела, ограниченного кардиоидой, отно-
сительно оси у.

Площадь S фигуры, ограниченной кардиоидой, опре-
делим следующим образом:

[ ]

2 2

0

22 2

0

1 ( )
2

1 3(1 cos ) .
2 2

⋅π

⋅π

= ϕ ϕ =

⋅ π ⋅
= ⋅ + ϕ ϕ =

∫

∫

S r d

aa d
 (4)

Согласно своему определению, статический момент 
фигуры равен [15]:

= ∫∫y
S

M xdxdy .  (5)

Вычислим его, перейдя к полярным координатам 
для  точек (х; у) указанной фигуры

cos ; sin ; ;
; 0 (1 cos ).

= ρ ϕ = ρ ϕ = ρ ρ ϕ
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x y dxdy d d
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∫∫ ∫∫
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∫
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aa

M xdxdy d d

d d d
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      (7)

На основании (4) и (7) из (3) получаем:

5
6

=cx a .   (8)

Рассмотрим пример, в котором диаметр начальной 
окружности равен а  = 20 мм. Тогда согласно (8), центр 
тяжести кардиоиды будет находится от начала координат 
на расстоянии хс = 16,67 мм.

Для подтверждения теоретических исследований, 
в программе «КОМПАС-3D» была построена кардиоида 
(см. рис. 2) и определена абсцисса центра тяжести фигуры 
хс = 16,67 мм, а также площадь ее поперечного сечения 
S = 1884,95 мм2. Результаты построения свидетельству-
ют об адекватности полученных уравнений (4) и (8), по-
скольку сходимость теоретических и экспериментальных 
данных составляет 100%.

По аналогии с кардиоидой, найдем положение центра 
тяжести фигуры, ограниченной улиткой Паскаля для слу-
чая, когда 0 < a < b (рис. 1, b).

Уравнение улитки Паскаля в полярных координатах 
(φ; r) (-π ≤ φ ≤ π) имеет следующий вид [7]:

cos= ⋅ ϕ +r a b .  (9)

Площадь S, ограниченная улиткой Паскаля:

2 2

0

22 2 2

0

1 ( )
2

1 ( cos )
2 2

⋅π

⋅π

= ϕ ϕ =

π ⋅
= ⋅ ϕ + ϕ = + π ⋅

∫

∫

S r d

aa b d b
. (10)

Вычислим статический момент фигуры, перейдя 
к  полярным координатам для точек (х;  у) указанной 
фигуры

cos ; sin ; ;
; 0 cos .

= ρ ϕ = ρ ϕ = ρ ρ ϕ
−π ≤ ϕ ≤ π ≤ ρ ≤ ⋅ ϕ +

x y dxdy d d
a b

 (11)
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На основании (10) и (11) из (3) получаем:

2 2

2 2

( 4 ) .
2 ( 2 )
⋅ + ⋅

=
⋅ + ⋅c

a a bx
a b

   (13)

Рассмотрим пример, в котором исследуемый вариант 
улитки Паскаля имеет следующие исходные параметры: 
а = 20 мм, b = 30 мм. Тогда согласно (13), центр тяжести 
фигуры расположен на расстоянии от начала координат 
хс = 18,18 мм.

По этим же данным в программе «КОМПАС-3D» была 
построена улитка Паскаля и определена реальная коор-
дината центра тяжести фигуры хс = 18,18 мм (рис. 3). 
Результаты построения свидетельствуют об адекватно-
сти полученного уравнения (13). Сходимость теоретиче-
ских и экспериментальных данных здесь также состав-
ляет 100%.

Рассмотрим третий частный случай, когда 
0 < b < a, улитка Паскаля содержит внутреннюю петлю  
рис. 4.

Запишем ее уравнение в полярных координатах 
(φ; r) [7]:

cos , sin .= ⋅ ϕ = ⋅ ϕx r y r   (14)

Тогда уравнение (1) примет вид:

2 2 2 2( cos ) 0,
cos .

− ⋅ ⋅ ϕ − ⋅ = ⇒
⇒ = ⋅ ϕ ±

r a r b r
r a b

  (15)

Исследуем это уравнение при различных знаках 
перед b.

При знаке (–) имеем:

cos .= ⋅ ϕ −r a b    (16)

Условие r ≥ 0 дает:

cos 0 cos

, =arccos .

⋅ ϕ − ≥ ⇒ ϕ≥ ⇒

⇒ −α ≤ ϕ ≤ α α

ba b
a

b
a

ãäå
 (17)

Рис. 2. Скриншот рабочего окна программы «КОМПАС-3D» при определении центра тяжести кардиоиды a = b = 20 мм.
Fig. 2. Screenshot of the working window of the KOMPAS-3D software when determining the centroid of the cardioid (a = b = 20 mm).
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Рис. 3. Скриншот рабочего окна программы «КОМПАС-3D» при определении центра тяжести улитки Паскаля при a = 20 мм 
и b = 30 мм.
Fig. 3. Screenshot of the working window of the KOMPAS-3D software when determining the centroid of the Pascal’s snail at a = 20 mm 
and b = 30 mm.

Рис. 4. Улитка Паскаля с внутренней петлей.
Fig. 4. The Pascal’s snail with an internal loop.

То есть получаем:

cos ; =arccos . = ⋅ ϕ − −α ≤ ϕ ≤ α α 
 

br a b
a

  (18)

Уравнение (18) петли в полярных координатах соот-
ветствует рис. 4.

При знаке (+) в (15) получаем (опять при выполнении 
требования r ≥ 0):

( )cos ( ) .= ⋅ ϕ + − π −α ≤ ϕ ≤ π −αr a b   (19)

Уравнение (19) внешней линии улитки Паскаля в по-
лярных координатах.

А теперь опираясь на уравнения (18) и (19), найдем 
центр тяжести улитки Паскаля. Для этого найдем пло-
щадь, ограниченную фигурой при отсутствии внутренней 
петли:

cos 2 2

( ) 0 ( ) 0

2
2 2 2

1 ( cos ) ( cos ) arccos
2

3( ) .
2 2

π−α ⋅ ϕ+ π−α π−α

− π−α − π−α
= ϕ ρ ρ = ⋅ ϕ + ϕ = ⋅ ϕ + ϕ = α = =

 
= + ⋅ π − α + ⋅ ⋅ − 
 

∫ ∫ ∫ ∫
a b bS d d a b d a b d

a

a b b a b
 (20)

Вычислим статический момент, перейдя к полярным координатам для точек (х; у) указанной фигуры:

cos ; sin ; ; ; 0 cos .= ρ ϕ = ρ ϕ = ρ ρ ϕ − π ≤ ϕ ≤ π ≤ ρ ≤ ⋅ ϕ +x y dxdy d d a b   (21)
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Тогда:

( )( ) ( )

coscos
2 3

0( ) 0 ( )

2 2
3 2 2 2 2

0

1cos cos cos
3

2 1 1( cos ) cos arccos 4 13 2 .
3 4 12

⋅ ϕ+⋅ ϕ+π−α π−α

− π−α − π−α

π−α

= = ρ ϕ⋅ρ ρ ϕ = ϕ ϕ ρ ρ = ϕ ϕ⋅ ρ =

−
= ⋅ ϕ + ϕ ϕ = α = = ⋅ + ⋅ π − α + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅

∫∫ ∫∫ ∫ ∫ ∫

∫

a ba b

y
S S

M xdxdy d d d d d

b a ba b d a a b b a b
a a

 (22)

На основании (20) и (22) из (3) получаем:

( )( ) ( )
2 2

2 2 2 2

2
2 2 2

1 14 13 2
4 12 .

3( )
2 2

−
⋅ + ⋅ π − α + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅

=
 

+ ⋅ π − α + ⋅ ⋅ − 
 

c

a ba a b b a b
ax

a b b a b
   (23)

Таким образом, использование уточненных математи-
ческих моделей поперечного сечения зерна пшеницы по-
зволяет повысить точность расчетов процесса сепарации 
очесанного вороха на решетчатом днище наклонной каме-
ры зерноуборочного комбайна. При этом, для упрощения 
описания указанного процесса целесообразно использо-
вать систему трехмерного моделирования «КОМПАС-3D».

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
1. При выполнении теоретических исследова-

ний сепарации поперечное сечение зерна 

Рис. 5. Скриншот рабочего окна программы «КОМПАС-3D» при определении центра тяжести улитки Паскаля при a = 20 мм 
и b = 15 мм.
Fig. 5. Screenshot of the working window of the KOMPAS-3D software when determining the centroid of the Pascal’s snail at a = 20 mm 
and b = 15 mm.

Рассмотрим пример, в котором исследуемый вариант 
улитки Паскаля имеет следующие исходные параметры: 
а = 20 мм, b = 15 мм. Тогда согласно (23), центр тяжести 
фигуры будет находиться на расстоянии от начала коор-
динат хс = 15,38 мм.

Построим тот же вариант улитки Паскаля. Используя 
пакет прикладных программ в системе трехмерного моде-
лирования «КОМПАС-3D» определено реальное значение 
координаты центра тяжести фигуры хс = 15,38 мм (рис. 5). 
Результаты построения свидетельствуют об адекватности 
полученного уравнения (23). Сходимость теоретических 
и экспериментальных данных составляет 100%.
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пшеницы целесообразно моделировать в виде улитки  
Паскаля. 

2. Получены математические выражения для анали-
тического нахождения координат центров тяжести 
для разных вариантов улитки Паскаля: a = b (кардио-
ида), a < b (улитка Паскаля без внутренней петли), 
a > b (улитка Паскаля содержит внутреннюю петлю). 
Проверка полученных выражений свидетельствует 
об их адекватности, поскольку сходимость теоретиче-
ских и экспериментальных данных составляет 100%.

3. Использование уточненных математических моде-
лей поперечного сечения зерна пшеницы позволя-
ет повысить точность расчетов процесса сепарации 
очесанного вороха на решетчатом днище наклон-
ной камеры зерноуборочного комбайна. При этом 
для упрощения описания указанного процесса целе-
сообразно использовать систему трехмерного моде-
лирования «КОМПАС-3D».
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