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В äвиãатеëях и аãреãатах трансìиссий сеëüскохозяйственных ìаøин øироко испоëüзуþтся принуäитеëüные систеìы сìазки, в ко-
торых ìасëо поä äействиеì ìасëяных насосов поäается к потребитеëяì, снижая теì саìыì непроизвоäитеëüные затраты на трение
и обеспе÷ивая необхоäиìые тепëовые режиìы äетаëей. Дëя рас÷ета систеì сìазки при провеäении проектирово÷ных и конструк-
торско-äовоäо÷ных работ испоëüзуþтся ìатеìати÷еские ìоäеëи, которые преäставëяþт собой сëожные систеìы, состоящие из
боëüøоãо коëи÷ества неëинейных уравнений. Такие систеìы требуþт разработки спеöиаëüных ìетоäов реøения. Метоä реøения
систеìы ëинейных и неëинейных уравнений, описываþщих äвижение ìасëа по канаëаì принуäитеëüных систеì сìазки, äоëжен
обеспе÷иватü простоту, оäнозна÷ностü и высокуþ äостоверностü рас÷етов. Провеäен анаëиз вëияния расс÷итываеìых веëи÷ин äруã
на äруãа, выäеëены три основные зависиìости: коэффиöиент потерü на трение äëя кажäоãо из у÷астков ëиний поäа÷ преäставëяет
собой функöиþ от объеìноãо расхоäа ìасëа; пëотностü ìасëа преäставëяет собой функöиþ от äавëения на вхоäе-выхоäе у÷астка
ëинии поäа÷и; äавëение, обусëовëенное äействиеì öентробежных сиë, преäставëяет собой функöиþ от пëотности сìазо÷ноãо ìа-
териаëа на вхоäе во вращаþщийся у÷асток. На основе выпоëненноãо анаëиза разработан ìетоä реøения ìатеìати÷еской ìоäеëи
принуäитеëüной систеìы сìазки, соответствуþщий преäëоженныì требованияì. Дëя проверки äостоверности ìетоäа выпоëнен
рас÷ет систеìы сìазки пëанетарной коробки переäа÷, провеäены изìерения суììарноãо объеìноãо расхоäа ìасëа в проöессе ее
функöионирования на разëи÷ных режиìах. Поëу÷енные резуëüтаты указываþт на высокое совпаäение расс÷итанных и изìеренных
зна÷ений объеìноãо расхоäа ìасëа, ÷то поäтвержäает äостоверностü преäëоженноãо ìетоäа реøения систеìы уравнений и возìож-
ностü еãо испоëüзования äëя рас÷ета систеì сìазки.
Ключевые слова: трансìиссия; äвиãатеëü; принуäитеëüная систеìа сìазки; рас÷ет; ìетоä; ìатеìати÷еская ìоäеëü.

Force lubrication systems are widely used in engines and transmission units of agricultural machinery; the oil in them is supplied to consumers
by the action of oil pumps, thus reducing the nonproductive friction losses and providing the necessary thermal conditions for parts. For cal-
culation of lubrication systems when carrying out the design and further development works, mathematical models are used, representing the
complex systems consisting of large number of nonlinear equations. Such systems require the development of special solution methods. A so-
lution method of system of linear and nonlinear equations describing the oil movement through the channels of force lubrication systems should
provide the simplicity, unambiguity and high accuracy of calculations. The analysis of mutual influence of the calculated quantities is performed.
The three main dependencies are pointed out: the coefficient of friction losses for each of the supply line sections is a function of the volumetric
flow rate of oil; the oil density is a function of the pressure in input-output section of the supply line; the pressure by the action of centrifugal
forces is a function of the oil density at the input of rotating section. Based on the performed analysis, a solution method for mathematical
model of force lubrication system satisfying the suggested requirements is developed. To validate the method, the system of planetary trans-
mission lubrication is calculated; the total volumetric flow rate of oil in the process of its operation under various modes is measured. The
obtained results show the good match of calculated and measured values of the volumetric flow rate of oil, which confirms the accuracy of
the proposed solution method for system of equations and the possibility of its use for calculation of lubrication systems.
Keywords: transmission; engine; force lubrication system; calculation; method; mathematical model.

Введение

Двиãатеëи и аãреãаты трансìис-
сий сеëüхозìаøин [1, 2] ìоãут бытü
оборуäованы принуäитеëüныìи сис-
теìаìи сìазки, в которых ìасëо поä
äействиеì ìасëяных насосов поäа-
ется к потребитеëяì, снижая непро-
извоäитеëüные затраты на трение и
обеспе÷ивая необхоäиìые тепëовые
режиìы äетаëей.

Дëя рас÷ета систеì сìазки при
провеäении проектирово÷ных и
конструкторско-äовоäо÷ных работ
испоëüзуþтся ìатеìати÷еские ìо-
äеëи, которые преäставëяþт собой
сëожные систеìы, состоящие из
боëüøоãо коëи÷ества неëинейных
уравнений. Такие систеìы требуþт
разработки спеöиаëüных ìетоäов
реøения.

Цель исследования

Цеëü иссëеäования — разрабо-
татü ìетоä реøения систеìы ëиней-
ных и неëинейных уравнений, опи-
сываþщих äвижение ìасëа по кана-
ëаì принуäитеëüных систеì сìазки.
Метоä äоëжен обеспе÷иватü просто-
ту, оäнозна÷ностü и высокуþ äосто-
верностü рас÷етов.
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Материалы и методы

В работах [3—5] преäëожена сëе-
äуþщая ìатеìати÷еская ìоäеëü сис-
теìы сìазки:

(1)

ãäе

 = (sin2Ψi)(  – );

ϕi = ;

 =

= 

Зäесü äëя кажäоãо i-ãо у÷астка по-
äа÷и ìасëа: Pi, Pi + 1 — äавëения на

вхоäе и выхоäе, Па;  — äавëе-

ние, обусëовëенное äействиеì öент-
робежных сиë (äëя раäиаëüно вра-
щаþщеãося у÷астка), Па; αi — коэф-
фиöиент неравноìерности потока
ìасëа (коэффиöиент Дарси); ϕi —
суììарный коэффиöиент ãиäравëи-
÷еских сопротивëений;  — среä-

нее арифìети÷еское зна÷ение теì-
пературы ìасëа, К;  — среäнее

арифìети÷еское зна÷ение äавëения,
Па; Gi — ìассовый расхоä ìасëа,
кã/с; fi — пëощаäü попере÷ноãо се-

÷ения, ì2;  — пëотностü ãазо-

ìасëяной сìеси, кã/ì3; ωi — ÷астота
вращения (äëя раäиаëüно вращаþ-
щеãося у÷астка), раä/с; ρì — пëот-

ностü ìасëа, кã/ì3; Ψi — уãоë накëо-
на к оси вращения (äëя раäиаëüно
вращаþщеãося у÷астка), раä; ,

 — раäиусы вхоäа и выхоäа ìасëа

(äëя раäиаëüно вращаþщеãося у÷ас-
тка), ì; ξi — коэффиöиент ìестных
ãиäравëи÷еских сопротивëений; λi —
коэффиöиент, у÷итываþщий поте-
ри на трение ìасëа; li — äëина у÷аст-
ка, ì; di — ãиäравëи÷еский äиаìетр
у÷астка, ì; K — коэффиöиент, у÷и-
тываþщий раствориìостü ãаза в
ìасëе от теìпературы, К [5]; B — ко-
эффиöиент, у÷итываþщий раство-
риìостü ãаза в ìасëе от äавëения, Па
[5]; R — универсаëüная ãазовая пос-
тоянная, Дж/(ìоëü•К); Pp — äавëе-
ние равновесной раствориìости, Па;
Tp — теìпература равновесной рас-
твориìости, К.

Данная ìатеìати÷еская ìоäеëü
преäставëяет собой сëожнуþ систе-
ìу, состоящуþ из ëинейных и неëи-
нейных уравнений, äëя реøения ко-
торой необхоäиìо приìенитü спе-
öиаëüные ìетоäы. Сëеäует отìетитü,
÷то вхоäящие в уравнения параìет-
ры зависят от теìпературы, но äëя
повыøения то÷ности рас÷ета не-
обхоäиìы äопоëнитеëüные уравне-
ния, позвоëяþщие опреäеëятü теку-
щие теìпературы äетаëей и ìасëа.
В преäëаãаеìоì ìетоäе реøения те-
кущие теìпературы äетаëей и ìасëа
ti и  заäаþтся как среäняя теìпе-
ратура ìасëа в картере расс÷итывае-
ìой сборо÷ной еäиниöы, сëеäова-
теëüно, все зависящие от нее пара-
ìетры рассìатриваþтся как посто-
янные веëи÷ины.

В резуëüтате анаëиза вëияния
расс÷итываеìых веëи÷ин äруã на
äруãа выäеëены три основные зави-
сиìости. Во-первых, коэффиöиент
потерü на трение äëя кажäоãо из
у÷астков ëиний поäа÷ преäставëяет
собой функöиþ от объеìноãо рас-
хоäа ìасëа. Во-вторых, пëотностü
ìасëа преäставëяет собой функöиþ
от äавëения на вхоäе-выхоäе у÷аст-
ка ëинии поäа÷и. В-третüих, äавëе-
ние, обусëовëенное äействиеì öент-
робежных сиë, преäставëяет собой
функöиþ от пëотности сìазо÷ноãо
ìатериаëа на вхоäе во вращаþщийся
у÷асток.

Дëя реøения систеìы уравнений
преäëаãается приìенятü итераöион-
ный ìетоä, вкëþ÷аþщий три виäа
итераöий:

1) реøение систеìы уравнений с
испоëüзованиеì преäваритеëüно за-
äанных зна÷ений коэффиöиентов
потерü на трение и пëотностей сìа-
зо÷ноãо ìатериаëа äëя кажäоãо из
выäеëенных у÷астков ëиний поäа÷
сìазо÷ноãо ìатериаëа;

2) уто÷нение коэффиöиентов по-
терü на трение по поëу÷енныì зна-
÷енияì поäа÷ сìазо÷ноãо ìатериаëа
и повторное реøение систеìы урав-
нений;

3) уто÷нение зна÷ений пëотности
сìазо÷ноãо ìатериаëа по поëу÷ен-
ныì зна÷енияì äавëения на вхоäе-
выхоäе у÷астков ëиний поäа÷ сìа-
зо÷ноãо ìатериаëа и повторное вы-
поëнение пунктов 1 и 2.

Итераöии выпоëняþтся äо тех
пор, пока не буäет äостиãнута необ-
хоäиìая то÷ностü рас÷ета.

При выпоëнении итераöий 1 ре-
øается систеìа кваäратных и ëиней-
ных уравнений. Дëя этоãо преäëаãа-
ется приìенитü ìетоä Гаусса [6], ис-
поëüзуеìый äëя реøения систеì ëи-
нейных уравнений. На первоì øаãе
итераöии заäаþтся прибëиженные
веëи÷ины поäа÷ äëя кажäоãо из вы-
äеëенных у÷астков ëиний поäа÷ сис-
теìы сìазки, при этоì кваäратные
уравнения приниìаþт виä:

ΔPi +  =

= (αi + ϕi( )) ,

ãäе , Gi — преäваритеëüно заäан-
ная и искоìая веëи÷ины поäа÷.

Систеìа уравнений (1) превра-
щается в систеìу ëинейных уравне-
ний. Посëе ее реøения провоäится
сравнение заäанных и искоìых ве-
ëи÷ин поäа÷. Есëи разëи÷ия ìежäу
ниìи не превыøаþт необхоäиìуþ
то÷ностü, то рас÷ет повторяется. Но
äëя посëеäуþщеãо øаãа итераöии
преäваритеëüно заäанная веëи÷ина
поäа÷и опреäеëяется как среäнее
арифìети÷еское ìежäу заäанной ве-
ëи÷иной äëя преäыäущей итераöии
и поëу÷енной в резуëüтате ее выпоë-
нения веëи÷иной поäа÷и:

 = .

В резуëüтате äëя реøения систе-
ìы кваäратных уравнений уäаëосü
приìенитü  ìетоä  реøения  систе-
ìы ëинейных уравнений. Наибоëее
уäобныì ìетоäоì реøения систеìы

P1 P2 Pöб1
±– =

α1 ϕ1 tср1
Pср1

,( )+( ) ×=

G1
2

2f1
2ρсì1

tср1
Pср1

,( )
-------------------------------------;×

. . . . . . . . . . . . . . . . .

Pi Pi 1+ Pöбi
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,( )+( ) ×=
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2

2fi
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ëинейных уравнений оказаëся ìетоä
Гаусса.

Итераöиþ 2 преäëожено прово-
äитü в сëеäуþщей посëеäоватеëü-
ности. Коэффиöиенты потерü на тре-
ние опреäеëяþтся исхоäя из преäва-
ритеëüно заäанных веëи÷ин поäа÷.
Посëе выпоëнения итераöии 1 ко-
эффиöиенты потерü на трение опре-
äеëяþтся по поëу÷енныì веëи÷инаì
поäа÷ и сравниваþтся с преäыäущи-
ìи. Есëи их разëи÷ия превыøаþт
заäаннуþ то÷ностü, то рас÷ет повто-
ряется с испоëüзованиеì поëу÷ен-
ных коэффиöиентов.

Наибоëüøуþ сëожностü преä-
ставëяет выпоëнение итераöии 3,
так как она обусëовëена зависиìос-
тüþ пëотности сìазки не тоëüко от
äавëения на вхоäе-выхоäе у÷астков
ëиний поäа÷, но и от äавëения,
обусëовëенноãо äействиеì öентро-
бежных сиë в раäиаëüно вращаþ-
щихся канаëах. В своþ о÷ереäü,
äавëение, обусëовëенное äействиеì

öентробежных сиë, зависит от пëот-
ности сìазки.

Провеäен анаëиз ìетоäов реøе-
ния, на основании котороãо выбран
ìетоä, обеспе÷иваþщий äостовер-
ное реøение äëя рассìатриваеìой
заäа÷и. На рис. 1, а преäставëены
ãрафики 1—3 изìенения äавëения
на вхоäе в раäиаëüно вращаþщийся
канаë в зависиìости от пëотности
сìазо÷ноãо ìатериаëа äëя разëи÷-
ных ÷астот вращения, а также ãра-
фик изìенения пëотности ãазоìас-
ëяной сìеси в зависиìости от äавëе-
ния, обусëовëенноãо äействиеì öен-
тробежных сиë, ãäе ω1 < ω2 < ω3.

Из ãрафиков на рис. 1, а виäно,
÷то приìенение ìетоäа простых
итераöий обеспе÷ивает схоäиìостü
тоëüко äëя канаëов, вращаþщихся с
относитеëüно ìаëой ÷астотой. По
этой при÷ине äëя выпоëнения ите-
раöии 3 приìенен ìетоä секущих
[6], обеспе÷иваþщий схоäиìостü
äëя рассìатриваеìой систеìы урав-

нений. Геоìетри÷еская интерпре-
таöия äанноãо ìетоäа привеäена на
рис. 1, б.

Дëя реаëизаöии ìетоäа секущих
необхоäиìо заäатü äва исхоäных
зна÷ения пëотности ρ1 и ρ2. С их ис-
поëüзованиеì опреäеëяþтся веëи-
÷ины äавëений P1, P2 и P3, P4. По-
ëу÷енные то÷ки äаþт возìожностü
опреäеëитü зна÷ение пëотности ρx,
которая сëужит исхоäной ãраниöей
äëя посëеäуþщей итераöии. Преä-
ëаãаеìый ìетоä позвоëяет поëу÷итü
искоìые веëи÷ины при ìиниìаëü-
ноì ÷исëе итераöий.

При провеäении рас÷ета систеìа
сìазки разбивается на отäеëüные
у÷астки, не иìеþщие разветвëений,
характеризуþщиеся бëизкиìи зна-
÷енияìи äиаìетров и наëи÷иеì вра-
щения. Дëя кажäоãо у÷астка опре-
äеëяþтся ãеоìетри÷еские разìеры,
выбираþтся коэффиöиенты ìест-
ных ãиäравëи÷еских сопротивëений,
заäаþтся ÷астоты вращения äëя ра-
äиаëüно вращаþщихся у÷астков, оп-
реäеëяþтся уãëы их накëона к оси
вращения. Дëя рас÷ета, как правиëо,
выбирается окоëо 10—30 у÷астков.

Дëя реаëизаöии преäëоженноãо
ìетоäа реøения систеìы уравне-
ний, описываþщих работу прину-
äитеëüных систеì сìазки, требуется
приìенение среäств вы÷исëитеëü-
ной техники.

Результаты и их обсуждение

С öеëüþ проверки äостовернос-
ти преäëоженноãо ìетоäа выпоëнен
рас÷ет систеìы сìазки пëанетарной
коробки переäа÷, а также провеäены
изìерения суììарноãо объеìноãо
расхоäа ìасëа в проöессе ее функöи-
онирования на разëи÷ных режиìах
работы. Резуëüтаты рас÷ета ìассо-
вых G и объеìных Q расхоäов ìасëа
привеäены на рис. 2.

Выводы

Поëу÷енные резуëüтаты указы-
ваþт на высокое совпаäение рас-
с÷итанных и изìеренных зна÷ений
объеìноãо расхоäа ìасëа, ÷то поä-
твержäает äостоверностü преäëо-
женноãо ìетоäа реøения систеìы
уравнений (1) и возìожностü еãо
испоëüзования äëя рас÷ета систеì
сìазки при провеäении проектиро-
во÷ных и конструкторско-äовоäо÷-
ных работ.

Рис. 1. Метод простых итераций (а) и метод секущих (б)

Рис. 2. Массовые G и объемные Q (суммарные) величины расхода масла через коробку
передач, полученные расчетным и экспериментальным путями
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