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При ìоäеëировании проöессов функöионирования техни÷еских объектов, соäержащих зуб÷атые переäа÷и, во ìноãих сëу÷аях воз-
никает необхоäиìостü у÷ета упруãих свойств зуб÷атых заöепëений. Особенно это важно при ìоäеëировании высоко÷астотных виб-
раöий. Цеëü иссëеäования — разработка ìетоäики опреäеëения коэффиöиентов изãибной и контактной жесткостей зуб÷атоãо за-
öепëения, необхоäиìых äëя построения ìатеìати÷еской ìоäеëи проöесса функöионирования зуб÷атой переäа÷и и оöенки ее вëи-
яния на эффективностü работы техни÷ескоãо объекта в öеëоì. Новизна закëþ÷ается в разработке ìоäеëи заìещения зуба баëкой
переìенноãо се÷ения, позвоëяþщей аäекватно описыватü физи÷еские проöессы äефорìаöии зуб÷атоãо заöепëения, а также в по-
ëу÷ении на ее основе рас÷етных форìуë äëя опреäеëения изãибной äефорìаöии и коэффиöиента жесткости зуб÷атоãо заöепëения.
Дëя опреäеëения контактной жесткости зубüев испоëüзованы новые разработки в обëасти контактных äефорìаöий взаиìоäейству-
þщих ìехани÷еских объектов. Провеäены рас÷еты и построены ãрафики зависиìостей коэффиöиентов изãибной и контактной жес-
ткостей от ìоäуëя и наãрузки на переäа÷у. Показано, ÷то коэффиöиент изãибной жесткости зависит тоëüко от ìоäуëя и øирины
зуб÷атоãо венöа, но не зависит от наãрузки, тоãäа как контактная жесткостü ÷увствитеëüна также и к наãрузке, ÷то обусëовëено
изìенениеì объеìа äефорìируеìоãо ìатериаëа зуба. Преäëоженные форìуëы позвоëяþт с приеìëеìой äëя практи÷еских öеëей
то÷ностüþ опреäеëитü параìетры упруãих свойств пряìозубой и косозубой öиëинäри÷еских переäа÷ с наружныì и внутренниì
заöепëениеì.
Ключевые слова: автоìобиëü; трактор; зуб÷атая переäа÷а; зуб÷атое заöепëение; øестерня; коëесо; ìоäуëü; äеëитеëüная окружностü;
основная окружностü; эвоëüвента; тоëщина зуба; изãибная äефорìаöия; контактная äефорìаöия; коэффиöиент изãибной жесткости;
коэффиöиент контактной жесткости; уäеëüная норìаëüная жесткостü зубüев.

In simulation of functioning processes of technical objects with toothed gears, in many cases there is a need to consider the elastic properties
of gear engagements. This is especially important for simulation of high-frequency vibrations. The aim of the paper is the development of method
determining the coefficients of flexural and contact stiffness of gear engagement required to build a mathematical model of the functioning
process of toothed gear and evaluate its impact on the technical object performance in general. The novelty consists in the development of a
model of substitution of tooth for variable cross section beam allowing to describe adequately the physical processes of deformation of gear
engagement, as well as in the obtaining on its basis the calculating formulas for determination of flexural deformation and stiffness coefficient
of gear engagement. To determine the contact stiffness of teeth, new developments in the field of contact deformations of interacting mechanical
objects are used. The calculations are carried out and diagrams of dependence of coefficients of flexural and contact stiffness on the gear module
and load are constructed. It is shown that the flexural stiffness coefficient depends only on the module and the width of the ring gear, but does
not depend on the load, while the contact stiffness is sensitive also to the load, which is caused by volume change of strain sensitive material
of tooth. The proposed formulas allow to determine with acceptable accuracy for practical purposes the parameters of the elastic properties of
spur and helical gears with external and internal engagement.
Keywords: automobile; tractor; toothed gear; gear engagement; gear wheel; wheel; module; pitch circle; base circle; involute; tooth thickness;
flexural deformation; contact deformation; flexural stiffness coefficient; contact stiffness coefficient; specific normal stiffness of tooth.

Введение

Во ìноãих техни÷еских объектах переäа÷а энерãии
äвиãатеëя к рабо÷иì орãанаì осуществëяется посреäст-
воì ìехани÷еских зуб÷атых переäа÷. Типи÷ные приìеры
таких объектов — автоìобиëи, тракторы, строитеëüно-
äорожные и поäъеìно-транспортные ìаøины, ìотор-
реäукторы.

При ìоäеëировании проöессов функöионирования
таких объектов в абсоëþтноì боëüøинстве опубëико-
ванных работ не у÷итываþтся упруãие свойства зуб÷а-
тых коëес. Так, в работах [1—3] зуб÷атые переäа÷и (ваëü-
ные и пëанетарные) рассìатриваþтся как совокупностü

абсоëþтно жестких тверäых теë с у÷етоì ëиøü их инер-
öионных параìетров. Это обусëовëено зна÷итеëüныìи
труäностяìи ìатеìати÷ескоãо описания упруãих äефор-
ìаöий зубüев.

Неу÷ет äефорìаöии зуб÷атых заöепëений снижает
уверенностü в аäекватности описания физи÷еских
свойств ìоäеëируеìых объектов. Особенно это харак-
терно äëя сëу÷аев построения ëокаëüных ìатеìати÷ес-
ких ìоäеëей, коãäа рассìатривается тоëüко ÷астü систе-
ìы привоäа, наприìер ìежкоëесный äифференöиаë ав-
тоìобиëя иëи трактора, коëесная пëанетарная переäа÷а,
эëектроìотор-коëесо ìобиëüной ìаøины, ìотор-реäук-
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тор с пëанетарной переäа÷ей и äр. В этих сëу÷аях упру-
ãие свойства зуб÷атых заöепëений ìоãут бытü впоëне
сопоставиìы со свойстваìи привоäных ваëов. Поэтоìу
о÷енü важно иìетü возìожностü боëее поëноãо у÷ета
физи÷еских свойств таких привоäов. При иссëеäовании
высоко÷астотных вибраöий реäукторов также необхоäи-
ìо у÷итыватü упруãие свойства зуб÷атоãо заöепëения.

Всëеäствие упруãих свойств зуб÷атой переäа÷и при
ее наãружении вращаþщиì ìоìентоì происхоäят изãиб-
ная и контактная äефорìаöии зубüев. В работах [4, 5],
а также в станäартах на зуб÷атые переäа÷и ИСО 6336 и
ГОСТ 21354—87 [6, 7] эти свойства оöениваþтся пока-
затеëеì, называеìыì уäеëüной норìаëüной жесткостüþ,
в ка÷естве еäиниöы изìерения которой приниìается
Н/(ìì•ìкì). Сëеäоватеëüно, ее зна÷ение отнесено к
øирине зуба, равной 1 ìкì. В работах [4, 5] отìе÷ается,
÷то жесткостü зубüев не зависит от ìоäуëя. Соãëасно
упоìянутыì станäартаì, она опреäеëяется ëиøü ÷исëоì
зубüев øестерни и коëеса и коэффиöиентаìи сäвиãа ис-
хоäноãо контура. Но ìоäуëü зуб÷атоãо заöепëения опре-
äеëяет ãеоìетри÷еские разìеры зубüев — их высоту и
тоëщину, а также кривизну образуþщей поверхности зу-
ба. Поэтоìу поëу÷аеìые по äанныì ìетоäикаì резуëü-
таты вызываþт серüезные соìнения.

Цель исследования

Цеëü иссëеäования — разработка ìетоäики опреäе-
ëения изãибных и контактных äефорìаöий зубüев зуб-
÷атой переäа÷и на основе законов физики с öеëüþ по-
ëу÷ения инфорìаöии о зна÷ении коэффиöиента жест-
кости зуб÷атоãо заöепëения и ее испоëüзования при
построении ìатеìати÷еской ìоäеëи проöесса функöио-
нирования объекта иссëеäования иëи проектирования.

Материалы и методы

Дëя опреäеëения изãибной äефорìаöии зубüев вос-
поëüзуеìся ìетоäаìи сопротивëения ìатериаëов [8].
Преäставиì зуб в виäе баëки переìенноãо се÷ения с за-
щеìëенныì конöоì, принаäëежащиì основаниþ нож-
ки зуба [9]. Второй конеö баëки, соответствуþщий вер-
øине ãоëовки зуба, свобоäный. При этоì необхоäиìо
построитü поäхоäящуþ ãеоìетри÷ескуþ ìоäеëü баëки
переìенноãо се÷ения и обосноватü усëовия ее наãруже-
ния, позвоëяþщие с äостато÷ной то÷ностüþ отобразитü
упруãие свойства зуб÷атой переäа÷и.

Рассìотриì вна÷аëе основные ãеоìетри÷еские ха-
рактеристики зуб÷атоãо заöепëения. На рис. 1, а преä-
ставëена схеìа öиëинäри÷еской пряìозубой зуб÷атой
переäа÷и эвоëüвентноãо заöепëения. Нахоäящиеся в за-
öепëении и переäаþщие наãрузку зубüя øестерни и ко-
ëеса выäеëены жирныìи ëинияìи. Показано поëоже-
ние зуб÷атых коëес, в котороì ëиния контакта их зубüев
нахоäится в поëþсе заöепëения P. Отображены также
основные параìетры зуб÷атоãо заöепëения: ìежосевое
расстояние aw = O1O2, ëиния заöепëения AB, уãоë за-
öепëения αw (αw = 20° по ГОСТ 16530—83), раäиусы äе-
ëитеëüных окружностей соответственно øестерни rd1 и
коëеса rd2, раäиусы основных окружностей rb1 и rb2, ра-
äиусы верøин ra1, ra2 и впаäин rf 1, rf 2 зубüев.

Контактные поверхности зубüев иìеþт кривоëиней-
нуþ форìу, выпоëненнуþ по эвоëüвенте, ÷то обусëов-

ëивает изìенение их тоëщины по высоте зуба. Контакт
зубüев осуществëяется по ëинии вäоëü øирины bw зуб-
÷атоãо венöа, которая всëеäствие контактной äефорìа-
öии превращается в пятно контакта некоторой øири-
ны. Пятно контакта при повороте зуб÷атых коëес пере-
ìещается вäоëü эвоëüвентной поверхности из то÷ки C1
(рис. 1, б), нахоäящейся вбëизи верøины ãоëовки зуба
коëеса, в то÷ку C2 (рис. 1, в), сìещаеìуþ к ножке зуба,
прохоäя при этоì ÷ерез то÷ку P поëþса заöепëения (сì.
рис. 1, а). У øестерни пятно контакта, наоборот, пере-
ìещается от ножки к верøине зуба.

Эта сìена происхоäит на кажäой новой паре зубüев,
вступаþщих в заöепëение и ìноãократно сìеняþщих
äруã äруãа за поëный оборот øестерни иëи коëеса. В ре-
зуëüтате äефорìаöия зубüев непрерывно öикëи÷ески из-
ìеняется. О÷евиäно, ÷то у÷ет явëения высоко÷астотной
öикëи÷еской сìены поëожения пятна контакта на рабо-
÷их поверхностях зубüев äëя практи÷еских инженерных
рас÷етов сëожен и непроäуктивен. Цеëесообразно при-
нятü некоторое постоянное еãо поëожение относитеëü-
но основных иëи äеëитеëüных окружностей øестерни и
коëеса, прибëиженно отображаþщих характер напря-
женноãо состояния зубüев.

По анаëоãии с упоìянутыìи выøе ìетоäикаìи ок-
ружнуþ сиëу F, которая соответствует äействуþщеìу на
зуб÷атуþ переäа÷у вращаþщеìу ìоìенту M, приëожиì
к верøине зуба коëеса, а äëя øестерни приëожиì ее на
äеëитеëüной окружности и опреäеëиì проãибы зубüев
обоих коëес поä äействиеì изãибаþщих ìоìентов этих
сиë. Принятые äопущения позвоëят существенно уп-

Рис. 1. Схема цилиндрической зубчатой передачи:

а — пятно контакта в поëþсе заöепëения; б — при вхоäе
пары зубüев в заöепëение; в — при выхоäе из заöепëения
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роститü построение ìоäеëи заìещения зуба баëкой пе-
реìенноãо се÷ения.

Дëя опреäеëения ãеоìетри÷еских параìетров баëки
переìенноãо се÷ения необхоäиìо опреäеëитü тоëщину
зуба на разëи÷ных раäиусах. Тоëщина зуба sx на ëþбой
окружности раäиуса rx вы÷исëяется по форìуëе [10]:

sx = 2rx , (1)

ãäе z — ÷исëо зубüев; x — коэффиöиент сìещения ис-
хоäноãо контура; αx — уãоë в раäианах, опреäеëяеìый из
выражения

αx = arccos  = arccos(rb/rx). (2)

На рис. 2, а обозна÷ены тоëщины зуба sa, sd и sb на
уровнях соответствуþщих окружностей зуб÷атоãо коëе-
са. Испоëüзуя эти разìеры, ìожно осуществитü аппрок-
сиìаöиþ ëинии контура торöевой поверхности зуба.

В первоì прибëижении преäставиì контур боковой
поверхности зуба в виäе равнобо÷ной трапеöии ABCD.
Боковые стороны трапеöии провеäеì ÷ерез то÷ки B и N,
C и L, поëожения которых опреäеëяþтся соответствен-
но тоëщиной верøины зуба sa и тоëщиной зуба на ос-
новной окружности sb. Аппроксиìированный контур
зуба преäставëен на рис. 2, б, на рис. 3 показано прост-
ранственное изображение зуба как баëки переìенноãо
се÷ения.

Аппроксиìаöия ãеоìетрии зуба опреäеëяет поãреø-
ностü ìоìента инерöии се÷ения зуба, äëя котороãо вы-
÷исëяется проãиб. Рас÷еты показываþт, ÷то при ÷исëе
зубüев z > 15 поãреøностü отображения реаëüной тоë-
щины зуба на äеëитеëüной окружности rd не превыøает
15 % и с увеëи÷ениеì ÷исëа зубüев снижается. В äруãих
се÷ениях зуба поãреøностü существенно ìенüøе, так
как еãо реаëüный контур прибëижается к принятоìу
трапеöеиäаëüноìу, а на основной окружности и окруж-
ности верøин зубüев они совпаäаþт.

Дëя пространственной ìоäеëи зуба выбереì систеìу
коорäинат Oxyz. Осü Ox направиì вäоëü оси сиììетрии
баëки от ее свобоäноãо конöа к защеìëенноìу, осü Oy —
в сторону изãиба нейтраëüноãо сëоя баëки, распоëожен-

ноãо в исхоäноì состоянии без на-
ãрузки в пëоскости xOz. Проãиб сво-
боäноãо конöа баëки поä äействиеì
сиëы F происхоäит в поëожитеëüноì
направëении оси Oy, а воãнутостü
нейтраëüноãо сëоя баëки направëе-
на в сторону оси Oy, поэтоìу ìо-
ìент сиëы F относитеëüно произ-
воëüноãо попере÷ноãо се÷ения баë-
ки с÷итается поëожитеëüныì [8].

Испоëüзуеì известное äиффе-
ренöиаëüное уравнение изоãнутой
оси баëки, устанавëиваþщее зависи-
ìостü ìежäу раäиусоì кривизны оси
Ox и коорäинатаìи ее то÷ек x и y [8]:

 = , (3)

ãäе M(x) — изãибаþщий ìоìент сиëы F в се÷ении x баë-
ки; E — ìоäуëü упруãости ìатериаëа баëки; J(x) — ìо-
ìент инерöии пëощаäи се÷ения x баëки.

Как известно [8], ìоìент инерöии попере÷ноãо се-
÷ения баëки J(x), нахоäящеãося на расстоянии x от на-
÷аëа коорäинат, пропорöионаëен øирине баëки b и кубу
высоты баëки  в се÷ении x:

J(x) = . (4)

Выразиì hx ÷ерез ãеоìетри÷еские параìетры боко-
вой поверхности баëки (сì. рис. 2, б и рис. 3):

hx = sсв + 2xtgγ,

ãäе sсв — äëина ìенüøеãо основания равнобо÷ной тра-
пеöии, отображаþщей контуры боковой поверхности
баëки; γ — уãоë накëона боковин трапеöии, отобража-
þщей боковуþ поверхностü баëки.

Зна÷ение γ вы÷исëиì по выражениþ:

γ = arctg .

π
2z
---- 2xtgαw invαw invαx–+ +⎝ ⎠
⎛ ⎞

rd αwcos

rx
----------------
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

d2y

dx2
------ M x( )

EJ x( )
-----------

hx
3

bhx
3

12
-------

Рис. 3. Пространственная модель зуба зубчатой передачи

sb sa–
2 ra rb–( )
------------------
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

Рис. 2. Схема аппроксимации контура зуба равнобочной трапецией
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Приìеì øирину баëки b равной рабо÷ей øирине
венöа зуб÷атоãо коëеса bw и поäставиì зна÷ение hx в
форìуëу (4):

J(x) = (sсв + 2xtgγ)3. (5)

При ìоäеëировании зуба коëеса зна÷ение sсв при-
ìеì равныì тоëщине верøины ãоëовки зуба sa, а äëя зу-
ба øестерни — равныì тоëщине зуба на äеëитеëüной
окружности sd.

Испоëüзуеì выражение (5), у÷итывая, ÷то ìоìент
сиëы F относитеëüно попере÷ноãо се÷ения баëки x со-
ответствует веëи÷ине M(x) = Fx. Дифференöиаëüное
уравнение изоãнутой оси баëки приобретет виä:

 = , (6)

ãäе A = ; a = 2tgγ; b = scв.

Реøение уравнения (6) позвоëяет поëу÷итü выраже-
ния äëя опреäеëения уãëа поворота θ се÷ения баëки x и
проãиба баëки y в этоì се÷ении:

θ =  = A ; (7)

y = A , (8)

ãäе C, D — постоянные интеãрирования.
Дëя нахожäения C и D испоëüзуеì се÷ение баëки, в

котороì известны зна÷ения уãëа еãо поворота θ и про-
ãиба y. О÷евиäно, ÷то äëя се÷ения баëки, совпаäаþщеãо
с пëоскостüþ ее заäеëки П, проãиб и уãоë поворота равны
нуëþ, т.е. y = 0; θ = 0. В этоì се÷ении x = l (сì. рис. 3).
Поскоëüку A ≠ 0, то равно нуëþ выражение в кваäратных
скобках уравнения (7). В резуëüтате поëу÷иì:

C = . (9)

Поäставив зна÷ение C в уравнение (8), найäеì:

D =  – Cl. (10)

Поëу÷енная форìуëа (8) позвоëяет опреäеëитü про-
ãиб баëки y переìенноãо се÷ения, у которой высота hx
изìеняется при переìещении от свобоäноãо конöа к за-
äеëке в соответствии с накëоноì боковых сторон рав-
нобо÷ной трапеöии, а øирина b постоянна и равна øи-
рине зуб÷атоãо венöа bw (сì. рис. 3).

Геоìетри÷еская форìа такой баëки преäëаãается в
ка÷естве физи÷еской ìоäеëи зуба зуб÷атой переäа÷и äëя
опреäеëения параìетров ее жесткости при ìоäеëиро-
вании проöессов функöионирования переäа÷и в составе
иссëеäуеìоãо техни÷ескоãо объекта. Проãиб ìожно оп-
реäеëитü äëя ëþбоãо попере÷ноãо се÷ения этой баëки,
отстоящеãо от свобоäноãо конöа на расстоянии x.

Дëя поëу÷ения зна÷ения коэффиöиента изãибной
жесткости зуб÷атоãо заöепëения необхоäиìо опреäеëитü
изãибные äефорìаöии обоих зуб÷атых коëес на оäноì и

тоì же äиаìетре. В ка÷естве такоãо äиаìетра приìеì
äиаìетр äеëитеëüной окружности. Тоãäа при вы÷исëе-
нии проãиба зуба øестерни в форìуëах (8)—(10) необ-
хоäиìо принятü x = 0; b = sd; l = 1,25m, а äëя зуба коëеса
x = m; b = sa; l = 2,25m.

Поäставив в форìуëы (8)—(10) все вхоäящие в них
параìетры в еäиниöах систеìы СИ, поëу÷иì искоìуþ
веëи÷ину проãиба y в ìетрах. Поëу÷енные зна÷ения
проãиба позвоëяþт опреäеëитü коэффиöиент изãибной
жесткости cи зуб÷атой переäа÷и. Еãо зна÷ение опреäеëя-
ется уãëоì поворота øестерни относитеëüно коëеса ϕи,
обусëовëенныì суììарной изãибной äефорìаöией зу-
бüев обоих коëес Σy = y1 + y2 поä äействиеì переäава-
еìоãо вращаþщеãо ìоìента. Зна÷ение ϕи вы÷исëиì по
форìуëе:

ϕи = arctg(Σy/rd1), (11)

ãäе rd1 — раäиус äеëитеëüной окружности øестерни (ве-
äущеãо коëеса зуб÷атой переäа÷и).

Коэффиöиент изãибной жесткости найäеì из соот-
ноøения:

cи = M1/ϕи, (12)

ãäе M1 — вращаþщий ìоìент на веäущеì коëесе.
Зна÷ение сиëы F, испоëüзуеìое при опреäеëении

проãибов y1 и y2, опреäеëиì на основе ìоìента M1:

F = M1/rd1.

Кроìе изãибной äефорìаöии при переäа÷е наãрузки
зубüя поëу÷аþт контактнуþ äефорìаöиþ yH, которуþ
также необхоäиìо у÷итыватü при опреäеëении коэффи-
öиента жесткости зуб÷атой переäа÷и. В работе [11] на
основе теорети÷еских и экспериìентаëüных иссëеäова-
ний преäëожена форìуëа äëя опреäеëения контактных
äефорìаöий зубüев öиëинäри÷еской зуб÷атой переäа÷и:

yH = ln , (13)

ãäе q — поãонная наãрузка по øирине зуб÷атоãо венöа,
q = F/bw; F — окружное усиëие на зубüях; bw — äëина
пëощаäки контакта зубüев; sx1, sx2 — тоëщины зубüев
øестерни и коëеса на окружностях с раäиусаìи соот-
ветственно rx1 и rx2; ρx1, ρx2 — раäиусы кривизны эвоëü-
вентных поверхностей зубüев øестерни и коëеса на ра-
äиусах rx1 и rx2.

Дëя оäнозна÷ной оöенки контактной жесткости зуб-
÷атой переäа÷и зна÷ение yH öеëесообразно опреäеëятü
на раäиусах äеëитеëüных окружностей обоих зуб÷атых
коëес, т.е. принятü rx1 = rd1; rx2 = rd2.

Вы÷исëенная по форìуëе (13) веëи÷ина контактной
äефорìаöии зубüев позвоëяет опреäеëитü коэффиöиент
контактной жесткости cH зуб÷атой переäа÷и. Еãо зна÷е-
ние опреäеëяется уãëоì поворота øестерни относитеëü-
но коëеса ϕH, обусëовëенныì контактной äефорìаöией
зубüев обоих коëес yH поä äействиеì переäаваеìоãо вра-
щаþщеãо ìоìента M1 на веäущеì коëесе. Зна÷ение ϕН
вы÷исëиì по форìуëе:

ϕН = arctg(yH/rd1), (14)

ãäе rd1 — раäиус äеëитеëüной окружности øестерни (ве-
äущеãо коëеса зуб÷атой переäа÷и).
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Коэффиöиент контактной жесткости найäеì из со-
отноøения:

cH = M1/ϕH. (15)

Поскоëüку уãëовые коорäинаты относитеëüных пово-
ротов пары взаиìоäействуþщих зуб÷атых коëес ϕи и ϕН
скëаäываþтся, то коэффиöиент жесткости зуб÷атоãо за-
öепëения c опреäеëиì по форìуëе:

с = . (16)

Такиì образоì, коэффиöиент жесткости зуб÷атоãо
заöепëения c у÷итывает изãибнуþ и контактнуþ жест-
кости взаиìоäействуþщих зубüев переäа÷и. Еäиниöей
изìерения параìетров c, cи и cH явëяется Н•ì/раä.

Результаты и их обсуждение

Рассìотриì приìер опреäеëения коэффиöиентов
жесткости öиëинäри÷еской зуб÷атой переäа÷и на осно-
ве преäëаãаеìой ìетоäики и сравниì поëу÷енные зна-
÷ения с резуëüтатаìи вы÷исëений по äруãиì известныì
ìетоäикаì.

Испоëüзуеì оäин из вариантов переäа÷, анаëизи-
руеìых в работе [5], со сëеäуþщиìи параìетраìи: ÷ис-
ëо зубüев z1 = 20, z2 = 25, коэффиöиенты сìещений
x1 = x2 = 0. Необхоäиìо принятü также зна÷ения äруãих
параìетров переäа÷и, вхоäящих в форìуëы преäëаãае-
ìой ìетоäики и конкретизируþщих конструкöионное
испоëнение и переäаваеìуþ наãрузку. Зна÷ения исхоä-
ных параìетров зуб÷атой переäа÷и и основных вы÷ис-
ëяеìых параìетров зубüев привеäены в табë. 1.

В резуëüтате вы÷исëений, выпоëненных с испоëüзо-
ваниеì исхоäных äанных из табë. 1, при наãрузке пере-
äа÷и вращаþщиì ìоìентоì М1 = 20 Н•ì поëу÷ены сëе-
äуþщие зна÷ения параìетров: коэффиöиент изãибной
жесткости зуб÷атоãо заöепëения cи = 2,471•105 Н•ì/раä;
контактная äефорìаöия зубüев yH = 2,789•10–6 ì; ко-
эффиöиент контактной жесткости заöепëения cH =
= 1,434•105 Н•ì/раä; коэффиöиент жесткости зуб÷ато-
ãо заöепëения с у÷етоì изãибной и контактной äефор-
ìаöий с = 9,074•104 Н•ì/раä.

Испоëüзуя поëу÷енные резуëüтаты, опреäеëиì уäеëü-
нуþ изãибнуþ и уäеëüнуþ контактнуþ жесткости:

си уä = •10–9;  сH уä = •10–9.

Уäеëüная жесткостü зуб÷атоãо заöепëения:

суä = .

В табë. 2 привеäены искоìые зна÷ения параìетров,
а также зна÷ения, поëу÷енные автораìи работ [5, 9] и
вы÷исëенные на основе рекоìенäаöий ГОСТ 21354—87.
Сëеäует особо поä÷еркнутü, ÷то испоëüзуеìые в ГОСТе
форìуëы — эìпири÷еские, у÷итываþщие инфорìаöиþ
тоëüко о ÷исëе зубüев øестерни и коëеса и коэффиöи-
ентах сìещения исхоäноãо контура. Моäуëü зуб÷атых
коëес и их наãрузку эти форìуëы не у÷итываþт.

Как виäно из табë. 2, поëу÷енные разëи÷ныìи авто-
раìи зна÷ения уäеëüной норìаëüной жесткости зубüев
существенно расхоäятся.

В закëþ÷ение провеäеì на основе преäëоженной ìе-
тоäики рас÷етные иссëеäования зависиìостей параìет-
ров упруãих свойств зуб÷атой переäа÷и от ìоäуëя m и
переäаваеìой наãрузки.

На рис. 4 привеäены ãрафики изìенения коэффи-
öиентов изãибной си и контактной сH жесткостей в за-
висиìости от ìоäуëя зуб÷атоãо заöепëения m при äвух
зна÷ениях окружноãо усиëия F, приëоженноãо на äеëи-

cиcH

cи cH+
--------------

F
y1 y2+( )bw

--------------------- F
yHbw
----------

cи уäcH уä

cи уä cH уä+
------------------------

Табëиöа 1
Исходные данные и вычисленные параметры

исследуемой зубчатой передачи

Параìетр
Обо-
зна÷е-
ние

Еäи-
ниöа Шестерня Коëесо

Чисëо зубüев z — 20 25

Моäуëü m ìì 2 2

Коэффиöиент
сìещения

x — 0 0

Уãоë заöепëения αw ãраä. 20 20

Ширина зуб÷атоãо 
венöа

bw ìì 10 10

Тоëщина зуба:

на окружности 
верøин

sa ìì 1,39 1,44

на äеëитеëüной 
окружности

sd ìì 3,142 3,142

на основной
окружности

sb ìì 3,512 3,652

Моìент инерöии 
се÷ения зуба на 
äеëитеëüной 
окружности

Jd ì4 0,167•10–10 0,164•10–10

Проãиб зуба 
на äеëитеëüной 
окружности

y ì 0,367•10–6 1,252•10–6

Раäиус кривизны 
эвоëüвенты на 
поверхности 
контакта

ρx ìì 6,84 8,551

Табëиöа 2
Значения удельной нормальной жесткости

исследуемой зубчатой передачи

Автор ìетоäики,
исто÷ник инфорìаöии

Резуëüтаты вы÷исëения
параìетров, Н/(ìì•ìкì)

cуä cи уä cH уä

В. Н. Куäрявöев [9] — — 31

А. И. Петрусеви÷ [9] 18 — —

В. Л. Дорофеев [5] 14,86 — —

Преäëаãаеìая ìетоäика 22,685 61,769 35,852

ГОСТ 21354—87 6,444 11,211 15,152
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теëüной окружности øестерни, а также ãрафик коэф-
фиöиента жесткости c, у÷итываþщий суììарнуþ изãиб-
нуþ и контактнуþ äефорìаöии зубüев.

Поëу÷енные ãрафики отражаþт неëинейный харак-
тер функöий иссëеäуеìых параìетров от веëи÷ины ìо-
äуëя. Зна÷ение си не зависит от веëи÷ины переäаваеìой
наãрузки, а опреäеëяется ìоìентоì инерöии рас÷етноãо
се÷ения зуба Jx.

На рис. 5 преäставëен ãрафик, иëëþстрируþщий за-
висиìостü Jx от m, поëу÷аеìуþ соãëасно выражениþ (6).
Приниìаëосü bw = 10 ìì; sсв = sd.

Коэффиöиент контактной жесткости зубüев сH, со-
ãëасно выражениþ (16), преäставëяет собой неëиней-
нуþ функöиþ поãонной наãрузки q, тоëщин зубüев sx1,
sx2 и раäиусов эвоëüвенты рабо÷их поверхностей зубüев
ρx1, ρx2 соответственно øестерни и коëеса. Зна÷ения ρx1
и ρx2 пропорöионаëüны ìоäуëþ m. В итоãе резуëüтиру-
þщее зна÷ение коэффиöиента жесткости зуб÷атоãо за-
öепëения c, которое у÷итывает изãибнуþ и контактнуþ
äефорìаöии зубüев, оказывается неëинейной функöией
ìоäуëя m и окружной сиëы F, характеризуþщей наãруз-
ку (сì. рис. 4).

Зависиìости сH и c от F äëя äвух зна÷ений m пока-
заны на рис. 6. Вìесте с теì из рис. 6 виäно, ÷то веëи÷и-
на си не зависит от наãрузки. Ее зна÷ение опреäеëяется
тоëüко веëи÷иной ìоäуëя, поскоëüку с ниì непосреäст-
венно связана тоëщина зуба (сì. рис. 4). Оäнако сëеäует
иìетü в виäу, ÷то в соответствии с выражениеì (1) тоë-
щина зуба также зависит от коэффиöиента сìещения
исхоäноãо контура x.

В заверøение иссëеäований рассìотриì характе-
ристики уäеëüной норìаëüной жесткости зуб÷атых за-
öепëений, поëу÷енные с испоëüзованиеì форìуë преä-
ëаãаеìой ìетоäики. На рис. 7 показаны ãрафики зави-
сиìости сH уä и суä от ìоäуëя m при äвух зна÷ениях
наãрузки F, а на рис. 8 — от наãрузки при äвух зна÷ениях
ìоäуëя.

С увеëи÷ениеì ìоäуëя зна÷ения сH уä и суä нескоëüко
понижаþтся, а увеëи÷ение наãрузки привоäит к их воз-
растаниþ. Зна÷ение си уä не зависит от ìоäуëя. Оäнако

Рис. 5. Зависимость момента инерции сечения зуба на делитель-
ной окружности от модуля

Рис. 4. Графики зависимости коэффициентов жесткости зубча-
того зацепления от модуля:

cи — коэффиöиент изãибной жесткости; сН — коэффиöи-
ент контактной жесткости; c — коэффиöиент резуëüтируþщей
жесткости; 1 — при F = 1000 Н; 2 — при F = 3000 Н

Рис. 7. Графики зависимости удельной нормальной жесткости
зубчатого зацепления от модуля:

1 — при F = 1000 Н; 2 — при F = 3000 Н

Рис. 6. Графики зависимости коэффициентов жесткости зубча-
того зацепления от нагрузки:

1 — при m = 2 ìì; 2 — при m = 5 ìì
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из этоãо обстоятеëüства не сëеäует оäнозна÷ный вывоä
о независиìости изãибной и контактной жесткостей
зубüев от ìоäуëя, как это трактуется в работе [5]. Такая
инфорìаöия ìожет ввести в забëужäение заинтересо-
ванноãо ÷итатеëя и привести еãо к ìнениþ, ÷то сH и с
также не зависят от ìоäуëя. Анаëоãи÷ная опасностü
поäстереãает ÷итатеëя при испоëüзовании ìетоäики, из-
ëоженной в ГОСТе.

Преäëоженная ìетоäика опреäеëения параìетров
упруãих свойств зуб÷атых коëес, изëоженная приìени-
теëüно к пряìозубой переäа÷е с наружныì и внутрен-
ниì заöепëениеì, поäхоäит и äëя косозубой переäа÷и,
äëя которой необхоäиìо ëиøü у÷естü увеëи÷ение äëины
зуба, äëя ÷еãо зна÷ение bw сëеäует äеëитü на сosβ, ãäе β —
уãоë накëона зубüев. Поëу÷аеìые при этоì зна÷ения ко-
эффиöиентов жесткостей си и сH буäут нескоëüко зани-
жены, так как косозубые переäа÷и иìеþт боëüøий ко-
эффиöиент перекрытия в сравнении с пряìозубыìи.

Выводы

1. Разработана ìетоäика опреäеëения изãибных и
контактных äефорìаöий зубüев и коэффиöиента жест-
кости зуб÷атой переäа÷и, основанная на испоëüзовании
физи÷еских законов ìеханики упруãо-äефорìирован-
ноãо состояния объекта иссëеäования, нахоäящеãося
поä возäействиеì внеøней среäы.

2. Дëя опреäеëения изãибной äефорìаöии зубüев и
коэффиöиента изãибной жесткости преäëожена ìоäеëü
заìещения зуба баëкой переìенноãо се÷ения. Контур
боковой поверхности зуба в ìоäеëи преäставëен в виäе
равнобо÷ной трапеöии, обеспе÷иваþщей отображение
реаëüной тоëщины зуба с ìаксиìаëüной поãреøностüþ
не боëее 15 %.

3. На основе преäëоженной ìоäеëи поëу÷ены срав-
нитеëüно простые рабо÷ие форìуëы, отражаþщие фи-
зи÷ескуþ сущностü проöессов äефорìирования зубüев и
позвоëяþщие в первоì прибëижении опреäеëитü пара-
ìетры упруãих свойств зуб÷атоãо заöепëения, необхоäи-
ìые äëя ìоäеëирования проöессов функöионирования
техни÷еских объектов, соäержащих зуб÷атые переäа÷и.
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Рис. 8. Графики зависимости удельной нормальной жесткости
зубчатого зацепления от нагрузки:

1 — при m = 2 ìì; 2 — при m = 5 ìì


