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Ðàññìîòðåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ çåðíî- è êîðìîóáîðî÷íîãî êîìáàéíà, ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü åå 
àëãîðèòìèçàöèè â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå, à òàêæå ïðèâåäåíû äàííûå, ïîäòâåðæäàþùèå åå àäåêâàòíîñòü. Ìà-
òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âêëþ÷àåò äèíàìè÷åñêèå è êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñâÿçè óãëîâûõ è ëèíåéíûõ ñêîðî-
ñòåé ñ óãëîâûìè è ïðîñòðàíñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè. Îñîáåííîñòü ìîäåëè çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèìåíåíèè íàáîðà 
ñèñòåì êîîðäèíàò, ÷òî ïîçâîëèëî ó÷åñòü íå òîëüêî ìàññîãàáàðèòíûå è êîìïîíîâî÷íûå îñîáåííîñòè èññëåäó-
åìîãî âèäà ìàøèí, íî è õàðàêòåð âçàèìîäåéñòâèÿ ýëàñòè÷íîãî êîëåñà ñ äåìïôèðóåìûì îñíîâàíèåì. Â ïðèâå-
äåííîé ìîäåëè ñêîðîñòü äâèæåíèÿ êîìáàéíà çàäàåòñÿ íå ïðèíóäèòåëüíî èçìåíåíèåì êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ 
îñòîâà, à ôîðìèðóåòñÿ ìîäåëèðîâàíèåì ïðîöåññà âçàèìîäåéñòâèÿ âåäóùèõ êîëåñ ñ îïîðíûì îñíîâàíèåì. Òà-
êîé ïîäõîä îáåñïå÷èâàåò áîëåå àäåêâàòíîå îïèñàíèå ïðîöåññà êðèâîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ êîìáàéíà, ïîçâîëÿåò 
ìîäåëèðîâàòü òðîãàíèå ìàøèíû, ðàçãîí, òîðìîæåíèå, ïðåîäîëåíèå ïðåïÿòñòâèé, ïðîöåññû áóêñîâàíèÿ è þçà ñ 
ó÷åòîì õàðàêòåðèñòèê øèíû è ñöåïíûõ ñâîéñòâ ãðóíòà. Ïðèíÿòûé ïîäõîä îáåñïå÷èâàåò äîñòàòî÷íóþ òî÷íîñòü 
ìîäåëè ïðè ìèíèìàëüíîì íàáîðå ôàêòîðîâ è òðåáîâàíèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ. Íà îñíîâå ðàçðàáîòàííîé ìàòåìàòè-
÷åñêîé ìîäåëè ñîñòàâëåíà ìîäåëü â ñðåäå èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ Simulink ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà 
MATLAB. Ïðåäñòàâëåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå è ðàñ÷åòíûå äàííûå, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå èìòàöèîííîãî 
ìîäåëèðîâàíèÿ. Ñîïîñòàâëåíèå äåéñòâóþùèõ ñèë è ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé óñêîðåíèÿ â îñíîâíûõ ÷àñòÿõ 
êîìáàéíà ïîêàçàëî äîñòàòî÷íóþ ñõîäèìîñòü ðåçóëüòàòîâ. Âûÿâëåííàÿ íåòî÷íîñòü îáóñëîâëåíà íåñîîòâåòñòâè-
åì ÷èñëåííîãî îïèñàíèÿ îïîðíîé ïîâåðõíîñòè è èñïûòàòåëüíîé äîðîãè, ïðåäñòàâëåíèåì îñòîâà êîìáàéíà êàê 
àáñîëþòíî æåñòêîãî òåëà, îòëè÷èÿìè óïðóãîâÿçêèõ ñâîéñòâ øèí. Ñäåëàíû âûâîäû è îïðåäåëåíû íàïðàâëåíèÿ 
äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé, îáåñïå÷èâàþùèõ óëó÷øåíèå ýêñïëóàòàöèîííûõ ñâîéñòâ ñàìîõîäíûõ êîìáàéíîâ çà 
ñ÷åò ñèñòåì ïîäðåññîðèâàíèÿ êîëåñ è ðàáî÷èõ îðãàíîâ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñàìîõîäíûé êîìáàéí, äèíàìèêà äâèæåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, èìèòàöèîííàÿ ìîäåëü, 
ïîäðåññîðèâàíèå.

The mathematical model of the grain and forage harvester movement is considered, the possibility of its algorith-
mization in the program complex is shown, and also the data confirming its adequacy are given. The mathematical 
model includes dynamic and kinematic equations of coupling angular and linear velocities with angular and spatial 
coordinates. The peculiarity of the model is the use of a set of coordinate systems, which allowed to take into account 
not only the mass and size features of the type of machines being studied, but also the nature of the interaction of the 
elastic wheel with the damped base. In the above model, the speed of the combine's movement is determined not by 
force change in the coordinate of the center of mass of the body, but is formed by modeling the process of interaction 
between the driving wheels and the support base. This approach provides a more adequate description of the process 
of curvilinear movement of the combine, allows modeling the car's starting, acceleration, braking, overcoming ob-
stacles, skid and skid processes taking into account the characteristics of the tire and the coupling properties of the 
ground. The adopted approach provides sufficient accuracy of the model with a minimum set of factors and require-
ments for computation. Based on the developed mathematical model, a model is created in the simulink simulation 
environment of the MATLAB software package. Experimental and calculated data obtained as a result of imitation 
modeling are presented. A comparison of the operating forces and the spectral densities of acceleration in the main 
parts of the combine showed sufficient convergence of the results. The revealed inaccuracy is caused by the discrep-
ancy between the numerical description of the supporting surface and the test road, the representation of the skeleton 
as an absolutely rigid body, the differences in the elastic-viscous properties of the tires. Conclusions are drawn and di-
rections for further research providing for improving the operational properties of self-propelled combines by means 
of wheel suspension systems and working elements are determined.
Keywords: self-propelled combine, dynamics of movement, mathematical model, simulation model, suspension.
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Ââåäåíèå
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îñíîâíûì ñðåäñòâîì ïðè 

óáîðêå ïðîäóêöèè ðàñòåíèåâîäñòâà ÿâëÿþòñÿ 
ñàìîõîäíûå çåðíî- è êîðìîóáîðî÷íûå êîìáàé-
íû, ýôôåêòèâíîñòü ðàáîòû êîòîðûõ âî ìíîãîì 
îïðåäåëÿåò ðåíòàáåëüíîñòü àãðàðíîïðîìûø-
ëåííîãî êîìïëåêñà êàê îäíîé èç ïðèîðèòåòíûõ 
îòðàñëåé ýêîíîìèêè ñòðàíû [1]. Äëÿ ïîâûøå-
íèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè êîìáàéíû îñíàùà-
þò áîëåå ýôôåêòèâíûìè ðàáî÷èìè è ôóíêöè-
îíàëüíûìè îðãàíàìè, ìîùíûìè ñèëîâûìè 
óñòàíîâêàìè, à òàêæå óâåëè÷èâàþò èõ ðàáî÷èå 
è òðàíñïîðòíûå ñêîðîñòè äâèæåíèÿ. Òàêèå èç-
ìåíåíèÿ êîíñòðóêöèè è ýêñïëóàòàöèîííûõ 
ñâîéñòâ, êàê ïðàâèëî, ïðèâîäÿò ê óâåëè÷åíèþ 
ñíàðÿæåííîé ìàññû ìàøèí, ÷òî íåäîïóñòèìî 
ïî òðåáîâàíèÿì àãðîýêîëîãèè è îãðàíè÷åíî 
íîðìàìè ìàêñèìàëüíîãî äàâëåíèÿ íà ãðóíò [2]. 
Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàçðàáîòêà è âíåäðåíèå ñèñòåì, 
îáåñïå÷èâàþùèõ ñíèæåíèå äèíàìè÷åñêèõ íà-
ãðóçîê íà êîìáàéíû è óëó÷øàþùèõ èõ ïëàâ-
íîñòü õîäà, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé ïðàêòè÷åñêîé 
çàäà÷åé ñîâðåìåííîãî ñåëüõîçìàøèíîñòðîåíèÿ 
[1, 3, 4]. 

Öåëü èññëåäîâàíèÿ 
Â ñîâðåìåííîì ïîíèìàíèè ñîçäàíèå ìàøèí 

è èññëåäîâàíèå äèíàìèêè èõ äâèæåíèÿ äîëæíî 
áàçèðîâàòüñÿ íà ìåòîäàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî è 
èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, îñíîâó êî-
òîðûõ ñîñòàâëÿåò ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå 
èññëåäóåìûõ ïðîöåññîâ [5]. Ðàçðàáîòêà ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì è 
íàóêîåìêèõ ïðîöåññîì, êîòîðûé îïðåäåëÿåò 
äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ïðî-
äîëæèòåëüíîñòü èññëåäîâàíèé, çàòðàòû íà íà-
ó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèå è îïûòíî-êîíñòðóê-
òîðñêèå ðàáîòû, à òàêæå ñâîéñòâà ãîòîâûõ 
èçäåëèé [6]. Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíàÿ öåëü 
äàííîé ðàáîòû çàêëþ÷àëàñü â ðàçðàáîòêå è âå-
ðèôèêàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äâèæåíèÿ 
ñàìîõîäíûõ êîëåñíûõ çåðíî- è êîðìîóáîðî÷-
íûõ êîìáàéíîâ.

Ìàòåðèàëû è ìåòîäû
Òðåáîâàíèÿ ê ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äèíà-

ìèêè êîìáàéíîâ îïðåäåëÿþòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ 
çàäà÷, ïðè ðåøåíèè êîòîðûõ íåîáõîäèìî ïîëó-
÷èòü èíôîðìàöèþ äëÿ îöåíêè ýêñïëóàòàöèîí-
íûõ êà÷åñòâ, â ÷àñòíîñòè:

– ìîäåëü äîëæíà îïèñûâàòü ñîâìåñòíóþ äè-
íàìèêó îñòîâà, äâèãàòåëÿ è ýëåìåíòîâ õîäîâîé 
÷àñòè êîìáàéíîâ ñ òî÷íîñòüþ, íåîáõîäèìîé 

äëÿ óñòîé÷èâîñòè ïðè äâèæåíèè íà íåäåôîð-
ìèðóåìûõ ãðóíòàõ;

– äîëæíû áûòü ó÷òåíû êîíñòðóêòèâíûå îñî-
áåííîñòè êîëåñíûõ äâèæèòåëåé, íåóäåðæèâàþ-
ùèé õàðàêòåð ñâÿçåé, íàëîæåííûõ íà êîìáàéí;

– äâèæåíèå êîìáàéíà äîëæíî ìîäåëèðî-
âàòüñÿ ñ ó÷åòîì õàðàêòåðèñòèê ñîïðîòèâëåíèÿ 
è ñöåïëåíèÿ ãðóíòà, òàê êàê òÿãîâî-ñöåïíûå 
õàðàêòåðèñòèêè âëèÿþò íà ñêîðîñòü äâèæåíèÿ 
ìàøèíû.

Ïðè âûâîäå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 
äâèæåíèÿ êîìáàéíà ïðèíÿò ðÿä äîïóùåíèé, 
êîòîðûå, ñ îäíîé ñòîðîíû, äîëæíû îáåñïå÷èòü 
âûïîëíåíèå òðåáîâàíèé, ïðåäúÿâëÿåìûõ ê ìà-
òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, à ñ äðóãîé – îãðàíè÷èòü 
÷èñëî ìîäåëèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû 
ñàìûìè íåîáõîäèìûìè [6]. Â ñîîòâåòñòâèè ñ 
òðåáîâàíèÿìè ê ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðè-
íÿòû ñëåäóþùèå äîïóùåíèÿ:

– ìàññû ïîäðåññîðåííûõ ýëåìåíòîâ êîìáàé-
íà ïðèâåäåíû ê íåñóùåé ñèñòåìå;

– îïîðíîå îñíîâàíèå ïîëàãàåòñÿ íåäåôîð-
ìèðóåìûì (íåîáõîäèìàÿ ïîäàòëèâîñòü ïî 
íîðìàëè ê ãðóíòó ìîæåò áûòü ó÷òåíà â ñîîò-
âåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòèêàõ øèí êîëåñ, à 
òàíãåíöèàëüíàÿ ïîäàòëèâîñòü ãðóíòà ó÷èòûâà-
åòñÿ â õàðàêòåðèñòèêå åãî ñöåïíûõ ñâîéñòâ).

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè äâèæåíèÿ 
êîìáàéíà åãî êîðïóñ ðàññìàòðèâàëè êàê ïðî-
ñòðàíñòâåííóþ àáñîëþòíî òâåðäóþ êîíñòðóê-
öèþ. Ñâÿçü ìåæäó êèíåìàòè÷åñêèìè ïàðàìå-
òðàìè è âíåøíèìè âîçìóùåíèÿìè îïèñûâàëè 
ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñî-
ñòàâëÿþùèõ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äâèæå-
íèÿ êîìáàéíà.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñàìîõîäíîãî 
êîìáàéíà ñîäåðæèò:

– äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå 
äâèæåíèå êîìáàéíà, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå 
çàêîíà ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ è ìî-
ìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ;

– êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñâÿçè óãëî-
âûõ è ëèíåéíûõ ñêîðîñòåé ñ óãëîâûìè è ïðî-
ñòðàíñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè, ïîëó÷åííûå 
íà îñíîâå óðàâíåíèé ñâÿçè ìåæäó ðàçëè÷íûìè 
êîîðäèíàòíûìè ñèñòåìàìè.

Ðåçóëüòàòû è îáñóæäåíèå
Â ðàçðàáîòàííîé ìîäåëè ïðèìåíåíî òðè 

ðàçëè÷íûå ñèñòåìû êîîðäèíàò (ðèñ. 1), ÷òî 
îáóñëîâëåíî ñòðóêòóðîé è ôîðìîé óðàâíåíèé 
äâèæåíèÿ îáúåêòà. Ïåðâàÿ, íåïîäâèæíàÿ, ñè-
ñòåìà êîîðäèíàò (ÍÑÊ) O

2
X

2
Y

2
Z

2
, ñëóæèò äëÿ 



Èññëåäîâàíèå äèíàìèêè äâèæåíèÿ çåðíî- è êîðìîóáîðî÷íûõ êîìáàéíîâ 
ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî è èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
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ìîäåëèðîâàíèÿ çàäàííûõ äîðîæíî-ãðóíòîâûõ 
óñëîâèé äâèæåíèÿ. Íà÷àëî êîîðäèíàò ñèñòåìû 
(òî÷êà Î

2
) ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ìîäåëèðóåìîé 

òðàññû (ðèñ. 1, à). Âòîðàÿ, ïîëóñâÿçàííàÿ, ñè-
ñòåìà êîîðäèíàò O

1
X

1
Y

1
Z

1
, õàðàêòåðèçóåòñÿ 

òåì, ÷òî åå íà÷àëî – òî÷êà Î
1
 âñåãäà ñîâïàäàåò ñ 

öåíòðîì ìàññ êîìáàéíà è ïåðåìåùàåòñÿ âìåñòå 
ñ íèì â ïðîñòðàíñòâå. Îñè O

1
X

1
, O

1
Y

1
, O

1
Z

1 

ïàðàëëåëüíû ñîîòâåòñòâóþùèì îñÿì íåñâÿ-
çàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (ðèñ. 1, à). Òðåòüÿ 
ñèñòåìà êîîðäèíàò OXYZ, èñïîëüçóåìàÿ äëÿ 
ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ êîìáàé-
íà, ÿâëÿåòñÿ ïîäâèæíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò 
(ÏÑÊ), åå öåíòð Î âñåãäà ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì 
ìàññ Ñ, à îñè ñîâïàäàþò ñ ãëàâíûìè îñÿìè 
èíåðöèè êîìáàéíà (ðèñ. 1, à). Óðàâíåíèÿ äèíà-
ìèêè êîìáàéíà çàïèñûâàëè â ñâÿçàííîé ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò, ïîýòîìó â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ 
äâèæåíèÿ ïðèíÿòû ïðîåêöèè ëèíåéíîé (V

X
, V

Y
, 

V
Z
) è óãëîâîé (

X
, 

Y
, 

Z
) ñêîðîñòåé íà ñâÿçàí-

íûå îñè. Èñïîëüçîâàíèå ñâÿçàííîé ñèñòåìû êî-
îðäèíàò äëÿ çàïèñè óðàâíåíèé äèíàìèêè ñàìî-
õîäíîãî êîìáàéíà îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè 
ñîîáðàæåíèÿìè:

– áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîäâèæíûå îñè ñ íà÷à-
ëîì êîîðäèíàò â öåíòðå ìàññ êîëåñíîé ìàøèíû 
ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè îñÿìè èíåðöèè òåëà è ìî-
ìåíòû èíåðöèè îòíîñèòåëüíî íèõ íå çàâèñÿò 
îò èçìåíåíèÿ êèíåìàòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ;

– îñíîâíûå âíåøíèå ñèëû, äåéñòâóþùèå íà 
ÑÊ, îðèåíòèðîâàíû îòíîñèòåëüíî êîðïóñà è 
íàèáîëåå ïðîñòî âûðàæàþòñÿ â êîîðäèíàòíûõ 
îñÿõ, æåñòêî ñ íèì ñâÿçàííûõ.

Â ñâÿçè ñ ýòèì óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñàìî-
õîäíîãî êîìáàéíà, çàïèñàííûå â ÏÑÊ, íàè-

         

 à á

Ðèñ. 1. Ïîëîæåíèå ñàìîõîäíîãî êîìáàéíà â ïðîñòðàíñòâå (à) è ìèêðîïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (á): 
Ñ – öåíòð ìàññ êîìáàéíà; φ, ψ, Θ – óãëû, ñîîòâåòñòâåííî, äèôôåðåíòà, êðåíà, êóðñà; 

q
i
 – âåðòèêàëüíàÿ êîîðäèíàòà äîðîæíîé ïîâåðõíîñòè

áîëåå ïðîñòû è óäîáíû äëÿ ïîñëåäóþùåãî 
ðåøåíèÿ ïðè äîñòàòî÷íî ïîëíîì îòðàæåíèè 
ïðîöåññîâ âçàèìîäåéñòâèÿ äâèæóùåãîñÿ òåëà è 
âíåøíåé ñðåäû. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñèë, äåéñòâó-
þùèõ íà êîìáàéí ñî ñòîðîíû ãðóíòà, ââåäåì 
ìèêðîïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (ÌÏÑÊ) 
è áóäåì ïîíèìàòü ïîä íåé ñèñòåìó O

T
X

T
Y

T
Z

T
, 

öåíòð êîòîðîé Î
Ò 

ñîâïàäàåò ñ ãåîìåòðè÷åñêèì 
öåíòðîì ïÿòíà êîíòàêòà êîëåñà, îñü Î

T
X

T
 ñî-

âïàäàåò ñ ïðîåêöèåé ïðîäîëüíîé îñè ñèììå-
òðèè êîëåñà íà îïîðíóþ ïîâåðõíîñòü, à îñü 
O

T
Y

T 
, ñîîòâåòñòâåííî, ñ ïðîåêöèåé îñè êîëåñà 

(ðèñ. 1, á). 
Ïåðâûå òðè óðàâíåíèÿ ïîñòóïàòåëüíîãî 

äâèæåíèÿ ñàìîõîäíîãî êîìáàéíà ïîëó÷åíû íà 
îñíîâå òåîðåìû îá èçìåíåíèè êîëè÷åñòâà äâè-
æåíèÿ. Ïðîåöèðóÿ âåêòîðíîå âûðàæåíèå òåî-
ðåìû íà îñè ñèñòåìû OXYZ, ïîëó÷èì ñèñòåìó 
óðàâíåíèé:

 

 

 

 

;

,

;

XCX
Y CZ Z CY k

k

YCY
Z CX X CZ k

k

ZCZ
X CY Y CX k

k

dVm m V V F
dt
dVm m V V F
dt
dVm m V V F
dt


   




   



   








  (1)

ãäå m – ìàññà ÑÊ; X
kF ; Y

kF ; Z
kF  – ñèëû, äåé-

ñòâóþùèå íà êîðïóñ ÑÊ; V
ÑX

, V
ÑY
, V

ÑZ 
– ïðî-

åêöèè âåêòîðà ëèíåéíîé ñêîðîñòè òî÷êè Ñ íà 
îñè ÏÑÊ OXYZ; 

X
, 

Y
, 

Z
 – ïðîåêöèè âåêòîðà 

óãëîâîé ñêîðîñòè ÑÊ íà îñè ÏÑÊ OXYZ.
Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âðàùàòåëüíîãî äâè-

æåíèÿ êîðïóñà êîìáàéíà âîêðóã öåíòðà ìàññ 
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ïîëó÷åíû íà îñíîâå òåîðåìû îá èçìåíåíèè 
ãëàâíîãî ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ. Â âåê-
òîðíîé ôîðìå (äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ) â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ôîðìóëîé Áóðà

 0
0 0

edK K L
dt

  


,

ãäå 0K J   – ãëàâíûé ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâè-

æåíèÿ; 0dK
dt


 – ëîêàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðå-

ìåíè îò ãëàâíîãî ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæå-

íèÿ òâåðäîãî òåëà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ Ñ; 
( ) ( )
0

1

N
e e

k k
k

L r F


  – ãëàâíûé ìîìåíò âíåøíèõ 

ñèë, ïðèëîæåííûõ ê òâåðäîìó òåëó, îòíîñè-
òåëüíî òîãî æå öåíòðà; kr  – âåêòîð, îïðåäåëÿ-
þùèé òî÷êó ïðèëîæåíèÿ âíåøíèé ñèë.

Ðàñêðûâ ïðîåêöèè âåêòîðíîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ 0( )K  è ïîäñòàâèâ êîìïîíåíòû èç ðàç-
âåðíóòîé ôîðìóëû Áóðà, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ 
ñèñòåìó äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

 
   

 
   

 
 

2 2

2 2

2 2

;

;

X Y Z
X XY XZ YZ Z Y

e
Z Y Z Y X Y XZ Z X XY X

X Y Z
YX Y YZ ZX X Z

e
X Z X Z X Y YZ Z Y XY Y

X Y Z
ZX YZ Z XY Y X

X Y Y X X Z YZ Z Y X

d d dJ J J J
dt dt dt
J J J J L

d d dJ J J J
dt dt dt
J J J J L

d d dJ J J J
dt dt dt
J J J J

  
     

       

  
      

       

  
      

        .eZ ZL














 

 

(2)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ âûáðàííûõ 
îñåé ñ îñÿìè ýëëèïñîèäà èíåðöèè êîðïóñà ñè-
ñòåìà óðàâíåíèé (2) ïðèíèìàåò âèä äèíàìè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé Ýéëåðà. Çàïèøåì èõ â ïðîåê-
öèè íà îñè ÏÑÊ

 
 
 

;
;
.

X X Z Y Y Z X

Y Y X Z Z X Y

Z Z Y X X Y Z

J J J L
J J J L
J J J L

      
      
      







 

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ òåîðåìû îá èç-
ìåíåíèè êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ òåëà è ìîìåíòà 
êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ â ïðîåêöèÿõ íà îñè ÏÑÊ 
íà îñíîâå óðàâíåíèé (1) è (2) ïîëó÷èì îáùèå 
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñàìîõîäíîãî êîìáàéíà:

 

 

 

   

   

   

 

1

1

1

1 1

1 1

;

;

;

;

N
CX

Y CZ Z CY X X Xi
i
N

CY
Z CX X CZ Y Y Yi

i
N

CZ
X CY Y CX Z Z Zi

i

X
X X Z Z Y X

N N

X Zi Z Yi
i i

Y Z X X Z Y

N N

Y Xi Y
i i

dVm m V V G F R
dt
dVm m V V G F R
dt
dVm m V V G F R
dt
dI I I M F
dt

M R M R

dyI I I M F
dt

M R M R







 

 

     

     

     


    

 

     

 







 

 

ê ê

ê ê

ê ê

 

   

   
1 1 1

,

;Zi

Z
Z X X Y X Z

N N N

Z Yi Z Xi nki
i i i

dI I I M F
dt

M R M R M
  






















 

     


  

    

ãäå G
X
, G

Y
, G

Z
 – ïðîåêöèè âåêòîðà ñèëû òÿæåñòè 

íà îñè ÏÑÊ OXYZ; F
X
, F

Y
, F

Z
 – ïðîåêöèè âåê-

òîðà ñèëû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ íà îñè ÏÑÊ 
OXYZ; R

Xi
, R

Yi
, R

Zi
 – ïðîåêöèè ñèëû âçàèìîäåé-

ñòâèÿ ìåæäó êîëåñîì è îïîðíîé ïîâåðõíîñòüþ 
íà îñè ÏÑÊ OXYZ; M

X
(F), M

Y
(F), M

Z
(F) – ïðî-

åêöèè ìîìåíòà îò ñèëû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ 
íà îñè ÏÑÊ OXYZ; M

X
(R

Yi
), M

Y
(R

Xi
), M

Z
(R

Yi
), 

M
Z
(R

Xi
) – ïðîåêöèè ìîìåíòîâ íà îñè ÏÑÊ îò 

ïðîåêöèé ñèë âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ãðóíòîì 
è êîëåñîì íà îñè ÏÑÊ; M

nki
 – ïðîåêöèè ìîìåí-

òà ñîïðîòèâëåíèÿ ïîâîðîòó i-ãî êîëåñà íà îñü 
Z ÏÑÊ; I

X
, I

Y
, I

Z
 – ìîìåíòû èíåðöèè êîìáàéíà 

îòíîñèòåëüíî îñåé ÏÑÊ OXYZ; m
ê
 – ìàññà êîì-

áàéíà; N – ÷èñëî êîëåñ êîìáàéíà.
Ïîëîæåíèå ñàìîõîäíîãî êîìáàéíà â ïðî-

ñòðàíñòâå â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè îïðåäåëÿ-
åòñÿ âçàèìíûì ðàñïîëîæåíèåì ïîëóñâÿçàííîé 
è ïîäâèæíîé ñèñòåì êîîðäèíàò, êîòîðûå õàðàê-
òåðèçóþòñÿ òðåìÿ óãëîâûìè êîîðäèíàòàìè – 
óãëàìè Ýéëåðà – Êðûëîâà: Θ – óãîë «ðûñêàíüÿ»; 
 – óãîë «äèôôåðåíòà»;  – óãîë «êðåíà». Ñâÿçü 
óãëîâ Ýéëåðà – Êðûëîâà ñ äðóãèìè êèíåìàòè÷å-
ñêèìè ïàðàìåòðàìè âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ – 
ïðîåêöèÿìè óãëîâîé ñêîðîñòè íà ñâÿçàííûå 
îñè – óñòàíàâëèâàþò íà îñíîâå êèíåìàòè÷åñêèõ 
ñîîòíîøåíèé, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ-
ìè ñâÿçè âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ:



Èññëåäîâàíèå äèíàìèêè äâèæåíèÿ çåðíî- è êîðìîóáîðî÷íûõ êîìáàéíîâ 
ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî è èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
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cos sin ;

cos sin ;
cos

cos sin .

X Z

Z X

Y Z X

d
dt
d
dt
d tg
dt

 
   


   


 

      


   
  (3)

Ïîñêîëüêó ñëó÷àé ïåðåâîðîòà ìàøèíû íå 
ðàññìàòðèâàåòñÿ, ò.å. ψ < π/2, ñèñòåìà (3) íå âû-
ðîæäàåòñÿ.

Ïðè èññëåäîâàíèè äèíàìèêè äâèæåíèÿ 
êîìáàéíà ñëåäóåò ó÷èòûâàòü èìåþùèåñÿ ïîä-
âèæíûå çâåíüÿ êàê ñëîæíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñè-
ñòåìó. Äëÿ ñóùåñòâóþùèõ êîìïîíîâîê ñàìî-
õîäíûõ êîìáàéíîâ åäèíñòâåííûì ïîäâèæíûì 
çâåíîì îòíîñèòåëüíî èõ îñòîâà ÿâëÿåòñÿ ìîñò 
âåäóùèõ êîëåñ, ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà óãëîâûõ êîëå-
áàíèé êîòîðîãî ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 2.

Ðèñ. 2. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà óãëîâûõ êîëåáàíèé çàäíåãî 
ìîñòà ñàìîõîäíîãî êîìáàéíà îòíîñèòåëüíî êîðïóñà: 


ì
 

ì
 – óãëîâàÿ ñêîðîñòü è óãîë ïîâîðîòà ìîñòà 

îòíîñèòåëüíî ïðîäîëüíîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç 
òî÷êó D; Â – êîëåÿ êîëåñ

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå óãëîâûõ êî-
ëåáàíèé ìîñòà îòíîñèòåëüíî ïðîäîëüíîé îñè, 
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó D â ÏÑÊ, èìååò âèä:

   2 4 cos
2

z z
X

R R BdJ
dt

 
 ìì

ì ,

ãäå J
ìÕ

 – ìîìåíò èíåðöèè ìîñòà îòíîñèòåëüíî 
îñè X.

Îñîáåííîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ êîëåñà ñ îïîð-
íûì îñíîâàíèåì ïðåäñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèè 
ñ èçâåñòíîé è àïðîáèðîâàííîé ìåòîäèêîé [7] 
êàê êà÷åíèå ýëàñòè÷íîãî êîëåñà ïî íåðîâíî-
ñòÿì íåäåôîðìèðóåìîãî îñíîâàíèÿ. Â òàêîì 
ñëó÷àå â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñêîðîñòü äâè-
æåíèÿ êîìáàéíà çàäàåòñÿ íå ïðèíóäèòåëüíî 

èçìåíåíèåì êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ êóçîâà, à 
ôîðìèðóåòñÿ ìîäåëèðîâàíèåì ïðîöåññà âçàè-
ìîäåéñòâèÿ âåäóùèõ êîëåñ ñ îïîðíûì îñíîâà-
íèåì. Ýòî ïîçâîëÿåò íå òîëüêî áîëåå àäåêâàòíî 
ïðåäñòàâëÿòü äâèæåíèå ÌÑÊ ïî íåðîâíîñòÿì, 
íî è ìîäåëèðîâàòü òðîãàíèå ìàøèíû, ðàçãîí, 
òîðìîæåíèå, ïðåîäîëåíèå ïðåïÿòñòâèé, ïðî-
öåññû áóêñîâàíèÿ è þçà ñ ó÷åòîì õàðàêòåðè-
ñòèê øèíû è ñöåïíûõ ñâîéñòâ ãðóíòà [7, 8].

Ðàçðàáîòàííàÿ ìîäåëü áûëà ðåàëèçîâàíà â 
ñðåäå èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ Simulink 
ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà MATLAB, ÷òî ïîçâî-
ëèëî ïðîâåñòè îöåíêó åå ðàáîòîñïîñîáíîñòè íà 
ïðèìåðå êîðìîóáîðî÷íîãî êîìáàéíà RSM 2650 
(ðèñ. 3, à). Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ èñ-
ïîëüçîâàëè ìàññîãàáàðèòíûå õàðàêòåðèñòèêè 
îñíîâíûõ ýëåìåíòîâ êîìáàéíà â íàèáîëåå ðàñ-

à 

á 

â

Ðèñ. 3. Êîðìîóáîðî÷íûé êîìáàéí RSM 2650 (à), 
åãî ñõåìàòè÷åñêàÿ (á) è 3D-àíèìèðîâàííàÿ (â) 

ìîäåëü â Simulink
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ïðîñòðàíåííîé è ñåðèéíî âûïóñêàåìîé ìîäè-
ôèêàöèè. Óïðóãî-äèññèïàòèâíûå ñâîéñòâà øèí 
ïðèíÿòû íà îñíîâå äàííûõ, ïðåäîñòàâëåííûõ 
èõ ïðîèçâîäèòåëåì. Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíà 
ñãåíåðèðîâàííàÿ ñõåìàòè÷åñêàÿ àíèìàöèÿ ðå-
çóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ â Simulink (ðèñ. 3, á), 
à òàêæå 3D-àíèìàöèÿ, ïîëó÷åííàÿ íàëîæåíèåì 
íà ìîäåëü îáëèêà êîìáàéíà è âèçóàëèçèðóþ-
ùàÿ äèíàìèêó åãî äâèæåíèÿ (ðèñ. 3, â).

Ïî ðåçóëüòàòàì ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëå-
äîâàíèé è ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè äâèæåíèÿ 
êîìáàéíà RSM2650 ïîñòðîåíû ñïåêòðîãðàì-
ìû äåéñòâóþùèõ óñèëèé (ðåàêöèè) â âåðòè-
êàëüíîé ïëîñêîñòè, ïåðåäàâàåìûõ îò êîëåñ 
íà áàëêó âåäóùåãî ìîñòà (T

Z
) (ðèñ. 4), à òàêæå 

ñïåêòðû óñêîðåíèé íà âåäóùåì ìîñòó (G
Z
) 

(ðèñ. 5) ïðè äâèæåíèè êîìáàéíà ïî ãðóíòîâîé 
äîðîãå ñî ñêîðîñòüþ 8 êì/÷.

à

á

Ðèñ. 4. Îñöèëëîãðàììû óñèëèÿ íà áàëêå ìîñòà 
âåäóùèõ êîëåñ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, 

ïîëó÷åííûå ýêñïåðèìåíòàëüíî (à) è ïî ðåçóëüòàòàì 
èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (á)

Ïîëó÷åííûå äàííûå ñâèäåòåëüñòâóþò î 
äîñòàòî÷íîé ñõîäèìîñòè ðåçóëüòàòîâ. Òàê, 
ñðåäíèå çíà÷åíèÿ íàãðóçîê îòëè÷àþòñÿ îò ýêñ-
ïåðèìåíòà íà 4–7 %, à ïèêîâûå – íà 8–17 %. 
Îòëè÷èÿ îáóñëîâëåíû, ïðåæäå âñåãî, íåñî-
îòâåòñòâèåì ÷èñëåííîãî îïèñàíèÿ îïîðíîé 
ïîâåðõíîñòè è äîðîãè, íà êîòîðîé áûëè ïðî-
âåäåíû íàòóðíûå èñïûòàíèÿ. Íà òî÷íîñòü ðàñ-
÷åòà òàêæå ïîâëèÿëî ïðåäñòàâëåíèå ìîäåëè 
êîìáàéíà êàê àáñîëþòíî æåñòêîãî òåëà, õîòÿ 
â ðåàëüíîñòè íåñóùàÿ êîíñòðóêöèÿ îáëàäàåò 
íåêîòîðîé ïîäàòëèâîñòüþ, êîòîðóþ íà äàííîì 
ýòàïå èññëåäîâàíèé ó÷åñòü äîñòàòî÷íî ñëîæíî.

Âûñîêàÿ ñõîäèìîñòü îòìå÷åíà è íà ãðàôè-
êàõ, îòðàæàþùèõ ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü 
ñèãíàëîâ íà ìîñòó ïåðåäíèõ êîëåñ (ðèñ. 5), ãäå 
âûäåëÿþòñÿ äâå ìîäû êîëåáàíèé, êîòîðûå, êàê 
ïîêàçàëè ïðåäûäóùèå èññëåäîâàíèÿ [9, 10], îò-
ðàæàþò âåðòèêàëüíûå è ïðîäîëüíî-óãëîâûå êî-
ëåáàíèÿ êîìáàéíà íà ïíåâìàòè÷åñêèõ øèíàõ. 
Íà ãðàôèêàõ âèäíî íåêîòîðîå ñìåùåíèå ìàêñè-
ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ñèãíàëà ïî ÷àñòîòå: êðèâàÿ, 
ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ìîäåëèðîâàíèÿ, 
èìååò ìàêñèìóì ïðè ÷àñòîòå 1,1 Ãö, à ïî ðå-
çóëüòàòàì ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé  – 
1,2 Ãö. Ðàçíèöó ìîæíî îáúÿñíèòü îòëè÷èåì ïà-
ðàìåòðîâ óïðóãî-äèññèïàòèâíûõ ñâîéñòâ øèí 
â ìîäåëå îò ðåàëüíûõ çíà÷åíèé.

Âûâîäû
1. Ðàçðàáîòàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, 

áàçèðóþùàÿñÿ íà ôóíäàìåíòàëüíûõ çàêîíàõ 
äèíàìèêè, îáëàäàåò äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ 
äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè äâèæåíèÿ çåðíî- è 
êîðìîóáîðî÷íûõ êîìáàéíîâ è ìîæåò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíà ñ öåëüþ îöåíêè óðîâíÿ äåéñòâóþ-
ùèõ íàãðóçîê â ðàçëè÷íûõ ÷àñòÿõ è ýëåìåíòàõ 
êîìáàéíîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü åå äëÿ èñ-
ñëåäîâàíèé, ïðè ïðîåêòèðîâàíèè íîâûõ ìàøèí 
èëè ìîäåðíèçàöèè ñóùåñòâóþùèõ.

2. Äëÿ ïðèíÿòîé êîíñòðóêöèè è êîìïîíîâêè 
êîìáàéíîâ ñóùåñòâåííî ñíèçèòü íàãðóçêè îò 
äåéñòâèÿ êèíåìàòè÷åñêèõ âîçìóùåíèé íåâîç-
ìîæíî èç-çà îòñóòñòâèÿ ñèñòåì ïîäðåññîðèâà-
íèÿ è æåñòêèõ ñâÿçåé ìåæäó îñíîâíûìè ýëå-
ìåíòàìè, â ñâÿçè ñ ÷åì òðåáóåòñÿ ðàññìîòðåòü 

à

á

Ðèñ. 5. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü óñêîðåíèé íà ìîñòó 
âåäóùèõ êîëåñ, ïîëó÷åííàÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî (à) 

è ïî ðåçóëüòàòàì èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (á)
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íåòðàäèöèîííûå äëÿ ñàìîõîäíûõ ìàøèí ñïî-
ñîáû ñòàáèëèçàöèè, íàïðèìåð, çà ñ÷åò äèíàìè-
÷åñêîãî äåìïôèðîâàíèÿ êîëåáàíèé â ïîäâåñêå 
àäàïòåðà.
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