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Íà ïðèìåðå äâóõøàðíèðíîé êàðäàííîé ïåðåäà÷è ïðåäñòàâëåí ìåòîä àíàëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ åå êèíåìàòè-
÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè âåêòîðíîãî àíàëèçà, êîòîðûé äîëãîå âðåìÿ óñïåøíî ïðè-
ìåíÿåòñÿ àâòîðîì ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ ðû÷àæíûõ ìåõàíèçìîâ. Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä áàçèðóåòñÿ íà 
ïðîñòðàíñòâåííîì ìåòîäå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò. Â äàííîì ìåòîäå, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîâåðíóòûé â ïðî-
ñòðàíñòâå âåêòîð, íåîáõîäèìî çàäàòü èñõîäíûé âåêòîð, âîêðóã êîòîðîãî áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ïîâîðîò, ñàì 
óãîë ïîâîðîòà è, åñëè òðåáóåòñÿ, íîâóþ äëèíó âåêòîðà. Â ïðåäëîæåííîì ìåòîäå âåêòîðíîãî àíàëèçà äëÿ îïèñà-
íèÿ êèíåìàòèêè äâóõøàðíèðíîé êàðäàííîé ïåðåäà÷è â êà÷åñòâå èñõîäíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ äàííûõ âûñòóïàþò 
òîëüêî êîîðäèíàòû òî÷åê îñåé êàðäàííûõ âàëîâ è ðàäèóñ êðåñòîâèíû. 
Àäåêâàòíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ êèíåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà âåêòîðíûì ìåòîäîì ïðîâåðÿëàñü äâóìÿ 
ñïîñîáàìè. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷åííûå âåêòîðíûì ìåòîäîì çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò âñåõ õàðàêòåðíûõ òî÷åê 
äâóõøàðíèðíîé êàðäàííîé ïåðåäà÷è ñîïîñòàâëÿëèñü ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîîðäèíàòàìè õàðàêòåðíûõ òî÷åê 
èäåíòè÷íîé ïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè, ïîñòðîåííîé â òðåõìåðíîì CAD-ïàêåòå. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîëó÷åííûå 
âåêòîðíûì ìåòîäîì çíà÷åíèÿ óãëîâûõ ñêîðîñòåé è óñêîðåíèé âàëîâ äâóõøàðíèðíîé êàðäàííîé ïåðåäà÷è ñîïî-
ñòàâëÿëèñü ñ àíàëèòè÷åñêèìè çàâèñèìîñòÿìè, ïðèâåäåííûìè â èçâåñòíûõ ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêàõ. Â ðåçóëü-
òàòå âñåõ ïðîâåðîê áûë ñäåëàí âûâîä îá àáñîëþòíîé àäåêâàòíîñòè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà âåêòîðíîãî àíàëèçà 
äâóõøàðíèðíîé êàðäàííîé ïåðåäà÷è. Äàííûé ìåòîä ìîæåò áûòü â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàí äëÿ íàõîæäåíèÿ 
âåêòîðîâ-íàãðóçîê (ñèë è ìîìåíòîâ), äåéñòâóþùèõ â ýëåìåíòàõ êàðäàííîé ïåðåäà÷è, ñ öåëüþ ïðîâåäåíèÿ ïî-
ñëåäóþùèõ ïðî÷íîñòíûõ ðàñ÷åòîâ. Ïðåäëîæåííûé âåêòîðíûé ìåòîä àíàëèçà äâóõøàðíèðíîé êàðäàííîé ïåðå-
äà÷è ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì è ìîæåò áûòü óñïåøíî ïðèìåíåí äëÿ îïèñàíèÿ êèíåìàòèêè íå òîëüêî äâóõøàð-
íèðíîé êàðäàííîé ïåðåäà÷è, íî è äëÿ ïîëèêàðäàííîé ïåðåäà÷è ëþáîé ñëîæíîñòè.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: âåêòîðíûé àíàëèç, ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò, êàðäàííàÿ ïåðåäà÷à, ïîëèêàðäàííàÿ 
ïåðåäà÷à, íåðàâíîìåðíîñòü âðàùåíèÿ.

Using the example of a two-joint cardan shaft, a method is presented for analytically describing its kinematic charac-
teristics based on the use of vector analysis, which the author has been successfully using for a long time in designing 
various lever mechanisms. The proposed vector analysis method is based on the spatial coordinate transformation 
method. In this method, to get a vector rotated in space, you must specify the source vector, the vector around which 
the rotation will be performed, the angle of rotation itself and if a new vector length is required. In the proposed vector 
analysis method for describing the kinematics of a two-joint cardan shaft, the coordinates of the points of the axes of 
the cardan shafts and the radius of the cross are the basic geometric data. The adequacy of the results of kinematic 
analysis by the vector method was tested in two ways. In the first case, the values obtained by the vector method for 
the coordinates of all the characteristic points of the two-joint cardan shaft were compared with the corresponding 
coordinates of the characteristic points of the identical parametric model built in the three-dimensional CAD pack-
age. In the second case, the angular velocities and accelerations of the shafts of the two-joint cardan shaft obtained 
by the vector method were compared with the analytical dependencies given in the well-known literature sources. 
As a result of all the checks, it was concluded that the proposed method of vector analysis of two-joint cardan shaft 
is absolutely adequate. The developed method of vector analysis of the kinematic characteristics of two-joint cardan 
shaft can be further used to find the vector-loads (forces and moments) acting in the cardan transmission elements in 
order to conduct subsequent strength calculations. The proposed vector analysis method of two-joint cardan shaft is 
universal and can be successfully applied to describe the kinematics not only of two-joint cardan shaft, but also for 
polycardan transmission of any complexity.
Keywords: vector analysis, coordinate transformation method, cardan shaft, polycardan shaft, irregularity of rotation.
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Ââåäåíèå
Êàðäàííûå ïåðåäà÷è (ÊðÏ), ïðåäñòàâëÿþ-

ùèå ñîáîé êîìïàêòíûå êèíåìàòè÷åñêèå ñîåäè-
íåíèÿ, íàøëè øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷-
íûõ îòðàñëÿõ ìàøèíîñòðîåíèÿ äëÿ ñîåäèíåíèÿ 
âàëîâ, îñè êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé 
è ìîãóò èìåòü îòíîñèòåëüíîå ïåðåìåùåíèå.

Êèíåìàòè÷åñêîå íåñîâåðøåíñòâî ÊðÏ, ñâÿ-
çàííîå, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ñ íåðàâíîìåðíîñòüþ 
âðàùåíèÿ åå âàëîâ, ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ 
ïðè÷èí âîçíèêíîâåíèÿ â íåé äèíàìè÷åñêèõ íà-
ãðóçîê. Ïðè îïðåäåëåííûõ êèíåìàòè÷åñêèõ ïà-
ðàìåòðàõ ÊðÏ âîçíèêàþùèå â íåé äèíàìè÷åñêèå 
íàãðóçêè ìîãóò áûñòðî âîçðàñòàòü, ÷òî ïðèâîäèò 
ê óìåíüøåíèþ äîëãîâå÷íîñòè, à çà÷àñòóþ è ê ïî-
ëîìêå ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ åå êîíñòðóêöèè. 
Ïîýòîìó îò ïðàâèëüíîñòè âûáîðà è ðàñ÷åòà êè-
íåìàòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ÊðÏ âî ìíîãîì çà-
âèñèò òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ äåéñòâóþùèõ â íåé 
äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê, à òàêæå ýôôåêòèâíîñòü 
ìåðîïðèÿòèé ïî èõ ñíèæåíèþ.

Èçâåñòíû àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû îïèñàíèÿ 
êèíåìàòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê îäíî- è äâóõ-
øàðíèðíûõ ÊðÏ [1–3]. Îäíàêî ïðèìåíåíèå 
äàííûõ ìåòîäîâ äëÿ àíàëèçà êèíåìàòè÷åñêèõ 
õàðàêòåðèñòèê ïîëèêàðäàííûõ ïåðåäà÷ (ò.å. 
ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ ïðîñòûõ êàðäà-
íîâ ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì øàðíèðîâ) ïðåä-
ñòàâëÿåò âåñü ìà ñëîæíóþ çàäà÷ó èç-çà ñâîåé 
ãðîìîçäêîñòè, à òàêæå íåâîçìîæíîñòè ïðèìå-
íåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðè äàëüíåé-
øèõ äèíàìè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ. Â ðàáîòàõ [1, 4] 
ïðåäñòàâëåíû àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû îïèñà-
íèÿ êèíåìàòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïîëèêàð-
äàííûõ ïåðåäà÷ ïóòåì ðàçëîæåíèÿ èõ ïåðåäà-
òî÷íûõ îòíîøåíèé â ñòåïåííûå ðÿäû. Îäíàêî 
è äàííûå ìåòîäû íå îòëè÷àþòñÿ íàãëÿäíîñòüþ, 
ïðîâîäÿòñÿ ñ ðÿäîì äîïóùåíèé, à ðàçëîæåíèå 
â ñòåïåííûå ðÿäû îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ íåêîòîðîé 
ïîãðåøíîñòüþ, ÷òî â ñîâîêóïíîñòè ïðè îïðå-
äåëåííûõ óñëîâèÿõ ìîæåò ñóùåñòâåííî ïî-
âëèÿòü íà òî÷íîñòü êîíå÷íûõ ðåçóëüòàòîâ. 
Ïîýòîìó ïîëó÷åíèå óíèâåðñàëüíûõ, óäîáíûõ 
è íàãëÿäíûõ àíàëèòè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé 
äëÿ àíàëèçà êèíåìàòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê 
ÊðÏ âñå åùå ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé.

Öåëü èññëåäîâàíèé
Íà ïðèìåðå äâóõøàðíèðíîé ÊðÏ ïðåä-

ñòàâèòü ìåòîä àíàëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ åå 
êèíåìàòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê, îñíîâàííûé 
íà ïðèìåíåíèè âåêòîðíîãî àíàëèçà, êîòîðûé 
äîëãîå âðåìÿ óñïåøíî ïðèìåíÿåòñÿ àâòîðîì 

ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ ðû÷àæíûõ ìå-
õàíèçìîâ [6–9]. 

Ìàòåðèàëû è ìåòîäû
Ïðåäëàãàåìûé âåêòîðíûé ìåòîä àíàëèçà ÿâ-

ëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì è ìîæåò áûòü óñïåøíî 
ïðèìåíåí äëÿ îïèñàíèÿ êèíåìàòèêè íå òîëüêî 
äâóõøàðíèðíîé ÊðÏ, íî è äëÿ ïîëèêàðäàííîé 
ïåðåäà÷è ëþáîé ñëîæíîñòè.

Îïèñàíèå êèíåìàòè÷åñêîé ñõåìû
Êàê èçâåñòíî, äâóõøàðíèðíàÿ ÊðÏ ìîæåò 

èìåòü ðàçëè÷íîå ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïîëîæå-
íèå êàê ñâîèõ âàëîâ, òàê è âèëîê ïðîìåæóòî÷íî-
ãî âàëà. Îïèñàííûé â äàííîé ðàáîòå ìåòîä âåê-
òîðíîãî àíàëèçà ïîçâîëÿåò ó÷åñòü âñå óêàçàííûå 
îñîáåííîñòè ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïîëîæåíèÿ 
äâóõøàðíèðíîé ÊðÏ. Îäíàêî äëÿ ïðîâåðêè àäåê-
âàòíîñòè ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ñ èçâåñòíûìè 
àíàëèòè÷åñêèìè è ãðàôè÷åñêèìè çàâèñèìîñòÿìè 
[1–5] áûëà ðàññìîòðåíà óïðîùåííàÿ ñõåìà äâóõ-
øàðíèðíîé ÊðÏ, ïðèâåäåííàÿ íà ðèñ. 1.

Ñîãëàñíî ïðèâåäåííîé íà ðèñ. 1 êèíåìàòè-
÷åñêîé ñõåìå äâóõøàðíèðíîé ÊðÏ âñå åå âàëû 
ðàñïîëîæåíû â ïëîñêîñòè ïåðåäà÷è P

1
, à îñü âå-

äóùåãî âàëà (ïîç. 1) ïàðàëëåëüíà îñè âåäîìîãî 
âàëà (ïîç. 3). Øàðíèðû êðåñòîâèíû âåäóùåãî 
è ïðîìåæóòî÷íîãî (ïîç. 2) âàëîâ ïåðåìåùàþòñÿ 
ïî îêðóæíîñòÿì çàäàííîãî ðàäèóñà R

êð
, êàæäàÿ 

èç êîòîðûõ ëåæèò â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿð-
íîé ê ñîîòâåòñòâóþùåé îñè âàëà. Àíàëîãè÷íî 
ïåðåìåùàþòñÿ øàðíèðû êðåñòîâèíû ïðîìåæó-
òî÷íîãî è âåäîìîãî âàëîâ. Ïðè ëþáîì óãëå ïî-
âîðîòà âèëêè âåäóùåãî âàëà óãîë ìåæäó îñÿìè 
îáîèõ êðåñòîâèí îñòàåòñÿ ðàâíûì 90. Ïðîìå-
æóòî÷íûé âàë ðàñïîëîæåí ïîä óãëîì 

12
 ê îñè 

âåäóùåãî âàëà è ïîä óãëîì 
23

 ê îñè âåäîìîãî 
âàëà â ïëîñêîñòè ïåðåäà÷è P

1
. Ïëîñêîñòè âèëîê 

ïðîìåæóòî÷íîãî âàëà P
3
 è P

4
 ìîãóò èìåòü óãîë 

ñìåùåíèÿ , èçìåíÿåìûé â äèàïàçîíå îò 0 
(ïëîñêîñòè âèëîê ñîâïàäàþò) äî 90 (ïëîñêîñòè 
âèëîê ïåðïåíäèêóëÿðíû äðóã äðóãó).

Çà íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå âèëêè âåäóùåãî 
âàëà ïðèíÿòî ïîëîæåíèå, ïðè êîòîðîì ïëî-
ñêîñòü âèëêè P

2
 âåäóùåãî âàëà íàõîäèòñÿ 

â ïëîñêîñòè ïåðåäà÷è P
1
. Îäíàêî ñòîèò îòìå-

òèòü, ÷òî äëÿ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà âåêòîðíî-
ãî àíàëèçà íå ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì ïðè-
âÿçêà ê êàêîìó-ëèáî êîíêðåòíîìó ïîëîæåíèþ. 
Îïèñàííîå âûøå íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå âèëêè 
âåäóùåãî âàëà äåëàåòñÿ ëèøü äëÿ óäîáñòâà 
ñðàâíåíèÿ è ñîïîñòàâëåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðå-
çóëüòàòîâ ñ èçâåñòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè è ãðà-
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ôè÷åñêèìè çàâèñèìîñòÿìè, äëÿ êîòîðûõ òàêàÿ 
ïðèâÿçêà ïðèíöèïèàëüíî âàæíà.

Ñ ó÷åòîì óêàçàííîãî âûøå íà÷àëüíîãî ïîëî-
æåíèÿ âèëêè âåäóùåãî âàëà ïðèíÿòî ñëåäóþùåå 
íàïðàâëåíèå êîîðäèíàòíûõ îñåé. Îñü Z íàïðàâ-
ëåíà âäîëü îñè âåäóùåãî âàëà òàêèì îáðàçîì, 
÷òî åñëè ñìîòðåòü íà îñòðèå îñè Z, òî âðàùåíèå 
âèëêè âåäóùåãî âàëà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîòèâ 
÷àñîâîé ñòðåëêè. Îñü Y íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî 
ââåðõ è ëåæèò â ïëîñêîñòè ïåðåäà÷è P

1
 (ñîâïàäà-

åò ñ îñüþ âèëêè âåäóùåãî âàëà â íà÷àëüíîì ïî-
ëîæåíèè). Îñü X íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî 
ïëîñêîñòè ZY, îáðàçîâàííîé ñîîòâåòñòâóþùèìè 
îñÿìè (ñîâïàäàåò ñ îñüþ âèëêè ïðîìåæóòî÷íîãî 
âàëà â íà÷àëüíîì ïîëîæåíèè), à åå íàïðàâëåíèå 
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó áóðàâ÷èêà. Â êà÷åñòâå 
îáîáùåííîé êîîðäèíàòû ïðèíÿò óãîë ïîâîðî-
òà âèëêè âåäóùåãî âàëà j, êîòîðûé îäíîçíà÷íî 
îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå âñåõ õàðàêòåðíûõ òî÷åê 
äâóõøàðíèðíîé ÊðÏ.

Àíàëèòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè 
è óñëîâíûå îáîçíà÷åíèÿ
Â ñâÿçè ñ ïðîñòðàíñòâåííûì ðàñïîëîæå-

íèåì äâóõøàðíèðíîé ÊðÏ ïðåäëàãàåìûé 

ìåòîä âåêòîðíîãî àíàëèçà îñíîâàí íà èç-
âåñòíîì ìåòîäå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò 
è àíàëèòè÷åñêèõ çàâèñèìîñòÿõ (1)–(7), ïðè-
âåäåííûõ â ðàáîòå [8], ñ ó÷åòîì íåêîòîðûõ 
äîïîëíåíèé. Òàê, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîâåðíóòîãî 
â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðà 1V


, èìåþùåãî çàäàí-

íóþ äëèíó, íå ðàâíóþ èñõîäíîìó ïîâîðà÷èâà-
åìîìó âåêòîðó, áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþ-
ùåå âûðàæåíèå:

 

3
1 ( , , , )

( , )· / | |,

D
LnewV TurnV V n Lnew

M n V Lnew V

  

  

  

   (1)

ãäå 1V


 – ïîâîðà÷èâàåìûé èñõîäíûé âåêòîð; 
n  – åäèíè÷íûé âåêòîð, âîêðóã êîòîðîãî 
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîâîðîò â ïðîñòðàíñòâå; 
 – óãîë ïîâîðîòà èñõîäíîãî âåêòîðà (çíà-
÷åíèå óãëà  ïðèíèìàåòñÿ ñî çíàêîì «+» 
ïðè îñóùåñòâëåíèè ïîâîðîòà èñõîäíîãî âåê-
òîðà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (åñëè ñìîòðåòü 
íà îñòðèå âåêòîðà n ), à ïðè ïîâîðîòå ïî ÷à-
ñîâîé ñòðåëêè – ñî çíàêîì «–»); Lnew – äëèíà 
íîâîãî âåêòîðà; ( , )M n 


 – ìàòðèöà ïîâîðîòà 

âåêòîðà, êîòîðóþ óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 
òàê íàçûâàåìîé ìàòðèöû íàïðàâëÿþùèõ êî-
ñèíóñîâ:

Ðèñ. 1. Îáùèé âèä êèíåìàòè÷åñêîé ñõåìû äâóõøàðíèðíîé ÊðÏ: 
P

1
 – ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç îñè âàëîâ ÊðÏ è íàçûâàåìàÿ ïëîñêîñòüþ ïåðåäà÷è; P

2
 – ïëîñêîñòü 

êàðäàííîé âèëêè âåäóùåãî âàëà; P
3
, P

4
 – ïëîñêîñòè êàðäàííûõ âèëîê ïðîìåæóòî÷íîãî âàëà; P

5
 – ïëîñêîñòü 

êàðäàííîé âèëêè âåäîìîãî âàëà; 
12

, 
23

 – îñòðûé óãîë ìåæäó îñÿìè âàëîâ â ïëîñêîñòè ïåðåäà÷è;  – óãîë 
ñìåùåíèÿ ïëîñêîñòåé êàðäàííûõ âèëîê íà ïðîìåæóòî÷íîì âàëó; j – óãîë ïîâîðîòà âèëêè âåäóùåãî âàëà; 


1
, 

2
, è 

3
 – óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî, âåäóùåãî, ïðîìåæóòî÷íîãî è âåäîìîãî âàëîâ; 
R

êð
 – ðàäèóñ êðåñòîâèíû; 1 – âåäóùèé âàë; 2 – ïðîìåæóòî÷íûé âàë; 3 – âåäîìûé âàë

2

2

2

cos (1 cos )· (1 cos )· · sin · (1 cos )· · sin ·
( , ) (1 cos )· · sin · cos (1 cos )· (1 cos )· · sin ·

(1 cos )· · sin · (1 cos )· · sin · cos (1 cos )·

X X Y Z X Z Y

X Y Z Y Y Z X

X Z Y Z Y X Z

n n n n n n n
M n n n n n n n n

n n n n n n n


            
               
             

,

ãäå n
X
, n

Y
, n

Z
 – ïðîåêöèè åäèíè÷íîãî âåêòîðà n , âîêðóã êîòîðîãî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîâîðîò â ïðî-

ñòðàíñòâå, íà ñîîòâåòñòâóþùèå îñè ïðèíÿòîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.
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Ïðåäñòàâëåííîå â ðàáîòå [8] âûðàæåíèå (6) 
îòëè÷àåòñÿ îò âûðàæåíèÿ (1) â äàííîé ðàáîòå 
ëèøü â ôîðìå çàïèñè ìàòðèöû ïîâîðîòà. Åñëè 
â äàííîé ðàáîòå ìàòðèöà ïîâîðîòà ïðåäñòàâëå-
íà â âèäå íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ (÷òî ÿâëÿ-
åòñÿ áîëåå íàãëÿäíûì), òî â ðàáîòå [8] ìàòðèöà 
ïîâîðîòà ïðåäñòàâëåíà â âèäå òðåõ ñîñòàâëÿþ-
ùèõ ïî îñÿì ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Êðîìå òîãî, äëÿ íàãëÿäíîñòè è ïðîñòîòû 
ïîíèìàíèÿ ïðèâåäåííîãî â äàííîé ðàáîòå àíà-
ëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ â âåêòîðàõ äâóõøàðíèð-
íîé ÊðÏ ââåäåíû ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ è óñëîâ-
íûå îáîçíà÷åíèÿ.

Âåêòîð, îáîçíà÷åííûé îäíîé áóêâîé ëàòèí-
ñêîãî àëôàâèòà (íàïðèìåð, 1A


), áóäåò íàçû-

âàòüñÿ àáñîëþòíûì âåêòîðîì, ò.å. êîîðäèíàòîé 
òî÷êè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà ïðèíÿòîé ñèñòå-
ìû êîîðäèíàò. Âåêòîð, îáîçíà÷åííûé äâóìÿ 
áóêâàìè ëàòèíñêîãî àëôàâèòà (íàïðèìåð, AB



), áóäåò íàçûâàòüñÿ îòíîñèòåëüíûì âåêòîðîì, 
ò.å. êîîðäèíàòîé âòîðîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî 
ïåðâîé. Ñóòü îáîèõ ââåäåííûõ ïîíÿòèé àáñî-
ëþòíî îäèíàêîâà, ò.ê. è âåêòîð íàçûâàåìûé 
àáñîëþòíûì, è âåêòîð íàçûâàåìûé îòíîñè-
òåëüíûì, – ýòî êîîðäèíàòà îäíîé òî÷êè îòíî-
ñèòåëüíî äðóãîé.

Êèíåìàòè÷åñêèé àíàëèç ìåõàíèçìà
Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåí îáùèé âèä ðàññìàòðè-

âàåìîé äâóõøàðíèðíîé ÊðÏ â âèäå êîíñòðóê-
òèâíîé (ðèñ. 2, à) è êèíåìàòè÷åñêîé ñõåìû 
(ðèñ. 2, á) ñ ïðèíÿòûìè îáîçíà÷åíèÿìè âñåõ 
õàðàêòåðíûõ òî÷åê äëÿ íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ 
âèëêè âåäóùåãî âàëà.

Â ïðåäëîæåííîì ìåòîäå âåêòîðíîãî àíà-
ëèçà ïðè îïèñàíèè êèíåìàòèêè äâóõøàðíèð-
íîé ÊðÏ â êà÷åñòâå èñõîäíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ 
äàííûõ âûñòóïàþò òîëüêî êîîðäèíàòû òî÷åê 
îñåé êàðäàííûõ âàëîâ è ðàäèóñ êðåñòîâèíû. 
Ïðèíÿòûå â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ ïàðà-
ìåòðû ðàññìàòðèâàåìîé äâóõøàðíèðíîé ÊðÏ 
(ñì. ðèñ. 2) ïðèâåäåíû â òàáëèöå.

Àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå â âåêòîðàõ êèíå-
ìàòèêè äâóõøàðíèðíîé ÊðÏ â çàâèñèìîñòè 
îò çíà÷åíèÿ óãëà 

1
 ïîâîðîòà âèëêè âåäóùåãî 

âàëà ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (1) ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

 OA A O


 
 

; (2)
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1 1( ) ( , , , )D
Y ZLnewAD TurnV e e R

  

   êð . (3)

Âûðàæåíèåì (3) ïîëó÷åí îòíîñèòåëüíûé 
âåêòîð 1( )AD



  ïóòåì ïîâîðîòà åäèíè÷íîãî 

à

á
Ðèñ. 2. Ñõåìà äâóõøàðíèðíîé ÊðÏ äëÿ íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ âèëêè âåäóùåãî âàëà: 

a – êîíñòðóêòèâíàÿ ñõåìà; á – êèíåìàòè÷åñêàÿ ñõåìà; 
1 – âåäóùèé âàë; 2 – ïðîìåæóòî÷íûé âàë; 3 – âåäîìûé âàë

Òàáëèöà
Èñõîäíûå äàííûå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé äâóõøàðíèðíîé ÊðÏ

Êîîðäèíàòû
Çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò òî÷åê, ìì

Ðàäèóñ êðåñòîâèíû R
êð

, ìì ×àñòîòà âðàùåíèÿ 
âåäóùåãî âàëà, îá/ìèíO A B C

X 0 0 0 0
100 600Y 0 0 –200 –200

Z 0 –500 –1500 –2000



Âåêòîðíûé àíàëèç êèíåìàòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê äâóõøàðíèðíîé êàðäàííîé ïåðåäà÷è
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âåêòîðà Ye  îñè Y âîêðóã åäèíè÷íîãî âåêòîðà 

Ze  îñè Z íà óãîë 
1
 (óãîë ïîâîðîòà âèëêè âå-

äóùåãî âàëà) ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ñ èçìå-
íåíèåì åãî äëèíû íà çàäàííóþ äëèíó ðàäèóñà 
êðåñòîâèíû R

êð
.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïîëîæåíèå 
âñåõ ïîäâèæíûõ òî÷åê èëè çâåíüåâ îïèñûâàå-
ìîé äâóõøàðíèðíîé ÊðÏ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé 
óãëà ïîâîðîòà âåäóùåãî âàëà 

1
, ò.å. ôóíêöèåé 

îò îáîáùåííîé êîîðäèíàòû. Ñëåäîâàòåëüíî, 
è âñå âåêòîðû, îïèñûâàþùèå ïîëîæåíèå äâóõ-
øàðíèðíîé ÊðÏ, òàêæå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè 
îò îáîáùåííîé êîîðäèíàòû. Òàêèì îáðàçîì, 
â äàííîé ðàáîòå ïîäðàçóìåâàþòñÿ íå ïðîñòî 
âåêòîðû, à âåêòîð-ôóíêöèè, êîòîðûå â ñîâîêóï-
íîñòè îïèñûâàþò ïîëîæåíèå âñåé äâóõøàðíèð-
íîé ÊðÏ â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ îáîáùåííîé 
êîîðäèíàòû. Â ïðèâåäåííîì íèæå àíàëèòè÷å-
ñêîì îïèñàíèè âåêòîð-ôóíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ âñå 
âåêòîðû, ïîñëå îáîçíà÷åíèÿ êîòîðûõ â ñêîáêàõ 
óêàçàíà îáîáùåííàÿ êîîðäèíàòà. Òàì, ãäå îáîá-
ùåííàÿ êîîðäèíàòà ïîñëå îáîçíà÷åíèÿ âåêòîðà 
îòñóòñòâóåò, âåêòîð íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, à ÿâ-
ëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé èëè çâåíîì.

Ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ âûðàæåíèé îïè-
ñûâàåòñÿ êèíåìàòèêà õàðàêòåðíûõ òî÷åê 
(àáñîëþòíûõ âåêòîðîâ) ïåðâîé êðåñòîâèíû 
äâóõøàðíèðíîé ÊðÏ, ñîåäèíÿþùåé âåäóùèé 
è ïðîìåæóòî÷íûé âàëû:

 1 1( ) ( )D A AD
  

    ; (4)

 1 1( ) ( )AE AD
 

    ; (5)

 1 1( ) ( )E A AE
  

    . (6)

Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðè îïèñàíèè êèíåìà-
òèêè äâóõøàðíèðíîé ÊðÏ âûçûâàþò ó÷àñòêè 
ïðè ïåðåõîäå ñ îäíîãî âàëà íà äðóãîé â çîíå 
ðàñïîëîæåíèÿ êðåñòîâèí (ò. A è ò. B, ñì. ðèñ. 2). 
Èìåííî íà ýòèõ ó÷àñòêàõ ïðîèñõîäèò ïîâîðîò 
ïåðåäàâàåìîãî ïîòîêà ìîùíîñòè íà óãîë íà-
êëîíà ìåæäó îñÿìè âàëîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê âîç-
íèêíîâåíèþ â äàííîé çîíå ñîñðåäîòî÷åííûõ 
èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ, äåéñòâóþùèõ íà âèëêè 
ñîåäèíÿåìûõ âàëîâ.

Â çîíå ðàñïîëîæåíèÿ ïåðâîé êðåñòîâèíû 
(ò. A, ñì. ðèñ. 2) ïåðåñåêàþòñÿ ÷åòûðå îñè: îñü 
âåäóùåãî âàëà (OA), îñü ïðîìåæóòî÷íîãî âàëà 
(AB), îñü êðåñòîâèíû óñòàíîâêè âèëêè âåäó-
ùåãî âàëà (DE) è îñü êðåñòîâèíû óñòàíîâêè 
âèëêè ïðîìåæóòî÷íîãî âàëà (FG). Ïðè÷åì 
äëÿ ëþáîãî óãëà ïîâîðîòà 

1
 âèëêè âåäóùåãî 

âàëà îñè îáîèõ âàëîâ (OA è AB) âñåãäà îñòàþò-

ñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ê îñÿì êðåñòîâèí óñòà-
íîâêè ñâîèõ âèëîê, à îñè êðåñòîâèí óñòàíîâêè 
âèëîê (DE è FG) âñåãäà îñòàþòñÿ ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûìè äðóã ê äðóãó. Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ îïè-
ñàíèÿ êèíåìàòèêè äàííîãî ó÷àñòêà ìîæíî 
âîñïîëüçîâàòüñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ñâîéñòâîì 
âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

 AB B A
  

  ; (7)

 1 1( ) · ( ( ) )AG R Ort AD AB
  

  êð ; (8)

 1 1( ) ( )AF AG
 

    . (9)

Âûðàæåíèåì (8) ïîëó÷åí îòíîñèòåëüíûé 
âåêòîð 1( )AG



  ïóòåì óìíîæåíèÿ ðàäèóñà êðå-
ñòîâèíû R

êð
 íà åäèíè÷íûé âåêòîð (Ort), íàé-

äåííûé â ðåçóëüòàòå âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. 
Äàííûé âåêòîð ÿâëÿåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûì 
ïëîñêîñòè îáðàçóåìîé ïåðåìíîæàåìûìè âåê-
òîðàìè 1( )AD



  è AB


 (îñüþ êðåñòîâèíû óñòà-
íîâêè âèëêè âåäóùåãî âàëà è îñüþ ïðîìåæó-
òî÷íîãî âàëà), à åãî íàïðàâëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ 
ïðàâèëîì âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ âûðàæåíèé îïèñû-
âàåòñÿ êèíåìàòèêà îñòàâøèõñÿ õàðàêòåðíûõ 
òî÷åê (àáñîëþòíûõ âåêòîðîâ) ïåðâîé êðåñòî-
âèíû äâóõøàðíèðíîé ÊðÏ, ñîåäèíÿþùåé âåäó-
ùèé è ïðîìåæóòî÷íûé âàëû:

 1 1( ) ( )G A AG
  

    ; (10)

 1 1( ) ( )F A AF
  

    . (11)

Ïîëîæåíèÿ õàðàêòåðíûõ òî÷åê âòîðîé 
âèëêè êðåñòîâèíû ïðîìåæóòî÷íîãî âàëà 
ñ ó÷åòîì âîçìîæíîãî óãëà ñìåùåíèÿ  ïëîñêî-
ñòåé åãî âèëîê (ñì. ðèñ. 1) ìîãóò áûòü îïðåäå-
ëåíû ïî ñëåäóþùèì âûðàæåíèÿì:

 
3

1 1( ) ( ( ( )), , , )D
LnewBH TurnV Ort AG AB R

  

    êð ; 
(12)

 1 1( ) ( )H B BH
  

    ; (13)

 1 1( ) ( )BI BH
 

    ; (14)

 1 1( ) ( )I B BI
  

    . (15)

Â âûðàæåíèè (12) ïðèíÿòî, ÷òî óãîë ñìåùå-
íèÿ  ïëîñêîñòåé êàðäàííûõ âèëîê íà ïðîìå-
æóòî÷íîì âàëó (óãîë ñìåùåíèÿ ïëîñêîñòè P

4
 

îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè P
3
 (ñì. ðèñ. 1)) îòñ÷è-

òûâàåòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, åñëè ñìîòðåòü 
íà îñòðèå âåêòîðà AB



 (âåêòîð îñè ïðîìåæó-
òî÷íîãî âàëà).
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Ïî àíàëîãèè ñ âûðàæåíèåì (8) äëÿ àíàëè-
òè÷åñêîãî îïèñàíèÿ â âåêòîðàõ êèíåìàòèêè 
âòîðîé êðåñòîâèíû äâóõøàðíèðíîé ÊðÏ, ñî-
åäèíÿþùåé ïðîìåæóòî÷íûé è âåäîìûé âàëû, 
ìîæíî òàêæå âîñïîëüçîâàòüñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì 
ñâîéñòâîì âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

 BC C B
  

  ; (16)

 1 1( ) · ( ( ) )BK R Ort BI BC
  

  êð ; (17)

 1 1( ) ( )BJ BK
 

    . (18)

Âûðàæåíèåì (17) ïîëó÷åí îòíîñèòåëüíûé 
âåêòîð 1( )BK



 , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïåðïåíäè-
êóëÿðíûì ïëîñêîñòè, îáðàçóåìîé âåêòîðà-
ìè 1( )BI



  è BC


 (îñüþ êðåñòîâèíû óñòàíîâêè 
âèëêè ïðîìåæóòî÷íîãî âàëà è îñüþ âåäîìîãî 
âàëà), à åãî íàïðàâëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâè-
ëîì âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ âûðàæåíèé îïèñû-
âàåòñÿ êèíåìàòèêà îñòàâøèõñÿ õàðàêòåðíûõ 
òî÷åê (àáñîëþòíûõ âåêòîðîâ) âòîðîé êðåñòîâè-
íû äâóõøàðíèðíîé ÊðÏ, ñîåäèíÿþùåé ïðîìå-
æóòî÷íûé è âåäîìûé âàëû:

 1 1( ) ( )K B BK
  

    ; (19)

 1 1( ) ( )J B BJ
  

    . (20)

Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèé 
(2)–(20) äëÿ äâóõøàðíèðíîé ÊðÏ ïðîâåäåíî 
àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå â âåêòîðàõ êèíåìà-
òèêè âñåé ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû â öåëîì. 
Â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ââåäåíèÿ â îïèñàíèå 
êèíåìàòèêè äâóõøàðíèðíîé ÊðÏ äîïîëíè-
òåëüíûõ òî÷åê (íàïðèìåð, ïîëîæåíèå öåíòðîâ 
òÿæåñòè çâåíüåâ), äîñòàòî÷íî çàäàòü ïðèâÿçêó 
èíòåðåñóþùåé òî÷êè ïî äëèíå è óãëó ê ñîîò-
âåòñòâóþùåìó çâåíó, ïðåäâàðèòåëüíî îïèñàí-
íîìó ðàíåå â êèíåìàòèêå [9].

Ïî àíàëîãèè ñ âûøåïðèâåäåííûìè âûðà-
æåíèÿìè, îïèñûâàþùèìè êèíåìàòèêó õàðàê-
òåðíûõ òî÷åê äâóõøàðíèðíîé ÊðÏ, ìîæíî 
îïèñàòü êèíåìàòèêó ïîëèêàðäàííîé ïåðåäà÷è 
ëþáîé ñëîæíîñòè â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ 
óãëà 

1
 ïîâîðîòà âèëêè âåäóùåãî âàëà (îáîá-

ùåííîé êîîðäèíàòû).
Äëÿ ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè îïèñàííîé êè-

íåìàòèêè äâèæåíèÿ âñåõ õàðàêòåðíûõ òî÷åê 
äâóõøàðíèðíîé ÊðÏ, ïîëó÷åííûõ âåêòîð-
íûì ìåòîäîì, ïî èñõîäíûì äàííûì òàáëèöû 
â òðåõìåðíîì CAD-ïàêåòå áûëà ïîñòðîåíà ïà-
ðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàññìàòðèâàåìîé äâóõ-
øàðíèðíîé ÊðÏ (ñì. ðèñ. 2, à). Ïóòåì ñîïîñòàâ-

ëåíèÿ çíà÷åíèé êîîðäèíàò âñåõ õàðàêòåðíûõ 
òî÷åê äâóõøàðíèðíîé ÊðÏ, ïîëó÷åííûõ àíà-
ëèòè÷åñêèì è ãðàôè÷åñêèì ìåòîäàìè, äëÿ íå-
ñêîëüêèõ ïðîèçâîëüíî âûáðàííûõ óãëîâ j ïî-
âîðîòà âèëêè âåäóùåãî âàëà áûë ñäåëàí âûâîä 
îá àáñîëþòíîé àäåêâàòíîñòè ïîëó÷åííûõ ðå-
çóëüòàòîâ.

Ñòîèò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ñîâðåìåííûå 
ìàòåìàòè÷åñêèå ïàêåòû ïðè èñïîëüçîâàíèè 
îïðåäåëåííûõ ïîëüçîâàòåëüñêèõ ôóíêöèé ïî-
çâîëÿþò óñïåøíî îñóùåñòâëÿòü âèçóàëèçàöèþ 
ëþáûõ, êàê ïðîñòðàíñòâåííûõ, òàê è ïëîñêèõ 
ðû÷àæíûõ, ìåõàíèçìîâ. Òàê, íà ðèñ. 3 ïðèâå-
äåíà ïðîñòðàíñòâåííàÿ âèçóàëèçàöèÿ àíàëè-
çèðóåìîé äâóõøàðíèðíîé ÊðÏ, ïîñòðîåííîé 
â ìàòåìàòè÷åñêîì ïàêåòå ïî èñõîäíûì äàííûì 
òàáëèöû. Èñïîëüçîâàíèå òàêîé ïðîñòðàíñòâåí-
íîé âèçóàëèçàöèè â ñîâðåìåííûõ ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ ïàêåòàõ ïîçâîëÿåò îïåðàòèâíî ïðîâîäèòü 
äîïîëíèòåëüíóþ ïðîâåðêó ïðàâèëüíîñòè îïè-
ñàíèÿ êèíåìàòèêè ëþáûõ ìåõàíèçìîâ ïðåäëî-
æåííûì âåêòîðíûì ìåòîäîì.

Ðèñ. 3. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ âèçóàëèçàöèÿ 
ðàññìàòðèâàåìîé äâóõøàðíèðíîé ÊðÏ 

â ìàòåìàòè÷åñêîì ïàêåòå

Ðåçóëüòàòû è îáñóæäåíèå
Ïðåäëîæåííûé ìåòîä âåêòîðíîãî àíàëèçà 

êèíåìàòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê äâóõøàðíèð-
íîé ÊðÏ ïîçâîëèë ïîëó÷èòü âñå èçâåñòíûå 
ãðàôè÷åñêèå çàâèñèìîñòè, ïðèâåäåííûå â ðà-
áîòàõ [1–5], à ïðèìåíåíèå èìåþùèõñÿ â ñî-
âðåìåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïàêåòàõ ìåòîäîâ 
ïàðàìåòðèçàöèè è îïòèìèçàöèè ïîçâîëèëî çíà-
÷èòåëüíî ðàñøèðèòü îáëàñòü ïðîâîäèìîãî àíà-
ëèçà êèíåìàòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê. Íà ðèñ. 4 
ïðèâåäåíà îäíà èç íàèáîëåå èíòåðåñíûõ ãðà-
ôè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé äëÿ äâóõøàðíèðíîé 
ÊðÏ – ãðàôèê èçìåíåíèÿ íåðàâíîìåðíîñòè 
âðàùåíèÿ ïî óãëó ïîâîðîòà ïðîìåæóòî÷íîãî 



Âåêòîðíûé àíàëèç êèíåìàòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê äâóõøàðíèðíîé êàðäàííîé ïåðåäà÷è
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âàëà â çàâèñèìîñòè îò óãëà  ñìåùåíèÿ ïëî-
ñêîñòåé âèëîê ïðîìåæóòî÷íîãî âàëà. Äàííûé 
ãðàôèê, êàê è âñå ïîñëåäóþùèå ïðèâåäåííûå 
â äàííîé ðàáîòå, ïîñòðîåí äëÿ äèàïàçîíà óãëà 
ïîâîðîòà âèëêè âåäóùåãî âàëà îò 0 äî 180, 
òàê êàê â îñòàâøåìñÿ äèàïàçîíå óãëà ïîâîðîòà 
âèëêè âåäóùåãî âàëà ãðàôèê èìååò ïåðèîäè÷å-
ñêîå ïîâòîðåíèå è óæå íå íåñåò äîïîëíèòåëü-
íîé èíôîðìàöèè.

Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííîãî íà ðèñ. 4 ãðà-
ôèêà, ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ óãëà  ñìåùåíèÿ 
ïëîñêîñòåé âèëîê ïðîìåæóòî÷íîãî âàëà, íå-
ðàâíîìåðíîñòü âðàùåíèÿ ïî óãëó ïðîìåæó-
òî÷íîãî âàëà òàêæå ðàñòåò è äîñòèãàåò ìàêñè-
ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðè óãëå ñìåùåíèÿ âèëîê 
60. Òàêæå èç ãðàôèêà âèäíî, ÷òî åñëè âèëêè 
ïðîìåæóòî÷íîãî âàëà ðàñïîëîæåíû ïîä óãëîì 
15, òî çà îäèí îáîðîò âèëêè âåäóùåãî âàëà 
ïðîìåæóòî÷íûé âàë äâàæäû îòñòàåò îò íåãî. 
À åñëè âèëêè ïðîìåæóòî÷íîãî âàëà ðàñïîëî-
æåíû ïîä óãëîì 90, òî ïðîìåæóòî÷íûé âàë 
óæå äâàæäû îòñòàåò è äâàæäû îáãîíÿåò âåäó-
ùèé âàë.

Ïîñëå òîãî êàê áûëî ïîëó÷åíî àíàëèòè-
÷åñêîå îïèñàíèå â âåêòîðàõ ïîëîæåíèå âñåõ 
õàðàêòåðíûõ òî÷åê äâóõøàðíèðíîé ÊðÏ, íà-
õîæäåíèå äëÿ íèõ âåêòîðîâ ëèíåéíûõ ñêîðî-
ñòåé è óñêîðåíèé óæå íå ïðåäñòàâëÿåò îñîáî-
ãî òðóäà. Ïîëó÷åíèå äàííûõ âåëè÷èí ïóòåì 
âçÿòèÿ ïåðâîé è âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî îáîá-
ùåííîé êîîðäèíàòå îò óæå íàéäåííîãî âåêòîðà, 
êîòîðûé îïèñûâàåò àáñîëþòíóþ (îòíîñèòåëü-
íóþ) êîîðäèíàòó íåêîòîðîé òî÷êè èëè çâåíà, 
ïîäðîáíî îïèñàíî â ðàáîòàõ [7, 9]. Îñòàíîâèì-
ñÿ áîëåå ïîäðîáíî ëèøü íà ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè íàõîæäåíèÿ âåêòîðîâ óãëîâûõ ñêîðîñòåé 
è óñêîðåíèé çâåíüåâ, òàê êàê äëÿ ÊðÏ ýòî ÿâëÿ-
åòñÿ áîëåå ñóùåñòâåííûì.

Åñëè èçâåñòåí âåêòîð 1( )r


 , êîòîðûé îïè-
ñûâàåò îòíîñèòåëüíûå êîîðäèíàòû íåêîòîðî-
ãî çâåíà, òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ àíàëîãà âåêòîðà 
óãëîâîé ñêîðîñòè ýòîãî çâåíà, íåîáõîäèìî 
Ort âåêòîðà ýòîãî çâåíà óìíîæèòü âåêòîðíî 
íà àíàëîã âåêòîðà îòíîñèòåëüíîé ëèíåéíîé 
ñêîðîñòè ýòîãî çâåíà è ðåçóëüòèðóþùèé âåêòîð 
ðàçäåëèòü íà ìîäóëü âåêòîðà ýòîãî çâåíà:

 

* *

1 1 1 1( ) ( ( )) ( )/ | ( ) |r rOrt r V r
   

      , (21)

ãäå 
*

1( )rV


  – àíàëîã âåêòîðà îòíîñèòåëüíîé 
ëèíåéíîé ñêîðîñòè çâåíà, îïèñûâàåìîãî âåêòî-
ðîì  1( )r



  (ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðâóþ ïðîèç-
âîäíóþ ïî îáîáùåííîé êîîðäèíàòå îò âåêòîðà 

1( ))r


 .
Åñëè èçâåñòåí àíàëîã âåêòîðà óãëîâîé ñêî-

ðîñòè íåêîòîðîãî çâåíà, òî, âçÿâ îò ýòîãî àíà-
ëîãà ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ ïî îáîáùåííîé êî-
îðäèíàòå, ìîæíî îïðåäåëèòü àíàëîã âåêòîðà 
óãëîâîãî óñêîðåíèÿ ýòîãî çâåíà:

 

* *

1 1 1( ) ( ) /r rd d
 

      . (22)

Íàïðàâëåíèå àíàëîãîâ âåêòîðîâ óãëîâîé 
ñêîðîñòè è óãëîâîãî óñêîðåíèÿ çâåíüåâ îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïðàâèëîì âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, êî-
òîðîå ó÷èòûâàåò íàïðàâëåíèÿ ïåðåìíîæàåìûõ 
âåêòîðîâ, è ìîæåò áûòü âèçóàëüíî îïðåäåëåíî 
ïî ïðàâèëó áóðàâ÷èêà.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îò àíàëîãîâ âåêòîðîâ óãëî-
âûõ ñêîðîñòåé è óñêîðåíèé çâåíüåâ ïåðåéòè 
ê èõ èñòèííûì çíà÷åíèÿì, íåîáõîäèìî íàé-
äåííûå àíàëîãè âåêòîðîâ óãëîâûõ ñêîðîñòåé 

Ðèñ. 4. Ãðàôèê èçìåíåíèÿ íåðàâíîìåðíîñòè âðàùåíèÿ ïî óãëó ïîâîðîòà ïðîìåæóòî÷íîãî âàëà 
â çàâèñèìîñòè îò óãëà  ñìåùåíèÿ ïëîñêîñòåé âèëîê ïðîìåæóòî÷íîãî âàëà
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óìíîæèòü íà óãëîâóþ ñêîðîñòü âõîäíîãî çâåíà 
(ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ îáîáùåííîé êîîðäèíà-
òû), à àíàëîãè âåêòîðîâ óãëîâûõ óñêîðåíèé 
óìíîæèòü íà êâàäðàò ýòîé óãëîâîé ñêîðîñòè 
(ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòà ñêîðîñòü ïîñòîÿííà):

 

*

1 1( ) ( )r r
 

      ; 
*

2
1 1( ) ( )·r r

 

      , (23)

ãäå  – óãëîâàÿ ñêîðîñòü âõîäíîãî çâåíà (óãëî-
âàÿ ñêîðîñòü âåäóùåãî âàëà), ðàä/ñ.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (21)–(23), ìîæíî 
íàéòè âåêòîðû óãëîâûõ ñêîðîñòåé è óãëîâûõ 
óñêîðåíèé êàæäîãî âàëà äâóõøàðíèðíîé ÊðÏ 
(â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû îáîáùåííîé êîîð-
äèíàòû):

*

1 1 1( ) ( )AD
 

      ; 
*

2 1 1( ) ( )AG
 

      ; 

 

*

3 1 1( ) ( )BJ
 

      ; (24)
*

2
1 1 1( ) ( )AD

 

      ; 
*

2
2 1 1( ) ( )AG

 

      ; 

 
*

2
3 1 1( ) ( )BJ

 

      . (25)

Äëÿ ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè íàõîæäåíèÿ 
ïî âûðàæåíèÿì (24) è (25) çíà÷åíèé óãëîâûõ 
ñêîðîñòåé è óñêîðåíèé, ïîëó÷åííûõ âåêòîð-
íûì ìåòîäîì, âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûìè 
àíàëèòè÷åñêèìè çàâèñèìîñòÿìè [1, 5]. Òàê, 
äëÿ ïðîìåæóòî÷íîãî âàëà äâóõøàðíèðíîé ÊðÏ 
óãëîâàÿ ñêîðîñòü è óãëîâîå óñêîðåíèå îïðåäå-
ëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì âûðàæåíèÿì:

 

12
2 1 2 2

12 1

cos( )
1 sin ·cos


   

  
; (26)

 

2
2 12

2 1 2 2
12 1

12 12 1

cos( )
1 sin ·cos

sin ·tg ·sin 2 ,

 
        

   

, (27)

ãäå 
12

 – óãîë íàêëîíà ìåæäó îñÿìè âåäóùåãî 
è ïðîìåæóòî÷íîãî âàëîâ, ðàä (ñì. ðèñ. 1).

Ðàññ÷èòàííûå ïî âûðàæåíèÿì (26) è (27) 
çíà÷åíèÿ óãëîâûõ ñêîðîñòåé è óãëîâûõ óñêî-
ðåíèé äëÿ ïðîìåæóòî÷íîãî âàëà äâóõøàðíèð-
íîé ÊðÏ ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè, 
îïðåäåëåííûìè ïî âûðàæåíèÿì (24) è (25), 
÷òî â î÷åðåäíîé ðàç ïîäòâåðæäàåò àäåêâàò-
íîñòü ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà âåêòîðíîãî àíà-
ëèçà êèíåìàòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê äâóõøàð-
íèðíîé ÊðÏ.

Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ (21)–(23) ïîëíî-
ñòüþ õàðàêòåðèçóþò êèíåìàòèêó äâóõøàðíèð-
íîé ÊðÏ êàê ïåðåäàòî÷íîãî ìåõàíèçìà. Èñ-
ïîëüçóÿ äàííûå âûðàæåíèÿ, à òàêæå èçìåíÿÿ 
óãëû íàêëîíà ìåæäó âàëàìè ïóòåì çàäàíèÿ 
ðàçëè÷íûõ âåðòèêàëüíûõ êîîðäèíàò òî÷åê îñè 
âåäîìîãî âàëà (ò. B è ò. C, ñì. ðèñ. 2), ìîæíî 
ïîëó÷èòü âñå èçâåñòíûå ãðàôè÷åñêèå çàâèñè-
ìîñòè äëÿ àíàëèçà êèíåìàòè÷åñêèõ õàðàêòåðè-
ñòèê äâóõøàðíèðíîé ÊðÏ [1–5]. Òàê, â êà÷åñòâå 
ïðèìåðà íà ðèñ. 5 ïðèâåäåí ãðàôèê èçìåíåíèÿ 
íåðàâíîìåðíîñòè âðàùåíèÿ ïî óãëîâîé ñêî-
ðîñòè ïðîìåæóòî÷íîãî âàëà â çàâèñèìîñòè 
îò óãëà íàêëîíà ìåæäó îñÿìè âàëîâ, à íà ðèñ. 6 
ïðèâåäåí ãðàôèê èçìåíåíèÿ íåðàâíîìåðíîñòè 
âðàùåíèÿ ïî óãëîâîìó óñêîðåíèþ ïðîìåæó-
òî÷íîãî âàëà â çàâèñèìîñòè îò óãëà íàêëîíà 
ìåæäó îñÿìè âàëîâ.

Ðèñ. 5. Ãðàôèê èçìåíåíèÿ íåðàâíîìåðíîñòè âðàùåíèÿ ïî óãëîâîé ñêîðîñòè ïðîìåæóòî÷íîãî âàëà 
â çàâèñèìîñòè îò óãëà α = α12 = α23 íàêëîíà ìåæäó îñÿìè âàëîâ
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Àíàëèçèðóÿ ãðàôèêè, ïðåäñòàâëåííûå 
íà ðèñ. 5 è 6, âèäíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè óãëà 
íàêëîíà ìåæäó îñÿìè âàëîâ óâåëè÷èâàåòñÿ íå-
ðàâíîìåðíîñòü âðàùåíèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî âàëà 
êàê ïî óãëîâîé ñêîðîñòè, òàê è ïî óãëîâîìó óñêî-
ðåíèþ. Íåðàâíîìåðíîñòü âðàùåíèÿ ïî óãëîâîé 
ñêîðîñòè ïðîìåæóòî÷íîãî âàëà (ñì. ðèñ. 5) èç-
ìåíÿåòñÿ ÷åòûðå ðàçà çà îäèí îáîðîò âèëêè âå-
äóùåãî âàëà; ïðè ýòîì íàáëþäàåòñÿ âûðàæåííàÿ 
ñèììåòðèÿ ãðàôèêîâ äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ 
çíà÷åíèé óãëîâ íàêëîíà ìåæäó îñÿìè âàëîâ. 
Äëÿ ãðàôèêîâ íåðàâíîìåðíîñòè âðàùåíèÿ 
ïî óãëîâîìó óñêîðåíèÿ (ñì. ðèñ. 6) ñèììåòðèÿ 
íàáëþäàåòñÿ òîëüêî ïðè íåáîëüøèõ óãëàõ íàêëî-
íà ìåæäó âàëàìè ïðèìåðíî äî 15 (ñì. ðèñ. 6, à). 
Èìåííî òàêèå ãðàôè÷åñêèå çàâèñèìîñòè ïðèâî-
äÿòñÿ â èçâåñòíûõ ðàáîòàõ [1–3]. Îäíàêî ñ óâåëè-
÷åíèåì óãëà íàêëîíà ìåæäó âàëàìè ïðîèñõîäèò 
íåëèíåéíûé ðîñò óãëîâîãî óñêîðåíèÿ ïðîìå-
æóòî÷íîãî âàëà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ñèììåòðèÿ 
ãðàôèêîâ íàðóøàåòñÿ (ñì. ðèñ. 6, á). Îäíîâðå-
ìåííî ñ ðîñòîì óãëîâîãî óñêîðåíèÿ âîçðàñòàåò 
èíåðöèîííîå ñîïðîòèâëåíèå ïðîìåæóòî÷íîãî 
âàëà äâóõøàðíèðíîé ÊðÏ è, êàê ñëåäñòâèå, âîç-
ðàñòàþò äèíàìè÷åñêèå íàãðóçêè. Ìîæíî ñïðîã-
íîçèðîâàòü, ÷òî ïðè îïðåäåëåííîì ïîðîãîâîì 
çíà÷åíèè óãëà íàêëîíà ìåæäó îñÿìè âàëîâ 
èíåðöèîííîå ñîïðîòèâëåíèå ïðîìåæóòî÷íîãî 
âàëà ñòàíåò íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òî â êîíå÷íîì 
èòîãå ïðèâåäåò ê îñòàíîâêå ïåðåäà÷è.

Èçëîæåííàÿ â äàííîé ðàáîòå ìåòîäèêà âåê-
òîðíîãî àíàëèçà êèíåìàòè÷åñêèõ õàðàêòåðè-

ñòèê äâóõøàðíèðíîé ÊðÏ áûëà â äàëüíåéøåì 
èñïîëüçîâàíà äëÿ íàõîæäåíèÿ âåêòîðîâ íàãðó-
çîê (ñèë è ìîìåíòîâ), äåéñòâóþùèõ íà âõîäíîé 
è âåäîìûé âàëû äâóõøàðíèðíîé ÊðÏ ñî ñòî-
ðîíû èõ âèëîê, äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïîñëåäóþùèõ 
ïðî÷íîñòíûõ ðàñ÷åòîâ.

Âûâîäû
Ïðåäñòàâëåííûé â äàííîé ðàáîòå ìåòîä 

âåêòîðíîãî àíàëèçà äâóõøàðíèðíîé ÊðÏ ïî-
çâîëèë äîñòóïíî è íàãëÿäíî àíàëèòè÷åñêè 
îïèñàòü è ïðîàíàëèçèðîâàòü êèíåìàòè÷åñêèå 
õàðàêòåðèñòèêè åå ðàáîòû. Ýòîò ìåòîä ëåãêî 
ïîääàåòñÿ ôîðìàëèçàöèè è àëãîðèòìèçàöèè 
â ëþáûõ ñîâðåìåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïàêåòàõ 
è ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, à òàêæå ïîçâîëÿ-
åò ïðèìåíÿòü ðàçëè÷íûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè 
è ïàðàìåòðèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåí-
íîé òåõíè÷åñêîé çàäà÷è. Ïðèìåíåíèå äàííîãî 
ìåòîäà ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûìè àíàëèòè-
÷åñêèìè çàâèñèìîñòÿìè ïîçâîëÿåò â êîðîòêèå 
ñðîêè ïîäáèðàòü ðàöèîíàëüíûå êèíåìàòè÷å-
ñêèå õàðàêòåðèñòèêè êàê äëÿ äâóõøàðíèðíûõ 
êàðäàííûõ ïåðåäà÷, òàê è äëÿ ïîëèêàðäàííûõ 
ïåðåäà÷ ëþáîé ñëîæíîñòè.
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