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1. ВВЕДЕНИЕ

Целью настоящей работы является прогнозирование доходности и волатильности финансовых 
инструментов различных классов посредством аппарата нечеткой математики. Несмотря на то что 
первые модели в этой области были рассмотрены давно, эту задачу можно считать актуальной и се-
годня. Изменчивая экономическая среда, нестабильность финансовых рынков и прочие вызовы 
настоящего времени требуют разработки новых подходов и методологий.

Волатильность доходности большинства инструментов на современных финансовых рынках 
демонстрирует отсутствие гомоскедастичности. Математически это означает непостоянство дис-
персии ряда, составленного из остатков модели доходности, т. е. вариативность (или разброс) не-
объясненных остатков имеет свойство изменяться с течением времени. Эта особенность поведения 
ценных бумаг и других финансовых инструментов породила пласт исследований, посвященных 
моделям, которые учитывают негомогенность волатильности.

Исследование выполнено с использованием суперкомпьютерного комплекса НИУ ВШЭ (Kostenetskiy, 
Chulkevich, Kozyrev, 2021).
Аннотация. В работе к задачам прогнозирования доходности и волатильности финансовых ин-
струментов применяется модификация модели GARCH, основанная на системах нечеткого вы-
вода (fuzzy inference system, FIS). Данная модификация позволяет учитывать асимметричность 
волатильности, использовать большое число нечетких кластеров, осуществлять мягкое пере-
ключение между кластерами и динамически адаптировать их структуру. Такой подход учиты-
вает разное поведение волатильности при разных условиях. При использовании моделей вида 
FIS в системе может учитываться большое число влияющих факторов без необходимости явно 
включать их в модель. Также может оцениваться и динамически меняться степень влияния этих 
факторов. Для ряда доходности финансовых инструментов сначала строится модель ARMA. 
Затем на ее остатках калибруются параметры модели FIS-GARCH, которая в дальнейшем ис-
пользуется для прогноза волатильности. Исследовано более 35 выборок дневных котировок 
инструментов финансового рынка России. Среди рассмотренных сегментов рынка — фондо-
вый, долговой и денежный. Расчеты показывают, что для некоторых типов временных рядов, 
в особенности для инструментов рынка акций, нечеткий подход дает результат, превосходящий 
стандартную модель авторегрессионной условной гетероскедастичности. На некоторых вре-
менных рядах нечеткие системы позволяют существенно повысить точность прогнозов (что 
подтверждается статистическими критериями), но в большом числе случаев ошибки прогно-
зирования при использовании нечетких систем и без них сопоставимы. Можно утверждать, 
что нечеткие системы, благодаря своим особенностям, имеют потенциал в прогнозировании 
доходности и волатильности на фондовом рынке.
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Поскольку в последние десятилетия финансовые рынки демонстрируют свойство гетероске-
дастичности, специалисты-практики финансового сектора активно используют модели с гетеро-
скедастичностью. Крупные участники рынка также заинтересованы в том, чтобы надлежащим 
образом учесть это свойство в своих моделях. К таким участникам можно отнести банки, броке-
ров, управляющие компании, пенсионные фонды, фонды национального благосостояния, биржи, 
клиринговые организации, хедж-фонды. Моделирование и прогнозирование волатильности необ-
ходимы при расчете справедливой стоимости портфеля производных инструментов, а также при 
оценке величины рыночных и контрагентских рисков (exposure) и для расчета чувствительностей 
портфеля к различным рыночным параметрам (так называемые дельта, вега, сигма, DV01, CS01 
и др.). Например, оценка волатильности может входить в расчет таких метрик, как VaR (value at 
risk), CVaR (conditional value at risk), CVA (credit valuation adjustment), PFE (potential future exposure), 
что, в свою очередь, необходимо, например, для расчета таких показателей более высокого уров-
ня, как утилизация лимитов. Некорректная оценка волатильности может привести, в том числе, 
к неверному представлению о текущей подверженности рисковым событиям и чувствительности 
к рыночному и кредитному рискам.

В области исследований теоретического характера к проблеме моделирования волатильности 
также проявляется немалый интерес. Данная задача рассматривается учеными из разных обла-
стей: эконометрика, финансовая математика, финансовый инжиниринг, риск-менеджмент и др. 
В эконометрическом направлении одним из распространенных подходов является использова-
ние семейства моделей авторегрессионной условной гетероскедастичности (процесс ARCH и его 
обобщение – процесс GARCH), в основе которых лежит предположение об условной гетероске-
дастичности волатильности: условная дисперсия переменна, однако безусловная дисперсия в этих 
моделях полагается постоянной. Несмотря на такое, на первый взгляд, слабое обобщение, подхо-
ды из семейства GARCH получили широкое распространение как в теоретико-исследовательской 
среде, так и среди практиков финансовой индустрии. За появлением модели авторегрессии, вве-
денной в (Engle, 1982) и развитой в (Bollerslev, 1986) и других работах, последовало большое чис-
ло исследований с модификациями этой модели. Авторы работ по обобщениям модели авторе-
грессии решали такие проблемы, как несимметричность отрицательных и положительных доход-
ностей и наличие единичного корня, и интегрировали соответствующие решения в изначальную 
модель. Решения данных проблем содержатся в следующих моделях: GJR-GARCH (Jagannathan, 
Glosten, Runkle, 1993), QGARCH (Sentana, 1995), NAGARCH (Engle, Ng, 1993), EGARCH (Tsay, 
2010), TGARCH (Zakoian, 1994). Одной из известных книг, где описана модель GARCH и некото-
рые ее модификации, является (Tsay, 2010).

Теория нечетких множеств берет начало в работе (Zadeh, 1965). После публикации этой статьи 
тема нечеткой математики начала набирать популярность и со временем стала крупным самостоя-
тельным научным направлением. Основные подходы и модели нечеткой математики можно найти, 
например, в (Baczyński, Jayaram, 2008; Пегат, 2013). На сегодняшний день направлению нечеткой 
математики в научных исследованиях уделяется существенное внимание. В частности, в публи-
кациях (Takagi, Sugeno, 1985; Sugeno, Kang, 1988) появилась идея системы нечеткого вывода (fuzzy 
inference system, FIS), которая в дальнейшем была развита и применена в работах других авторов. 
Аппарат именно этой модели используется в настоящей статье. Одно из важнейших преимуществ 
нечетких систем заключается в том, что они являются универсальными аппроксиматорами (см., 
например (Шведов, 2018)) 1.

В различных вариациях нечетких моделей GARCH особое внимание уделялось способам оцен-
ки параметров и нечеткой кластеризации. Работы (Luna, Ballini, 2012; Maciel, Gomide, Ballini, 2013), 
например, предлагали рекурсивные алгоритмы калибровки кластеров, динамически пересматриа-
ющие структуру кластеров с поступлением новой информации: в (Luna, Ballini, 2012) демонстриру-
ется метод AdaFIS (adaptive fuzzy inference system), в (Maciel, Gomide, Ballini, 2013) — ePL (evolving 
participatory learning). Обе модели являются модификацией алгоритма eTS (evolving Takagi–Sugeno), 
впервые описанного в (Angelov, Filev, 2004). Также на основе этой модели был разработан улуч-
шенный подход — алгоритм eClustering (Angelov, 2010). В (Hung, 2009) приведена асимметричная 
нечеткая модель GARCH, в которой схема нечеткого вывода применяется для определения порога 
переключения. Есть работы о прогнозировании волатильности при помощи нечеткой математики 

1 Далее в статье всякий раз, когда речь идет о нечеткости, имеется в виду нечеткость в смысле системы нечеткого вывода 
типа FIS, если не указано иное. Также термины «система нечеткого вывода» и «нечеткая система» в рамках данной статьи 
считаются эквивалентными.
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без применения авторегрессионной условной гетероскедастичности (Thavaneswaran et al., 2020; 
Tan, Wang S., Wang K., 2017; Troiano, Mejuto, Kriplani, 2017).

В настоящей работе для каждого ряда доходности сначала строится модель авторегрессии сколь-
зящего среднего (autoregressive moving-average, ARMA). Затем на остатках этой модели строится 
система нечеткого вывода с консеквентом типа GARCH (далее — FIS-GARCH). Эта система под-
разумевает разбиение пространства переменных на кластеры, локальное использование стандарт-
ной модели GARCH внутри каждого кластера и последующее агрегирование локальных моделей 
путем так называемой фаззификации в одно значение. Кроме того, в модели для идентификации 
структуры кластеров применяется алгоритм eTS (evolving Takagi–Sugeno, (Angelov, Filev, 2004)), 
динамически пересматривающий число и параметры кластеров. Такой подход позволяет учесть — 
преимущественно эвристически — множество факторов, влияющих на волатильность, в том числе 
и внешних, не включенных явно в модель. Свойство инкорпорирования экзогенных факторов мо-
жет быть преимуществом FIS-модели по отношению к устоявшимся эконометрическим моделям 
в условиях динамично меняющихся финансовых рынков, экономики и мира в целом.

В данной статье рассматривается российский финансовый рынок. Модель FIS-GARCH была 
применена к широкому спектру публично торгуемых финансовых инструментов и индексов, рас-
считываемых на основании таких инструментов и сделок. Среди них есть акции, индексы фондо-
вого рынка, индексы долгового рынка, а также ставки денежного рынка.

Всего в исследовании рассмотрено более 35 выборок. Результат работы FIS-GARCH-модели 
на каждой из выборок характеризуется среднеквадратичной ошибкой прогноза. Помимо нечеткой 
модели, к каждой выборке применена стандартная модель GARCH, ошибка которой также была 
посчитана. Кроме того, для сравнения прогнозной силы двух моделей — нечеткой и обычной — 
проведен статистический тест Диболда–Мариано в разрезе выборок.

Проведенные расчеты показывают, что для 6 из 37 рассмотренных рядов нечеткая модель де-
монстрирует существенное преимущество: в трех случаях ошибки нечеткой модели и модели без 
нечеткости отличаются более чем на порядок. Тест Диболда–Мариано указывает на статистиче-
ски значимое преимущество предсказательной силы нечеткой модели в двух выборках из шести. 
Отдельного внимания заслуживает тот факт, что из этих шести выборок пять относятся к рынку 
акций. С некоторой осторожностью можно утверждать, что модели вида FIS-GARCH лучше под-
ходят для прогнозирования волатильности именно фондового рынка (во всяком случае, в большей 
степени, чем для волатильности облигационного и денежного рынков). Одним из объяснений мо-
жет быть свойство нечетких систем учитывать высокую неопределенность, что наиболее актуально 
в контексте рынка акций, поскольку он более других подвержен влиянию интенсивно растущего 
числа таких внешних факторов, как технологические инновации, эмоциональные решения инве-
сторов и их поведенческие особенности.

На остальной 31 выборке ошибка нечеткой модели выше ошибки модели без нечеткости, однако 
эти ошибки различаются не более чем в 1,5 раза.

В разд. 2 приведены модель и методы калибровки. В разд. 3 дается описание данных, при-
водятся результаты расчетов. В разд. 4 подводятся итоги и обсуждаются направления будущих 
исследований.

2. МОДЕЛЬ

Доходность котировок некоторого инструмента раскладывается на две компоненты: компонен-
та среднего и компонента волатильности (Tsay, 2010). Для компоненты среднего используется мо-
дель ARMA. В качестве модели для волатильности предлагается модификация модели GARCH — 
система нечеткого вывода (FIS), в которой консеквентом выступает функция вида GARCH (т. е. 
модель FIS-GARCH).

2.1. Компонента среднего
Пусть zt — временной ряд котировок некоторого финансового инструмента. Тогда доходность 

рассчитывается по формуле y z zt t t= −ln( / )1 . Далее доходность представляется в виде суммы компо-
ненты среднего и компоненты волатильности (Tsay, 2010): yt = mt + at.
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Для mt используется модель ARMA(r, s), порядок (r, s) которой подбирается исходя из инфор-
мационных критериев:
	 m a a y b bt
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i t i
j
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j t j= + + =
=

−
=

−∑ ∑0
1 0
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Здесь t  — процесс белого шума; ai и bj — параметры модели. Порядок и параметры ARMA кали-
бруются на обучающей выборке. Затем, когда совокупная модель запускается на тестовой выборке, 
параметры модели ARMA переоцениваются на каждом шаге времени t.

Компонента волатильности представляется в виде at t t
vol= σ  , где t

vol — белый шум, а ряд σt моделиру-
ется при помощи FIS-GARCH. Параметры ARMA и FIS-GARCH оцениваются независимо друг от дру-
га — сначала параметры авторегрессии скользящего среднего, затем — системы FIS-GARCH.

Есть исследования, в которых компонента среднего полагается равной нулю или другой констан-
те. Использование в данной статье модели ARMA (с ненулевыми константами при лагах) обусловле-
но двумя причинами. Во-первых, декомпозиция доходности на сумму двух рядов (вида ARIMA и вида 
GARCH) распространена в эконометрике и показала свою состоятельность (Tsay, 2010). Во-вторых, 
компонента ARMA в худшем случае не привносит полезности в модель, а в лучшем — увеличивает ее 
прогнозную силу. В работе (Свиязов, 2023) рассматривалась модель FIS-GARCH без первичной об-
работки при помощи ARMA для задачи прогнозирования доходности фондовых индексов (для рядов 
Индекса Московской биржи и Индекса РТС, расчеты с которыми представлены и в настоящей работе). 
Сравнив величины среднеквадратичных ошибок, можно увидеть, что сочетание ARMA и FIS-GARCH 
дает меньшую ошибку, чем FIS-GARCH без ARMA. В некоторых случаях различие значимо с практи-
ческой точки зрения. Значения ошибок обеих моделей для этих рядов приведены в Приложении (п. 2).

2.2. Компонента волатильности — FIS-GARCH
Центральной моделью настоящей статьи является система нечеткого вывода (Takagi, Sugeno, 1985). 

В некотором смысле ее можно считать обобщением обыкновенной системы логических импликаций 
«ЕСЛИ Ak, ТО Bk», k = 1, …, C, где выражения Ak называются антецедентами, а выражения Bk являются 
локальными эконометрическими моделями и называются консеквентами. В таких классических моде-
лях выражения Ak принимают значения 0 или 1 (истина или ложь). В системе FIS выражение Ak может 
принимать любое действительное значение в интервале от 0 до 1. Это значение называют уровнем ак-
тивации соответствующего правила. Набор функций, которые вычисляют это значение в зависимости 
от входных данных, называют интерфейсом фаззификации, а каждую функцию в отдельности — функцией 
принадлежности. В классических моделях для конкретной входной переменной только одно значение 
Ak является истиной, а остальные ложны, иначе возникала бы двойственность при выборе консеквента.

В нечеткой модели это условие заменяется на условие ∑ ( ) =µk kA 1, где µk ⋅( ) — некоторые функции 
принадлежности. Таким образом, в FIS антецеденты могут «перехлестываться», что в литературе по не-
четкой математике называют мягким переключением. Свойство нечеткого переключения принято считать 
одним из основных достоинств моделей нечеткого вывода.

Тогда как в обычном наборе импликаций при конкретном значении входной переменной доста-
точно вычислить значение только одного консеквента (соответствующего истинному антецеденту), 
в FIS необходимо вычислить значения всех консеквентов и затем произвести их агрегирование 
в одно значение — эту процедуру принято называть дефаззификацией. Наиболее популярная и ис-
пользуемая в настоящем исследовании процедура дефаззификации выглядит следующим образом. 
Пусть fk — соответствующие выходные значения консеквентов Bk. Тогда выходным значением моде-
ли будет взвешенная сумма значений локальных моделей, где весами выступают значения функций 
принадлежности: f A fk k k= ∑ ( )µ .

Итак, основными составляющими системы нечеткого вывода являются:
1) число нечетких правил C;
2) база данных, содержащая вид и параметры функций принадлежности µk(·);
3) набор консеквентов (функции fk и их параметры);
4) интерфейс фаззификации, вычисляющий на основе скалярных (четких, crisp) входных дан-

ных уровни активации нечетких правил (интерфейс фаззификации в сущности — процедура вы-
числения значений функций µk(·));

5) интерфейс дефаззификации.
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2.3. Консеквент — модель GARCH
В качестве локальных моделей fk взяты функции вида GARCH (описание можно найти, напри-

мер, в (Tsay, 2010)):
			   σ α α β σt
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Здесь αki и βkj — параметры модели; ряд ( )( )σ t
k 2 — значения волатильности нечеткого правила k; фи-

нальное значение волатильности σt
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На каждом шаге t прогноз квадрата волатильности равен at t+ +=1

2
1

2σ , где в формуле (1) вместо at–i 
подставляются остатки модели ARMA et–i как метрика реализованной волатильности. Параметры 
консеквента αki и βkj оцениваются численным методом наименьших квадратов отдельно от пара-
метров функций принадлежности µk:
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где T — некоторое число прошедших моментов времени к текущему моменту t. На каждом шаге 
времени t тем же методом происходит перекалибровка, учитывающая новую информацию. Ис-
пользование метода максимума правдоподобия, как это делается в оригинальной модели GARCH, 
не представляется возможным, поскольку не делается никакого предположения о вероятностном 
распределении остатков.

Стоит уделить отдельное внимание тому, почему в качестве метрики реализованной волатиль-
ности используются остатки модели ARMA et–i. Как было отмечено, доходность представляется 
в виде yt = mt + at. Как правило, в статьях по моделированию волатильности в этой же парадигме 
в качестве реализованной волатильности применяют квадрат доходности или внутридневную це-
новую информацию. Второй метод требует обработки большого числа данных и выходит за рамки 
настоящей работы. Квадрат же доходности применяется, явно или неявно подразумевая, что ком-
понента среднего mt равна константе — в таком случае историческая доходность совпадает с вола-
тильностью. Однако поскольку в этой работе компонента среднего моделируется не константой, 
а моделью ARMA, то, строго говоря, доходность содержит в себе две компоненты: тренд (нефор-
мально выражаясь) и волатильность (колебания вокруг тренда). Поэтому было принято решение 
считать реализованной волатильностью отклонение от тренда — ошибку модели ARMA.

2.4. Фаззификация
Процедура фаззификации заключается в вычислении значений степеней активации локальных 

нечетких правил µk в зависимости от входных переменных. В используемой модели входные пе-
ременные — известные на момент t значения доходности. Пространство значений волатильности 
разбивается на нечеткие кластеры — множества, степень принадлежности точки к которым может 
быть числом от 0 до 1. Один кластер строго соответствует одному нечеткому правилу. Степенью 
активации правила k на шаге t является степень принадлежности значений доходности, известных 
на момент t, к кластеру k.

Для расчета степеней принадлежности используется распространенная в области нечеткой ма-
тематики гауссовская функция принадлежности:
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Число M — размерность вектора x x xt t t
M= …( , , )1 , переменной, на основании которой произво-

дится кластеризация в момент t. В модели использовался вектор xt = (yt, yt–1, .., yt–M+1), т. е. M по-
следних значений доходности, известных на момент t. Параметры функции принадлежности сле-
дующие: ck — центр нечеткого кластера (скаляр), sk — разброс (спред) нечеткого кластера (скаляр). 
Гауссовская функция принадлежности имеет вполне интуитивное значение. Она в точности со-
впадает с функцией плотности нормального распределения (если опустить корреляции и считать 
дисперсионную матрицу диагональной), откуда она и получила свое название. Ее график (от одной 
переменной xt

g) имеет колоколообразную форму, т. е. максимальная принадлежность кластеру до-
стигается в центре ck и убывает быстрее линейной функции по мере отдаления от центра.

Поскольку значения гауссовской функции принадлежности могут лежать за пределами отрез-
ка [0, 1], после расчета значений всех µk они нормируются путем деления на сумму µkk

C

=∑ 1
. Таким 

ˆ
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образом, каждая степень принадлежности µk удовлетворяет ограничениям: снизу каждая из них 
ограничена нулем, сверху — единицей. Эта процедура не приводится отдельной формулой, чтобы 
не загромождать текст.

2.5. Кластеризация
Чтобы откалибровать параметры функций принадлежности ck и sk, производится кластеризация 

пространства переменных xt. Используется алгоритм, получивший название эволюционной моде-
ли Такаги–Сугено (evolving Takagi–Sugeno, eTS) и предложенный в работе (Angelov, Filev, 2004). 
Свойство эволюционности заключается в том, что структура кластеров рекурсивно обновляет-
ся каждый раз, когда поступает новая информация — в случае временных рядов это происходит 
на новом шаге времени t. Рекурсивность позволяет существенно ускорить работу алгоритма благо-
даря тому, что параметры не переоцениваются заново на всех известных данных при поступлении 
новой информации.

Помимо обновления параметров на каждом шаге также оценивается структура кластеров. 
На каждом этапе алгоритмом eTS принимается одно из следующих решений: структура кластеров 
остается неизменной; один из текущих кластеров заменяется новым; добавляется новый кластер.

Для инициализации структуры в t = 0 требуется одна точка x0, которая устанавливается цен-
тром единственного в нулевой момент кластера. Согласно методологии, предложенной авторами 
(Angelov, Filev, 2004) алгоритма, спреды кластеров sk устанавливаются равными одной и той же 
константе и не переоцениваются.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

Исследование проводилось на дневных значениях закрытия индексов российского финансово-
го рынка, а также отдельных акций российского фондового рынка. Индексы были выбраны так, 
чтобы охватить разные сегменты рынка: фондовый, долговой, денежный. Для фондового рынка 
были взяты индексы акций крупнейших эмитентов России (индекс РТС и индекс МосБиржи), 
отраслевые индексы, индекс широкого рынка и индексы полной доходности; для долгового рын-
ка — индекс государственных облигаций и рынок корпоративных облигаций. Волатильность ста-
вок денежного рынка была рассмотрена как для рынка сделок с обеспечением (индексы РЕПО 
семейств MOEXREPO и RUSFAR), так и для плавающей ставки RUONIA — основного индикато-
ра межбанковского денежного рынка России. Подробное описание рассмотренных финансовых 
инструментов можно найти в Приложении (п. 1).

Порядок и параметры каждой модели ARMA были подобраны и оценены соответственно на до-
ступной истории, начиная с 1 января 2010 г. до начала тестовой выборки. Для разных рядов разме-
ры обучающих для ARMA выборок были разными, поскольку некоторые инструменты и индексы 
начали торговаться и рассчитываться после 2010 г. Порядок наилучшей согласно информацион-
ным критериям модели ARMA представлен в табл. 1.

Таблица 1. Результаты расчетов для выборок, в которых преимущество за нечеткой моделью

Инструмент
Дата начала 

тестовой 
выборки

Порядок 
ARMA

Размер 
тестовой 
выборки

RMSE 
модели 

FIS-GARCH

RMSE 
стандартного 

GARCH

Статистика 
Диболда–
Мариано

P-значение 
статистики 
Диболда–
Мариано

IMOEX 03.01.2018 (1, 3) 504 0,000549 0,000705 −0,31 37,84%

MCXSM 03.01.2018 (1, 1) 504 0,000259 0,008909 −4,07 00,00%*

PLZL 03.01.2018 (3, 2) 504 0,002052 0,002470 −0,65 25,96%

RGBITR 03.01.2018 (1, 1) 505 0,000036 0,006386 −3,04 00,12%*

RI.MOEXCN 05.01.2015 (1, 1) 1 259 0,000153 0,000715 −0,98 16,35%

RTSI 05.01.2015 (1, 1) 1 259 0,000893 0,001111 −0,46 32,20%

Примечание. Символом «*» отмечена значимость на уровне 1%.
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На рис. 1 представлена доходность индекса РТС, прогнозы соответствующей модели ARMA, 
а также ее остатки. Из графика видно, что остатки авторегрессионной условной гетероскедастич-
ности в сравнении с прогнозами велики. Это свидетельствует о том, что исходный ряд не гомоске-
дастичен, а и его волатильность требует моделирования.

Модель FIS-GARCH сравнивалась со стандартной моделью GARCH. Порядок как модели 
FIS-GARCH, так и обычной модели GARCH был взят равным (1, 1). В табл. 1 приведена сред-
неквадратичная ошибка прогноза и статистика Диболда–Мариано вместе с P-значением. При рас-
чете среднеквадратичной ошибки прогноз сопоставлялся с реализованной волатильностью, в ка-
честве которой использовались ошибки модели среднего ARMA — в п. 2.3 была дана аргументация 
такого подхода. В таблицу вошли только ряды, для которых ошибка модели FIS-GARCH меньше 
ошибки модели GARCH. Результаты всех расчетов приведены в Приложении (п. 2).

Тест Диболда–Мариано (Diebold, Mariano, 1995) оценивает, насколько статистически значимо 
преимущество предсказательной силы одной модели по сравнению с другой. Нулевой гипотезой 
теста является одинаковость предсказательной силы.

Положительных результатов удалось добиться для 6 из 37 рассмотренных рядов. Для двух ря-
дов — RGBITR и MCXSM — преимущество нечеткой модели статистически значимо на 5%- 
и 1%- ном уровнях. Из 6 выделенных рядов у трех среднеквадратичная ошибка нечеткой модели 
меньше ошибки модели без нечеткости, по меньшей мере на 1 порядок. График прогнозов вола-
тильности стандартной и нечеткой моделей на примере индекса РТС представлен на рис. 2.
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Рис. 1. Доходность RTSI, прогноз соответствующей модели ARMA и ее остатки, %

Источники: finam.ru и расчеты автора.
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Рис. 2. Прогнозы моделей GARCH и FIS-GARCH для ряда RTSI

Источник: расчеты автора.
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Среди отмеченных 6 рядов четыре — ряды фондовых индексов, один — ряд цены акции, 
и один — индекса долгового рынка. Таким образом, для фондового рынка нечеткая модель может 
быть вполне применима, особенно при надлежащих доработках. Индикаторы денежного рынка 
не попали в число рядов, для которых нечеткая модель выигрывает у классической. Скорее всего 
это связано с особенностью сделок на рынке ликвидности.

Возможным объяснением того факта, что модель FIS показала себя лучше бенчмарка в основ-
ном на инструментах фондового рынка, может служить природа моделей нечеткого вывода и не-
четких моделей в принципе. Помимо явно указанных регрессоров, нечеткая система также эври-
стическим образом учитывает множество других, экзогенных факторов, влияющих на прогнози-
руемую величину, при помощи нечеткой кластеризации. Более того, эволюционные алгоритмы 
перекалибровки структуры кластеров позволяют динамически включать (пусть и неявно) в си-
стему новые, недавно возникшие, внешние факторы и в то же время переставать учитывать те, 
которые потеряли актуальность. Эти свойства нечетких подходов могут быть более актуальными 
для фондового рынка, чем для других рынков, в связи с его большей волатильностью, которая, 
в свою очередь, вызвана бо́льшим, чем на других рынках, разнообразием влияющих переменных 
и неопределенностью в методах оценки стоимости инструментов (в противоположность, напри-
мер, облигациям или производным инструментам). Подтверждение более высокой исторической 
волатильности фондовых рынков можно найти в сводной таблице с распределением дневных до-
ходностей в Приложении (п. 3). Данные в таблице показывают, что как на российских рынках, 
так и на рынках США вариативность доходности значимо выше у индексов акций, чем у индек-
сов облигаций (как по стандартному отклонению, так и по интерквартильному размаху выборок).

Научные открытия и технические достижения, число которых растет ускоренными темпами, 
приводят к высокому уровню неопределенности и изменчивости на рынках. Инновации в реаль-
ном секторе, увеличивающиеся вычислительные мощности, растущие скорость передачи инфор-
мации и объем информации, а также такие новые практики и технологии в области финансовых 
рынков, как, например, алгоритмы HFT (high frequency trading), модели микроструктуры рынка, 
торговые роботы — все это находит отражение в волатильности фондовых рынков. Также сто-
ит отметить и недобросовестные практики: инсайдерскую торговлю и манипулирование рынком, 
подвергающееся все новым изощрениям с совершенствованием технологий, — эти явления тоже 
преимущественно имеют место именно на рынке акций. Кроме того, рынки акций во всем мире 
были исторически более подвержены эмоциональным решениям и последствиям поведенческих 
особенностей инвесторов и, как следствие, высокой волатильности. Как на рынках других юрис-
дикций, так и в последние годы в России существенную часть оборота торгов на фондовом рынке 
составляют сделки розничных инвесторов, чьи действия, как правило, еще более эмоциональны. 
В некоторой степени влиянию большого числа экзогенных факторов подвержен и индекс кор-
поративных облигаций, на котором также было зафиксировано преимущество нечеткой модели. 
Во всяком случае, с определенной уверенностью можно утверждать, что доходности корпоратив-
ных облигаций больше зависимы от многообразия артефактов экономики, чем доходности госу-
дарственных облигаций, индекс которых также был рассмотрен.

И наоборот, поскольку исторически основные агенты на долговом, а тем более денежном рын-
ке — профессиональные инвесторы, институциональные инвесторы, банки, брокеры и другие фи-
нансовые институты, т. е. менее эмоциональные и более осведомленные игроки, волатильность 
таких рынков имеет тенденцию быть ниже. Поэтому, возможно, преимущества нечетких моделей 
здесь ограничены.

Отдельного внимания заслуживает фундаментальная проблема оценки справедливой стоимости 
акций. Тогда как облигации и схожие инструменты имеют вполне конкретный бенчмарк (кривую 
текущих процентных ставок в экономике), а производные инструменты исходят из парадигмы от-
сутствия арбитража, — для акций таких рамок нет. Стоимость акций обычно оценивается исхо-
дя из фундаментальных финансовых показателей эмитента и экспертных ожиданий относительно 
этих показателей и отдельных параметров экономики. Такой подход проблематичен: редкая пу-
бликация производственных и финансовых результатов (1 раз в месяц или 1 раз в квартал), а также 
предпосылки относительно будущей динамики различных показателей влекут за собой высокую 
погрешность оценки. Поэтому котировки акций на рынке периодически резко падают или растут 
при публикации очередной отчетности — корпоративной или макроэкономической. Именно по-
этому полезно иметь модель, которая учитывает высокую неопределенность. Такими моделями 
и являются модели нечеткой математики.
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Причин негативного результата модели FIS-GARCH на других выборках несколько. Во-пер-
вых, эффективность нечетких моделей может быть ограничена на денежном и долговом рынках. 
Во-вторых, построенная модель неидеальна и требует доработок. Существуют такие более совер-
шенные методы нечеткой кластеризации, как eClustering (Angelov, 2010), AdaFIS (Luna, Ballini, 
2012) и fuzzy C-means. Также для подобных моделей нужны методы глобальной оптимизации па-
раметров консеквента — и в то же время более быстрые, чем эволюционные методы оптимизации, 
поскольку число оцениваемых параметров большое и увеличивается с ростом числа кластеров. 
Если внедрить эти техники, то, вполне возможно, система нечеткого вывода начнет показывать 
еще более интересные результаты.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе была представлена методология моделирования волатильности биржевых котировок 
ценных бумаг и индексов различных сегментов финансового рынка России. Было описано устрой-
ство системы нечеткого вывода, дана спецификация модели FIS-GARCH, а также предложен ме-
тод калибровки ее параметров. Всего модель была применена более чем к 35 временным рядам, 
также было продемонстрировано сравнение предсказательной силы нечеткой модели и модели-
эталона — стандартной модели авторегрессионной условной гетероскедастичности GARCH. Ка-
чество прогнозов каждой модели измерено при помощи среднеквадратичной ошибки. Нечеткая 
модель GARCH сопоставлена с классической моделью GARCH инструментарием статистического 
теста Диболда–Мариано, позволяющего сравнить прогнозную силу двух моделей.

Как следует из проведенных расчетов для 6 выборок преимущество остается за моделью нечет-
кого вывода. Более того, в двух из них превалирование прогнозной силы подтверждается статисти-
чески. Пять из шести выборок — котировки инструментов и индексов рынка акций, на основании 
чего можно предположить, что FIS-GARCH более подходит для задач прогнозирования волатиль-
ности фондового рынка — во всяком случае, более чем для рассмотренных долгового и денежного 
рынков. Также система нечеткого вывода показала себя лучше в применении к индексу корпора-
тивных облигаций российских эмитентов.

Характерная особенность нечетких систем, заключающаяся в способности неявно включать 
экзогенные факторы и учитывать неопределенность, может служить причиной того, что сре-
ди выигрышных для нечеткой системы выборок подавляющее большинство — выборки котиро-
вок фондового рынка. Рынок акций подвержен высокой неопределенности в силу отсутствия для 
оценки таких инструментов конкретных бенчмарков, как кривая процентных ставок для обли-
гаций и принципы безарбитражности для производных инструментов. Поэтому различные от-
крытия в науке, достижения производств реального сектора, события на макроэкономической 
и геополитической арене значимо влияют на доходность и волатильность долевых бумаг. Кро-
ме того, существенную часть активности на фондовом рынке составляют розничные инвесторы, 
подверженные поведенческим эффектам и влиянию эмоций, тогда как на долговом, и тем более 
денежном рынке, — в основном заключают сделки крупные контрагенты, более осведомленные 
и профессиональные.

На остальных рассмотренных выборках нечеткая система показала себя хуже классической мо-
дели GARCH, но ошибки отличаются не более чем в полтора раза. Основанием для этого может 
служить ограниченность применимости нечетких моделей в принципе на денежном и долговом 
рынках. Есть также и технические причины. А именно несовершенный метод нечеткой кластери-
зации. Использование других методов может исправить ситуацию в пользу моделей FIS. Методы 
глобальной оптимизации при оценке параметров также могут оказать положительное влияние — 
уменьшить ошибку прогноза.

В последующих исследованиях имеет смысл разработать более совершенную нечеткую модель 
с улучшениями в части нечеткой кластеризации, а также в алгоритме оценки параметров. Также 
интерес представляют другие формы функций принадлежности — помимо использованных в те-
кущем исследовании гауссовских. Кроме того, важным дополнением к такого рода работам может 
быть сравнение моделей вида FIS-GARCH не только с классической моделью GARCH, но и с ее 
модификациями TGARCH, NAGARCH, GJR-GARCH, EGARCH, QGARCH.
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ПРИЛОЖЕНИЕ
Таблица А1. Использованные Финансовые инструменты

Обозначение Тип Валюта Описание
GAZP Акция RUB Акция обыкновенная, эмитент — Газпром
LKOH Акция RUB Акция обыкновенная, эмитент — Лукойл
SBER Акция RUB Акция обыкновенная, эмитент — Сбербанк
YNDX Акция RUB Акция обыкновенная, эмитент — Яндекс
PLZL Акция RUB Акция обыкновенная, эмитент — Полюс
IMOEX Фондовый индекс RUB Индекс МосБиржи
MCXSM Фондовый индекс RUB Индекс МосБиржи средней и малой капитализации
MCFTR Фондовый индекс RUB Индекс МосБиржи полной доходности «брутто»
MOEXBMI Фондовый индекс RUB Индекс МосБиржи широкого рынка
RTSI Фондовый индекс USD Индекс РТС
RTSSM Фондовый индекс USD Индекс МосБиржи средней и малой капитализации
RTSTR Фондовый индекс USD Индекс РТС полной доходности «брутто»
RUBMI Фондовый индекс USD Индекс МосБиржи широкого рынка
MOEXBC Фондовый индекс RUB Индекс МосБиржи голубых фишек
MOEXINN Фондовый индекс RUB Индекс МосБиржи инноваций
RI.MOEXCN Фондовый индекс RUB Отраслевой индекс: индекс потребительского сектора
RI.MOEXFN Фондовый индекс RUB Отраслевой индекс: индекс финансов
RI.MOEXOG Фондовый индекс RUB Отраслевой индекс: индекс нефти и газа
RGBITR Индекс долгового рынка RUB Индекс государственных облигаций РФ, совокупный доход
MOEXREPO Индикатор денежного 

рынка
RUB Средневзвешенная ставка сделок РЕПО с ЦК на Московской 

Бирже со сроком overnight, обеспечение — облигации
RUSFAR Индикатор денежного 

рынка
RUB Russian Secured Funding Average Rate, средневзвешенная ставка 

сделок РЕПО с ЦК на Московской Бирже со сроком overnight, 
обеспечение — клиринговые сертификаты участия (КСУ)

RUONIA Индикатор денежного 
рынка

RUB Ruble Overnight Index Average, эталонная процентная ставка, 
средневзвешенная процентная ставка однодневных межбанков-
ских кредитов (депозитов) в рублях, отражающая оценку стои-
мости необеспеченного заимствования на условиях овернайт

MOEXREPOEQ Индикатор денежного 
рынка

RUB Средневзвешенная ставка сделок РЕПО с ЦК на Московской 
Бирже со сроком overnight, обеспечение — акции

RUSFAR1W Индикатор денежного 
рынка

RUB Russian Secured Funding Average Rate, средневзвешенная ставка 
сделок РЕПО с ЦК на Московской Бирже со сроком 1 неделя, 
обеспечение — клиринговые сертификаты участия (КСУ)

MOEXREPO1W Индикатор денежного 
рынка

RUB Средневзвешенная ставка сделок РЕПО с ЦК на Московской 
Бирже со сроком 1 неделя, обеспечение — облигации

RUSFARCNY Индикатор денежного 
рынка

CNH Russian Secured Funding Average Rate, средневзвешенная ставка 
сделок РЕПО с ЦК на Московской Бирже со сроком overnight, 
обеспечение — клиринговые сертификаты участия (КСУ)

Примечание. Под валютой понимается: для акций — валюта акции и расчетов используемого режима торгов; для 
фондовых индексов — валюта расчета базы индекса; для индексов долгового рынка — валюта номинала облигаций, 
входящих в базу индекса; для индикаторов денежного рынка — валюта займов.

Таблица А2. Результаты вычислений для всех рассмотренных рядов

Инструмент
Дата начала 

тестовой 
выборки

Размер 
тестовой 
выборки

RMSE 
модели 

FIS-GARCH

RMSE 
стандартного 

GARCH

Статистика 
Диболда–
Мариано

P-value 
статистики 
Диболда–

Мариано, %

Для справки: 
RMSE модели 
FIS-GARCH 

без ARMA
GAZP 03.01.2018 504 0,001400 0,001193 −3,22 0,07
GAZP 05.01.2015 1 258 0,000948 0,000806 −3,87 0,01
IMOEX 03.01.2018 504 0,000549 0,000705 0,31 62,16 0,001204
IMOEX 05.01.2015 1 258 0,000312 0,000266 −3,61 0,02 0,000843
LKOH 03.01.2018 504 0,000566 0,000504 −0,68 24,81
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Таблица А3. Сравнение дневных доходностей индексов акций и индексов облигаций

Метрика, % IMOEX
(фондовый), %

RGBI
(долговой), %

RUCBCPNS
(долговой), %

S&P 500
(фондовый), %

S&P 500 Bond 
Index

(долговой), %
0 −33,28 −14,13 −4,98 −11,98 −2,80

5 −1,93 −0,50 −0,21 −1,67 −0,53

25 −0,58 −0,12 −0,06 −0,38 −0,16

50 0,06 0,00 0,00 0,06 0,02

75 0,70 0,11 0,06 0,58 0,19

95 1,95 0,51 0,21 1,57 0,49

100 20,04 5,00 1,88 9,38 2,08

Среднее 0,03 −0,01 −0,01 0,05 0,01

Стандартное отклонение 1,44 0,50 0,28 1,12 0,34

Таблица А2. Окончание

Инструмент
Дата начала 

тестовой 
выборки

Размер 
тестовой 
выборки

RMSE 
модели 

FIS-GARCH

RMSE 
стандартного 

GARCH

Статистика 
Диболда–
Мариано

P-value 
статистики 
Диболда–

Мариано, %

Для справки: 
RMSE модели 
FIS-GARCH 

без ARMA
LKOH 05.01.2015 1 258 0,000619 0,000459 −2,61 0,46
MCFTR 03.01.2018 504 0,000405 0,000364 −2,33 1,02
MCXSM 03.01.2018 504 0,000259 0,008909 4,07 100,00
MOEXBC 03.01.2018 505 0,000464 0,000370 −1,53 6,36
MOEXBC 05.01.2015 1 255 0,000344 0,000288 −3,92 0,00
MOEXBMI 03.01.2018 505 0,000454 0,000360 −1,50 6,78
MOEXBMI 05.01.2015 1 259 0,000313 0,000267 −3,79 0,01
MOEXINN 03.01.2018 505 0,000602 0,000503 −1,71 4,43
MOEXINN 05.01.2015 1 260 0,000912 0,000704 −4,03 0,00
PLZL 03.01.2018 504 0,002052 0,002470 0,65 74,04
PLZL 05.01.2015 1 258 0,001865 0,001562 −3,88 0,01
RGBITR 03.01.2018 505 0,000036 0,006386 3,04 99,88
RI.MOEXCN 03.01.2018 505 0,000181 0,000163 −4,07 0,00
RI.MOEXCN 05.01.2015 1 259 0,000153 0,000715 0,98 83,65
RI.MOEXFN 03.01.2018 505 0,000648 0,000484 −1,38 8,42
RI.MOEXFN 05.01.2015 1 259 0,000456 0,000418 −1,14 12,69
RI.MOEXOG 03.01.2018 505 0,000268 0,000205 −1,55 6,06
RI.MOEXOG 05.01.2015 1 258 0,000261 0,000219 −2,76 0,29
RTSI 03.01.2018 504 0,000763 0,000678 −2,38 0,88 0,002602
RTSI 05.01.2015 1 259 0,000893 0,001111 0,46 67,80 0,001895
RTSSM 03.01.2018 504 0,000685 0,000537 −1,58 5,76
RTSTR 03.01.2018 504 0,000780 0,000694 −2,31 1,05
RUBMI 03.01.2018 505 0,000765 0,000680 −2,39 0,87
SBER 05.01.2015 1 258 0,001907 0,001415 −0,97 16,60
YNDX 03.01.2018 504 0,003720 0,003185 −1,90 2,91
MOEXREPO 03.01.2020 503 0,001349 0,001139 −3,44 0,03
RUSFAR 09.01.2020 488 0,002498 0,001731 −2,25 1,25
MOEXREPO 03.01.2017 1 261 0,001038 0,000830 −4,72 0,00
MOEXREPOEQ 03.01.2020 503 0,001820 0,001451 −1,76 3,99
RUSFAR1W 09.01.2020 488 0,003423 0,002390 −0,99 16,20
MOEXREPO1W 03.01.2020 503 0,002114 0,001798 −1,90 2,89
RUONIA 09.01.2020 484 0,004259 0,002211 −1,25 10,54
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Таблица А3. Окончание

Метрика, % IMOEX
(фондовый), %

RGBI
(долговой), %

RUCBCPNS
(долговой), %

S&P 500
(фондовый), %

S&P 500 Bond 
Index

(долговой), %
Число дней в выборке 3 684 3 398 1 421 2 526 2 520

Период 11.01.2010 – 
13.09.2024

05.03.2012 – 
13.09.2024

29.12.2018 – 
13.09.2024

29.08.2014 – 
13.09.2024

29.08.2014 – 
13.09.2024

Примечание. Процентные метрики — соответствующие перцентили выборок. IMOEX — индекс МосБиржи (рынок 
акций); RGBI — индекс МосБиржи государственных облигаций ценовой; RUCBCPNS — индекс МосБиржи кор-
поративных облигаций; S&P 500 — индекс S&P 500 (рынок акций); S&P 500 Bond Index — индекс корпоративных 
облигаций компаний, акции которых входят в индекс S&P 500. Под названием индекса в скобках указан рынок, 
к которому он относится.
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Abstract. A modification of the GARCH model based on fuzzy inference system (FIS) is applied to 
the problem of returns and volatility forecasting of financial instruments. The proposed modification 
allows for the skewness and multiple clusters of volatility. It also performs a fuzzy switching between 
clusters and dynamically adapts their structure. Such an approach gives the opportunity to account for 
different volatility behavior under diverse conditions. Furthermore, with FIS-type models it is possible 
to incorporate large number of affecting factors without explicitly adding them to the model. These 
models also allow for estimation and dynamic adjustments of the affecting degree of these factors. First, 
for a series of instrument returns an ARMA model is built, then its residuals are used to calibrate the 
FIS-GARCH model which is further used to forecast volatility. More than 35 samples are examined, all 
of which are daily quotes of Russian financial market instruments. The stock, bond and money markets 
were studied. Calculations showed that for some time series, especially for stock market instruments, the 
fuzzy approach offers a result that exceeds the original autoregressive — conditional heteroskedasticity 
model. For several time series fuzzy system helps improve the forecast accuracy (it is also supported by 
statistical criteria). However, in most cases forecast errors of models with fuzziness and without such 
are comparable. One may state that due to their features fuzzy systems have a potential in forecasting 
returns and volatility on stock markets.
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