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Рассматривается волновое уравнение

и(x, t) + f(x, t),

x ∈ [0, 1],  t ∈ [0, ∞)                           (1)

при условиях

u(0, t) = u(1, t) = 0,                           (2)

u(x, 0) = ϕ(x),    u
t
'(x, 0) = ψ(x),                (3)

где все функции, входящие в (1)–(3), комплекс-
нозначные, причём q(x), ϕ(x), ψ(x) из L[0, 1] и  
f(x, t) ∈ L[Q

T
], Q

T
 = [0, 1] × [0, T] при любом T > 0.

Исследование задачи (1)–(3) проводится ме-
тодом Фурье с использованием резольвентно-
го подхода, предложенного в [1, 2], связанного с 
разбиением формального ряда на части, следуя 
рекомендациям А.Н. Крылова [3, гл. ] по уско-
рению сходимости рядов Фурье, и является про-
должением исследований работ [1, 2, 4–7] (в этих 
работах и в [8] находится информация обзорного 
характера).

1. В п. 1–3 мы будем рассматривать случай 
классического решения задачи (1)–(3). Под клас-
сическим решением понимаем функцию u(x, t), 
непрерывную вместе с u'

x 
(x, t), u'

t  
(x, t), причём u'

x 
(x, t)  

(u'
t  
(x, t)) абсолютно непрерывна по x (по t), удовлет-

воряющую условиям (2), (3) и уравнению (1) по-
чти всюду. Поэтому в случае классического реше-
ния задачи (1)–(3) необходимо считаем, что ϕ(x), 

ϕ' (x), ψ(x) абсолютно непрерывны, ϕ(0) = ϕ(1) =  
= ψ(0) = ψ(1) = 0, ϕ'' (x) ∈ L[0, 1], ψ'(x) ∈ L[0, 1].

Т е о р е м а  1 . Если u(x, t) – классическое  

решение задачи (1)–(3), причём дополнительно 

][),(
2

2

TQL
t

txu
∈

∂
∂

 
при любом T > 0, то оно единст-

венно и находится по формуле

,   (4)

причём ряд (4) при фиксированном t > 0 сходится абсо-
лютно и равномерно по x ∈ [0, 1].

Здесь Rλ = (L – λE)–1 — резольвента оператора 
L: Ly = –y'' (x) + q(x) y(x), y(0) = y(1) = 0, λ — спек-
тральный параметр, E — единичный оператор, 
Rλ( f(·, τ)) означает, что Rλ применяется к f(x, τ) по x,  
λ = ρ2, Re ρ ≥ 0, γ

n
 — образ в λ-плоскости окруж-

ности 
n
 = {ρ ρ - nπ  = δ, δ > 0} и достаточно мало, 

r — достаточно велико и фиксировано, n
0
 — такой 

номер, что при n ≥ n
0
 внутри γ

n
 находится по од-

ному собственному значению оператора L и все γ
n
 

при n ≥ n
0
 находятся вне λ  = r.

Правая часть (4) есть формальное решение за-
дачи (1)–(3) по методу Фурье. Формула (4) приво-
дит к представлению

u(x, t) = u
1
(x, t) + u

2
(x, t) + u

3
(x, t),            (5)

где u
1
(x, t) есть (4) при ψ(x) = f(x, t) = 0, u

2
(x, t) есть 

(4) при ϕ(x) = f(x, t) = 0, u
3
(x, t) есть (4) при ϕ(x) =  

= ψ(x) = 0. Считаем здесь, что все классические 
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решения берутся при условии ][),(
2

2

TQL
t

txu
∈

∂
∂ , а 

также, что u(x, t) означает и ряд (4), и его сумму.
2. В этом пункте считаем, что u

1
(x, t) есть клас-

сическое решение задачи (1)–(3) при ψ(x) = 
= f(x, t) = 0. Представим ряд (4) для u

1
(x, t) в виде 

u
1
(x, t) = u

10
(x, t) + u

11
(x, t), где u

10
(x, t) получается 

из u
1
(x, t) заменой Rλϕ на R0

λϕ, u
11

(x, t) получает-
ся из u

1
(x, t) заменой Rλϕ на Rλϕ - R0

λϕ. Здесь R0
λ = 

= (L0 - λE)-1 и  L0  есть L при q(x) = 0.
Л е м м а  1 .  Сумма ряда u

10
(x, t) есть a

0
(x, t), где 

a
0
(x, t) = 12[ (x + t) + (x – t)], (x) нечётна, 2-перио-

дична и (x) = ϕ(x) при x ∈ [0, 1]. Ряд u
11

(x, t) сходится 
при каждом t равномерно по x ∈ [0, 1].

Функция u
11

(x, t) есть классическое решение 
задачи (1)–(3) при ϕ(x) = ψ(x) = 0 и f(x, t) = f

0
(x, t) = 

= –q(x)a
0
(x, t).

Т е о р е м а  2 .  Если f(x, t) ∈ L[Q
T
], то ряд (4) для 

задачи (1)–(3) в случае q(x) = ϕ(x) = ψ(x) = 0 сходит-
ся при всех x и t и его сумма

0

1
( , ) ( , ) ,

2

t x t

x t

u x t d f d
+ −τ

− +τ

= τ η τ η∫ ∫ 

где (η, τ) нечётна и 2-периодична по η, причём (η, τ) = 
=  f(η, τ) при η ∈ [0, 1] (таким обозначением пользуем-
ся в дальнейшем).

Эта теорема установлена в [5] для f(x, t) ∈ 
∈ L

2
[Q

T
] и в [7] для f(x, t) ∈ L[Q

T
].

Л е м м а  2 .  Для u
11

(x, t) имеет место формула

u
11

(x, t) = a
1
(x, t) + u

12
(x, t),

где 1 0

1
( , ) ( , )

2

t

x t

a x t f d
− +τ

= η τ η∫   и u
12

(x, t) есть классиче-

ское решение задачи (1)–(3) при ϕ(x) = ψ(x) = 0  
и  f(x, t) = f

1
(x, t), где f

1
(x, t) = –q(x)a

1
(x, t).

Этот процесс продолжаем до бесконечности 
по правилу

 
u

1n
(x, t) = a

n
(x, t) + u

1,n+1
(x, t),

где  и u
1,n+1

(x, t) есть 

классическое решение задачи (1)–(3) при ϕ(x) =  
= ψ(x) = 0 и f(x, t) = f

n
(x, t), где f

n
(x, t) = –q(x)a

n
(x, t).  

Данная процедура и есть реализация рекомен-
даций А.Н. Крылова по ускорению сходимости 
рядов, применённая к каждому шагу указанного 
процесса.

Л е м м а  3 .  Имеют место формулы

u
1
(x, t) = A

n
(x, t) + Ω

n
(x, t),   n = 1, 2, …,

где A
n
(x, t) =  a

k
(x, t),

0

0
1

0

1
( , )

2

sin ( )
( )( ( , )) .

k

n
k nr

t

n

x t
i

t
R R f d d

≥λ = γ

λ λ −

 
 Ω = − + ×
 π  

 ρ − τ
× − ⋅ τ τ λ ρ 

∑∫ ∫

∫

Л е м м а  4 .  Функции a
n
(x, t) линейно зависят от 

ϕ и справедливы оценки

[ ]

1 1
2

1( , ) ,
2 ( 1)!T

n n

n C Q

M T
a x t M

n

− − ≤   − 
 n = 1, 2, …,

где [ ]1 1 2 1 1
( , ) , (2 1)  (   

TC Q
M a x t M m q= = + ⋅  — норма 

в L[0, 1]), m — наименьшее натуральное чи-
сло такое, что T ≤ m. Кроме того, M

1
 ≤ c

T 
,  

постоянная c
T
 не зависит от ϕ(x).

Т е о р е м а  3 .  Если u
1
(x, t) есть классическое ре-

шение задачи (1)–(3) при ψ(x) = f(x, t) = 0, то

1
0

( , ) ( , ) ( , )nu x t A x t a x t
∞

= =∑                    (6)

и ряд A(x, t) сходится абсолютно и равномерно по  
x, t ∈ Q

T
  при любом T > 0.

Привлекая сюда результаты из [4], получим 
следующее утверждение.

Т е о р е м а  4 .  Если ϕ(x), ϕ' (x) абсолютно непре-
рывны, ϕ(0) = ϕ(1) = 0, Lϕ ∈ L

p
[0, 1] (p > 1), то класси-

ческое решение u
1
(x, t) задачи (1)–(3) при любом T > 0  

существует и для него имеет место формула (6).
3. Для функции u

2
(x, t) и u

3
(x, t) справедливы 

две теоремы.
Т е о р е м а  5 . Если u

2
(x, t) есть классическое ре-

шение задачи (1)–(3) при ϕ(x) = f(x, t) = 0, то

,                (7)

где ( )0 1

0

1 1
( , ) ( ) ,  ( , ) ( , 

2 2

x t t x t

n n

x t x t

b x t d b x t d g d
+ + −τ

−
− − +τ

= ψ τ τ = τ η τ η∫ ∫ ∫   

(n  1), g
n
(x, t) = –q(x)b

n
(x, t), n  0, и ряд B(x, t) схо-

дится абсолютно и равномерно в Q
T 
.

Такое классическое решение существует, если 
ψ(x) абсолютно непрерывна, ψ(0) = ψ(1) = 0, ψ'(x) ∈  
∈ L

2
[0, 1] (см. [6]).

Т е о р е м а  6 .  Если u
3
(x, t) – классическое реше-

ние задачи (1)–(3) при ϕ(x) = ψ(x) = 0, то

,                   (8)

где 

,

,
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n  1, m
n
(x, t) = –q(x)d

n
(x, t), n  0 и D(x, t) сходится 

абсолютно и равномерно в Q
T 

.
Такое классическое решение существует, если 

f(x, t), f'
t 
(x, t) непрерывны, f(0, t) = f(1, t) = 0 (см. [5]).

4. Перейдём к обобщённому решению задачи 
(1)–(3) в случае произвольных q(x), ϕ(x), ψ(x) из  
L[0, 1] и f(x, t) ∈ L[Q

T
]. Заметим, что ряды A(x, t), 

B(x, t), D(x, t) имеют смысл и в этом случае. Лемма 4  
также имеет место, и поэтому ряд A(x, t) сходится 
абсолютно и равномерно по x, t ∈ Q

T
 при любом 

T > 0 с такой же скоростью, что и в классическом 
случае. Аналогично сходятся ряды B(x, t) и D(x, t).  
Обозначим их суммы соответственно v(x, t), w(x, t),  
z(x, t).

Л е м м а  5 .  Положим s(x, t) = v(x, t) + w(x, t) + 
+ z(x, t). Тогда

[ ] [ ]{ }( , )
T T

TL Q L Q
s x t c f≤ ϕ + ψ + ,

где c
T
 > 0 не зависит от ϕ, ψ, f, т.е. s(x, t) как линей-

ный оператор от исходных данных ограничен.
Следующая теорема показывает, что s(x, t) яв-

ляется обобщённым решением задачи (1)–(3) в 
случае произвольных суммируемых q(x), ϕ(x), 
ψ(x), f(x, t), понимаемым как предел классиче-
ских решений (см. [8, с. 491]).

Т е о р е м а  7 .  Если u
h
(x, t) – классическое реше-

ние задачи

),(),()(
),(),(

2

2

2

2

txftxuxq
x

txu
t

txu
hh

hh +−
∂

∂
=

∂
∂

,

u
h
(0, t) = u

h
(1, t) = 0, u

h
(x, 0) = ϕ

h
(x),

u'
h,t

(x, 0) = ψ
h
(x), и ϕ

h
 – ϕ1 → 0, ψ

h
 – ψ1 → 0,

f
h
(x, t) – f(x, t)

L[QT]
 → 0  при h → 0, то и 

u
h
(x, t) – s(x, t))

L[QT]
 → 0 при h → 0.

Из леммы 5 следует устойчивость обобщённо-
го решения по исходным данным.
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