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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Ввиду перспективных приложений в последнее 

время активно изучается динамика электрооптиче-
ских систем на основе уравнения с запаздыванием 
Икеды [1] и его модификаций, содержащих более 
высокие производные [2]. Обсуждались условия, 
приводящие к неустойчивости равновесного ре-
шения [3], мультистабильность периодических 
состояний [4], динамический хаос [3], быстрые 
осцилляции на фоне медленных колебаний [5]. 
Указанные нелинейные явления изучались чи-
сленно и с привлечением теории релаксационных 
колебаний. 

В настоящей работе представлен анализ бифур-
каций, порождающих медленные колебания с пери-
одом, намного превышающим время запаздывания, 
и быстро осциллирующие решения. Особенностью 
модели является наличие малого параметра при 
производной. Для построения нормализованных 
уравнений в такой сингулярно возмущённой систе-
ме используется метод, разработанный в [6]. Ранее 
метод применялся в [7] для анализа динамики ла-

зерной системы с большим запаздыванием в цепи 
оптоэлектронной обратной связи и в [8] для модели 
лазера с оптической обратной связью и большим 
коэффициентом управления, что позволило обо-
сновать пространственно-временное представление 
динамики систем с запаздыванием. 

Будет показано, что система нормальных урав-
нений для модели электро-оптического осцилля-
тора также может быть записана в виде уравнения 
в частных производных (краевой задачи) для функ-
ции, зависящей от “медленного” и “быстрого” вре-
мени, причём по быстрой переменной выполняются 
условия периодичности. Нелокальные решения 
краевой задачи определяют в главном локальную 
динамику исходной системы с запаздыванием. 

Рассматривается модель электро-оптического 
осциллятора, предложенная в [3]:

2 2 2

2

cos ( ( ) ) cos ,

,

dx
z x x v

d

dz
x

d

 ε = − +β ζ − +ψ − ψ ζ

= −
ζ

         
(1) 

где x(ζ) — безразмерная переменная, описывающая 
напряжение на входе модулятора Маха–Зендера, 
β — коэффициент обратной связи, v — время запа-
здывания в цепи обратной связи, ε2 — коэффициент 
отсечки частоты. В [3] приводятся значения 
ε2 = 4 × 10–4 и v = 2 × 10–2 как типичные и соответ-
ствующие экспериментальным наблюдениям. По-
этому ε  и ν  естественно принять за малые поло-



ДОКЛАДЫ  АКАДЕМИИ  НАУК     том 484     № 1     2019

ГРИГОРЬЕВА, КАЩЕНКО22

жительные параметры:

 0 < 1,ε                                     (2) 

и ν ε= c , где значение c > 0  фиксировано. 
От системы (1) удобно перейти к уравнению 

второго порядка относительно x t( )  в окрестности 

нулевого состояния равновесия ( t
v

ζ
= — текущее 

время в единицах времени запаздывания): 
ε εc x x cx b x t

b x t x t b x t x t

− + + − +

+ − − + − −

1
1

2 3
2

= ( 1)

2 ( 1) ( 1) 3 ( 1) ( 11) ,+
     

(3) 

где  b1 = (2 )−β ψsin , b2 = (2 )−β ψcos , b3 =
2

3
(2 )β ψsin . В ка-

честве фазового пространства уравнения (3) фик-
сируем пространство C[ 1,0]

1
− . 

Локальная динамика уравнения (3) во многом 
определяется решениями линеаризованного в нуле 
уравнения, которому соответствует характеристи-
ческий квазиполином

 ε λ λ ε λ λc c b− + + −1 2
1= ( ).exp                       (4)

Расположение корней этого квазиполинома позво-
ляет получить информацию о поведении уравнения 
(3) с достаточно малыми начальными условиями. 

Характеристическое уравнение (4) имеет один 
корень с асимптотикой 

λ ε ε ε( ) = (1 ) ( ),1
1 2− − +−c b O                        (5) 

а вещественные части всех остальных корней при 

| | <11b   и ε → 0  — отрицательны и отделены от нуля 
при ε → 0. В этом случае существует локальное од-
номерное инвариантное устойчивое интегральное 
многообразие, на котором все решения (3) из неко-
торой достаточно малой и независящей от ε  окрест-
ности нулевого состояния равновесия стремятся 
к нулю при t → ∞. Если же | | >11b ,  то существует 
корень уравнения (4) с положительной и отделенной 
от нуля при ε → 0  вещественной частью. В этом 
случае задача о динамике уравнения (3) становит-
ся нелокальной. 

В разделе 2 будем рассматривать близкий к кри-
тическому случай 

b b b1 10
3/2

11=1 .+ +ε ε                           (6) 

Такое представление надкритичности связано с тем, 
что, как ниже будет показано, при определённом 
значении b10  возможны существенные изменения 
динамики. 

В разделе 3 будем изучать решения при b1 , близ-
ких к другому критическому значению:  

b b1
2

10= (1 ).− + ε                                (7)

В критических случаях (6) и (7) бесконечно мно-
го корней уравнения (4) стремится к мнимой оси 
при ε → 0 . Сформулируем соответствующий ре-
зультат.

У т в е р ж д е н и е  1 .  Пусть выполнено равенст-
во (6). Для всех тех корней λ ε± ( ) и λ εk k( ) ( = 1, 2, )   ± ±  ,

для которых Re  Reλ ε λ ε± → →( ) 0, ( ) 0k , имеют место 
асимптотические формулы 

λ ε ε ε ε± ± + −





 +( ) =

1

2

1

2
( ),10

3/2i c b c O              (8)

λ ε π ελ ε λ εk k kik O( ) = 2 ( ),1
2

2
3+ + +                 (9)

У т в е р ж д е н и е  2 .  Пусть выполнено равенст-
во  (7 ).  Тогда дл я  всех  корней  λ ε0( )  и  λ εk ( )  
( = 0 1, 2 )k , , ,± ±     для которых Re λ εk ( ) 0→ ,  имеют 
место формулы 

λ ε ε ε0
2( ) =

1

2
( ),− +c O                          (10) 

λ ε π ελ ε λ εk k ki k O( ) = (2 1) ( ),1
2

2
3+ + + +           

(11)λ π πk i k c c i k1
1 1= (2 1) ( (2 1)) ,− + − +− −  

λ π πk c i k c i k b2
2 1 2 2

10= (2 ) ( (2 1)) (2 1) 1− −+ + + + + +

+ + − +−c i k c i k2 2 1 2 3(2( (2 1)) ) ( (2 1)) .π π  

Отсюда следует, что в задаче об устойчивости 
нулевого состояния равновесия уравнения (3) реа-
лизуются критические случаи бесконечной размер-
ности. Методика исследования таких критических 
случаев разработана в [6]. Ниже применим её для 
уравнения (3).

2. НОРМАЛИЗОВАННЫЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ
В СЛУЧАЕ (6) 

Здесь предполагаем, что выполнено условие 
невырожденности b

2
 ≠ 0, ( 2 0)cos ψ ≠ , тогда 

               (12)

Обозначим через M( )ϕ  среднее на отрезке [0, 1] 
функции ϕ( )y : 

M y dy( ) = ( )
0

1

ϕ ϕ∫ .

Фиксируем затем произвольно вещественное зна-
чение v ≠ 0. Через Θv = Θv(ε) ∈ [0, 1) обозначим такую 
величину, которая дополняет до целого значение 
vvε−1/2. 



ДОКЛАДЫ  АКАДЕМИИ  НАУК     том 484     № 1     2019

МЕДЛЕННЫЕ И БЫСТРЫЕ КОЛЕБАНИЯ В МОДЕЛИ … 23

Введём в рассмотрение семейство краевых задач
∂
∂

∂
∂

+ + −−ξ
τ

ξ
ξ ξ ξ=

1

2
[ ( )],2 2

2

2 10 2
2 2v c

y
b b M          (13)

ξ τ ξ τ ξ( , 1) ( , ), ( ) = 0.y y M+ ≡                   (14)

Эти краевые задачи при определённых условиях 
играют роль нормальных форм: их нелокальная 
динамика определяет, при достаточно малых ε , 
поведение всех решений нелинейного уравнения (3) 
с начальными условиями из некоторой достаточно 
малой и не зависящей от ε окрестности нулевого 
состояния равновесия. Связь между решениями 
задачи (13) и уравнения (3) устанавливается следу-
ющей теоремой. 

Т е о р е м а  1 .   Пусть выполнено условие (6) и 

b c10 <
1

2
 или b c10 =

1

2
 и b11 < 0 . Пусть значение v  про-

извольно фиксировано и пусть краевая задача (13), (14) 
имеет ограниченное при τ → ∞, y ∈ [0, 1] решение ξ

0
(τ, y). 

Тогда уравнение (3) имеет асимптотическое по невязке 
с точностью до O( )3/2ε  решение x t0( , )ε , для которого 

                   (15)

Таким образом, в условиях этой теоремы для 
решений уравнения (3) характерны быстрые коле-
бания с частотами порядка O( )1/2ε−  и с амплитуда-
ми порядка O( )ε . 

Отметим, что при b c10 >
1

2
 и достаточно малых 

ε  задача о динамике (3) становится нелокальной: 
в малой и не зависящей от ε  окрестности нулевого 
состояния равновесия не существует аттрактора 
уравнения (3). Предположим теперь, что 

b c и b10 11=
1

2
> 0.                           (16)

В этом случае справедлива следующая 
Т е о р е м а  2 .  Пусть выполнено условие (16) и

ξ τ0( , )y  — ограниченное при τ → ∞, y ∈ [0, 1], решение 

краевой задачи (13), (14) (при b c10 =
1

2
 и  v — произволь-

но фиксировано). Тогда уравнение (3)  имеет асимпто-
тическое по невязке с точностью до O(ε5/4) решение 

, для которого

    (17)

где

A t b c a t

a c b c

( , ) = ( ) ( ( ) ),

( ) =
1

3
( 1) .

11
1 1/2

2
11

1 3/2

ε ε

ε ε β ε

−

−− −

cos

            
(18)

Из теоремы 2 следует, что при условиях (16)  
в уравнении (3) возникают медленные колебания 

с малой частотой порядка O( )1/2ε  и с амплитудой 
порядка O( )3/4ε , на которые накладываются быстрые 
колебания с частотой порядка O( )1/2ε−  и с меньшей 
амплитудой порядка O( )1ε .

З а м е ч а н и е  1 .  Параметр v в (13) произволен. 
Тем самым речь идёт о псевдоконтинуальном семей-
стве краевых задач. Отсюда можно сделать вывод 
о мультистабильности для уравнения (3).

2.1. Случай кубической нелинейности 
Здесь предполагаем, что выполнено условие (6) 

и в уравнении (3) 

b b b2 2 3= 0 ( = 2 ), =
2

3
.β ψcos   −               (19)

В этом случае уравнение (3) имеет асимптотическое 
по невязке с точностью до O( ε1 ) решение  

x t r i ct r it c y( , ) = [ ( ) ( ) ( ) ( ) ( , )] ,1/2ε ε τ ε τ ε ξ τexp exp+ − + +  

в котором динамика амплитуд r( )τ  и ξ τ( , )y , где 
τ ε= t  и y v tv= ( )1/2ε− + Θ , описывается системой нор-
мальных уравнений 

∂
∂

−





 − −

r
b c r

c
r r rM

τ
ξ=

1

2

1

2 2
| | ( ),10

2 2              (20)

∂
∂

∂
∂

+ − − + 
−ξ

τ
ξ

ξ ξ ξ ξ=
1

2

2

3
( ) 6 | | ,2 2

2

2 10
3 3 2v c

y
b M r     (21)

ξ τ ξ τ ξ τ ε( , 1) ( , ), ( ) = 0 ( = ).y y M t+ ≡          (22)

Таким образом, в данном случае колебательные 
компоненты решения с различными по порядку 
частотами могут иметь однопорядковые амплитуды.

2.2. О состояниях равновесия 
нормализованных краевых задач

Нулевое состояние равновесия в (13), (14) асим-
птотически устойчиво, если произвольный пара-
метр v2 > c2b

10
(2π2)–1 и не устойчиво при v2 < c2b

10
(2π2)–1. 

При условии v2 = c2b
10

(2π2)–1 в задаче об устойчивости 
нулевого состояния равновесия реализуется кри-
тический случай двойного нулевого корня с двумя 
группами решений. Положим в (13) 

v2 = c2b
10

(2π2)–1  + µγ,

где γ  — фиксированная постоянная, а 0 < µ   1. 
Тогда в малой окрестности нулевого состояния 
равновесия этой краевой задачи имеется двумерное 
устойчивое интегральное инвариантное многоо-
бразие, на котором (13), (14) можно записать в виде 
одного комплексного уравнения первого порядка — 
нормальной формы — вида 

∂
∂

+
w

s
w dw w= | |2σ .                        (23)
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Здесь σ π γ= 10

2
2− b

. Решения (23) и (13), (14) свя-

заны равенством

ξ τ µ π

π µ

( , ) = ( ( ) (2 )

( ) ( 2 )) ( ),

1/2y w s iy

w s iy O

exp

exp

+

+ − +                 (24)

где s = µτ , а зависимость от y — 2π-периодическая. 
Предположим сначала, что выполнено условие

 b
2
 ≠ 0.                                     (25)

Тогда для определения коэффициента d  получаем 

выражение d
b c

=
1

3
2

2

π








 . При условии γ < 0  все ре-

шения (кроме нулевого) уравнения (23) неограни-
чены при s → ∞ , а при γ> 0  в (23) нулевое состояние 
равновесия устойчиво и имеется семейство неу-
стойчивых состояний равновесия, заполняющих 

окружность � � w
d

  =
1/2

−







σ
. Следовательно, в слу-

чае (25) вывод о существовании устойчивых нену-
левых решений (13), (14) сделать не удаётся. 

Пусть вместо (25) выполнены условия 

b
2
 = 0,   b

3
 ≠ 0.                                   (26)

Тогда объектом исследования является система 

(20)—(22). Если  , то её нулевое 

решение асимптотически устойчиво, а при 

 — неустойчиво, и задача о ди-

намике становится нелокальной. При рассмотрении 
б л и зког о к  к ри т и че ском у с л у ч а я,  ког д а 

+γμ, на инвариантном много-

образии система (20)–(22) представима в виде нор-
мальной формы (23). Отметим здесь тот факт, что, 
в отличие от случая b

2
 ≠ 0, из состояния равновесия 

(20)–(22) могут бифурцировать устойчивые неод-
нородные периодические по y  решения, посколь-
ку значения Red могут быть отрицательными при 
определённых b2  и b3 .

3. НОРМАЛИЗОВАННЫЕ КРАЕВЫЕ  
ЗАДАЧИ В СЛУЧАЕ (7)

В случае (7) роль нормальной формы играет 
краевая задача с антипериодическими граничными 
условиями: 

    (27)

где через J w( )  обозначен оператор “интегри- 
р о в а н и я ” :  п р и  w y w ikyk

k

( ) = ( )
0

exp
≠

∑  и м е е м 

J w ik w ikyk
k

( ) = ( ) ( )1

0

−

≠
∑ exp . 

Нелокальная динамика задачи (27) определяет 
в главном локальное поведение решений исход-
ного уравнения (3) в соответствии со следующей 
теоремой.

Т е о р е м а  3 .  Пусть выполнено условие (7) и пусть 
краевая задача (27) имеет ограничение при t → ∞, 
y ∈ [0, 1] решение ξ

0
(τ, y). Тогда уравнение (3) имеет 

асимптотическое по невязке с точностью до O( )2ε  
решение x t0( , )ε , для которого  

x t t c t0 0
1( , ) = ( , (1 ) ).  ε εξ ε ε− −  

Отметим, что поскольку краевая задача (27) 
имеет антипериодические граничные условия, то 
осциллирующие решения u t0( , )ε  имеют период 
близкий к 2 (удвоенному времени запаздывания).

В случае большей надкритичности, когда в (7) 
вместо ε2

10b  имеем εb10 , т. е.

b b1 10= (1 ),− + ε                               (28)

нормальными формами являются краевые 

              (29)

зависящие от произвольного параметра v ≠ 0. Связь 
нелокальных решений (29) и решений (3) устанав-
ливается следующей теоремой. 

Т е о р е м а  4 .  Пусть выполнено условие (28) 
и пусть для некоторого фиксированного v ≠ 0 краевая 
задача (29) имеет ограниченное при τ → ∞, y ∈ [0, 1] 
решение ξ

0
(τ, y). Тогда уравнение (3) имеет асимпто-

тическое по невязке с точностью до O( )ε  решение

u t t v tv0
1/2

0
1/2( , ) = ( , ( ) ).  ε ε ξ ε ε− + Θ

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе построены в качестве нормализован-

ных уравнений семейства краевых задач, нелокаль-
ная динамика которых определяет динамику реше-
ний исходной системы с запаздыванием в малой 
окрестности состояния равновесия. Рассмотрены 
бифуркационные эффекты в нормальных урав-
нениях. Показано, что в зависимости от порядка 
надкритичности возможно появление быстрых или 
медленных колебаний, а также колебаний, главная 
часть которых является медленно осциллирующей, 
а добавка — быстро осциллирующей. Определены 
частоты и амплитуды колебательных составляю-
щих решений. 
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Нормализованные уравнения составляют се-
мейства, зависящие от произвольного параметра 
v, что может проявиться как мультистабильность 
решений. Эти выводы подтверждаются численными 
решениями исходной системы с различными на-
чальными условиями. Поскольку полученные нор-
мальные формы являются уравнениями в частных 
производных, то они могут служить обоснованием 
для пространственно-временного представления 
динамики оптоэлектронного осциллятора с за-
паздыванием.
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The local dynamics of an optoelectronic oscillator model characterized with feedback delay is investi-
gated. In the neighborhood of the zero equilibrium state, normalized equations are constructed, which 
are boundary value problems depending on the continuumal parameter. Such problems are used to de-
termine the asymptotic solutions of the original nonlinear system, mainly the frequencies and ampli-
tudes of the components, in the form of a combination of slow and fast oscillations.
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