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Рассматривается новое семейство многопара-
метрических функций h ( )( )

a
m x , а также обобщение 

ряда Кравченко–Котельникова [1–4] спектрами 
данных функций. Теорема Кравченко–Котельни-
кова представляет собой обобщение теоремы от-
счётов Уиттекера–Котельникова–Шеннона (УКШ) 
спектрами атомарных функций. В [1, 5, 6] показа-
на практическая эффективность применения ряда 
Кравченко–Котельникова в задачах восстановле-
ния многомерных сигналов, синтеза диаграммы на-
правленности антенны, реконструкции томографи-
ческих изображений. Ряд на основе спектров ато-
марных функций обладает быстрой сходимостью 
и по сравнению с рядом Котельникова, менее чув-
ствителен к эффекту усечения. Базисные функции 
построенного в работе обобщённого ряда являются 
кратными бесконечными произведениями растя-
нутых по аргументу базисных функций ряда Крав-
ченко–Котельникова. Построенные таким образом 
функции быстро затухают, вследствие чего увели-
чивается скорость сходимости разложений. 1
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y x b y bxa( ) [h ]( ).= ∗

В уравнении (1) ha x( )  – известная атомарная 
функция [2, 3]. Параметр b подчиняется неравен-
ству b > 1. Решение уравнения (1), удовлетворяю-
щее условию нормировки

 y x dx( ) ,=
−∞

+∞

∫ 1  (2)

найдём методом преобразования Фурье. Уравне-
ние (1) в частотной области имеет вид
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При выполнении условия (2) F(0) = 1. Получен-
ный спектр будем обозначать Fa b,
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Функция Fa b,
( ) ( )2 ω  является целой функцией экспо-

ненциального типа 1
1 1( )( )a b− −

. Обозначим реше-

ние уравнения (1) ha b x,
( ) ( )2 . Запишем представление 

функции ha b x,
( ) ( )2  через интеграл Фурье:
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Согласно теореме Винера–Пэли, полученная 
функция финитна:

supp h ( ) ( )( ) , ( )( ) .,
( ) a b x a b a b
2 1

1 1
1

1 1= −
− − − −


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
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Она бесконечно дифференцируема и является ре-
шением задачи о разложении единицы

ha b
k

x k ab
ab

,
( ) .2 2

2+( ) ≡
=−∞
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∑

Подобно функциям ha x( ), ha b x,
( ) ( )2  при некото-

рых значениях a и b равны константе на централь-
ном участке своего носителя:
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Свойство (3) имеет место, если выполнены не-

равенства a b a
a> > −

−
2 2 1

2, ( )   .

Положим h ( ) h ( )( )
a ax x1 ≡ . Рассмотрим набор 

параметров ak > 1, k = 1, 2, ..., m и обозначим 
a = (a1, ..., am). Функцию ha

( ) ( )m x  при m > 1, m∈, 
определим как решение уравнения

y x a a x t y t dtm a a
m

mm
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удовлетворяющее условию нормировки (2).
Спектр функции ha

( ) ( )m x  представляет собой 
m-кратное бесконечное произведение 
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В формуле (4) α – мультииндекс, α = (α1, ..., αm) 
причём αk ³ 1, k = 1, 2, ..., m. 

Носи тел ь бесконеч но д ифферен ц ируе-
мой финитной функции ha
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ОБОБЩЕНИЕ ТЕОРЕМЫ  
КРАВЧЕНКО–КОТЕЛьНИКОВА  

СПЕКТРАМИ ФУНКЦИЙ ha
( ) ( )m x

Т е о р е м а  1. Пусть спектр F(ω) функции f(x) яв-
ляется финитным с носителем supp F ( ) ,ω = −[ ]Ω Ω .  

Тогда функция f(x) может быть точно восстановле-
на по набору своих отсчётов по следующей формуле:

 f x f k F a a x km m
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где функции F m
a
( ) ( )ω  определяются формулой (4), 

шаг D удовлетворяет неравенству
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а параметры a1, ..., am таковы, что
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В частности, при m = 2 разложение (5) имеет вид

f x f k F ab x ka b
k

( ) ( ) ( ) ,,
( )= −



=−∞
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∆2 π

где ∆
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π 2 1 1
1 1

( )( )
( )( )
a b ab
a b

. Параметры a, b долж-
ны удовлетворять неравенствам a b a

a> > −
−

2 2 1
2, ( ) .  

Графики некоторых базисных функций разло-
жения (5) приводятся на рис. 1. 

Функции F a x F a x
a a

π π
∆ ∆( ) ≡ ( )( )1  обладают низким 

уровнем боковых лепестков по сравнению с функ-

цией sinc πx
∆



 


 . При увеличении числа параме-

тров происходит понижение уровня боковых ле-
пестков базисных функций (рис. 2).

П р и м е р . Рассмотрим применение разложе-
ния (5) в задаче интерполяции. 

Функция

f x
e x x x

e x
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−( ) + ( )
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имеет финитный спектр F(ω), supp F ( ) ,ω = −





1
2

1
2 .

Предположим, что нам известны значения 
функции f(x) в точках x = kD, где D – шаг, удов-
летворяющий условию (6). Поставим задачу ин-
терполяции значений функции в точках сетки 
x ll = ∆1,  l L L= − +2 1 2, ...,  с шагом ∆ ∆

1 2=  по извест-
ным отсчётам f k( )∆ . 

В примере рассмотрим сетку из L = 60 точек. 
Интерполяцию будем производить усечёнными 
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рядами с количеством слагаемых 2N в точках 
l k∆ ∆1 ≠

 f l f k l kN
k l N
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Согласно условию (6) при m = 2, a1 = 3, a2 = 5 
выберем шаг D = 0,785. Данный шаг позволя-
ет использовать разложения в ряд Котельнико-
ва и в ряд Кравченко–Котельникова при a = 3 
(разложение (5) при m = 1, a1 = a = 3). В табл. 1 
приведены значения абсолютной погрешности 
max | ( ) ( ) |
l Nf l f l∆ ∆1 1−  для различных значений 

числа N.
При применении формулы (9) с m = 2, a1 = 3, 

a2 = 5 получена меньшая погрешность по сравне-
нию с погрешностью аппроксимации усечённым 

рядом Котельникова и усечённым рядом Крав-
ченко–Котельникова для a = 3.

Покажем эффективность разложения (5) на 
основе функций F xm

a
( ) ( )  при m = 3. Положим 

D = 0,295. Рассмотрим (8), (9) для m = 1, 2, 3 и a1 = 
a2 = a3 = 5. Полученная при интерполяции абсо-
лютная погрешность приводится в табл. 2.

ОЦЕНКА ОШИБКИ УСЕЧЕНИя 
ОБОБЩЁННОГО РяДА

Положим в разложении (5) al = a, l = 1, 2, ..., m. 
Рассмотрим ошибку усечения εN t( )

 ε π
N a a

m

k N

m
t f k F a t k( ) ( ) ( ) ,,...,

( )= −







>
∑ ∆

∆
∆  (10)

имеющую место при приближении искомой 
функции f(t) усеченным рядом из 2N + 1 слагае-
мых. Справедлива следующая теорема об оценке 
величины (10).

Рис. 1. Базисные функции разложения (5) при различном числе параметров: а — функция F x3
1 3( ) ( )≠ , б – функ-

ция F x3 5
2 15,

( ) ( )≠ .

Рис. 2. Затухание базисных функций ряда Котельникова (кривая 1), базисных функций ряда Кравченко–
Котельникова при a = 3 (кривая 2) и базисных функций разложения (5) при m = 2, a1 = 3, a2 = 5 (кривая 3).



ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК том 484 № 4    2019 

БУДУНОВА и др. 408

Т е о р е м а  2 .  П у с т ь  N a>
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M f k
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1
,



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
где .   – целая часть числа.

Тогда ошибка усечения (10) удовлетворяет 
неравенству

    ε πν ν ν

ν
N

mC C C
mt Ma N
C

N
m m m

( ) .≤
−

+










+ − − −2 1
1

1 1 1  (11)

Доказательство формулы (11) в частном слу-
чае  m = 1 (ряд Кравченко–Котельникова) при-
ведено в [7]. 

ВЫВОДЫ
Построена новая формула точного представ-

ления функции с финитным спектром по её от-
счётам. Быстрая сходимость новых разложений 
подтверждается результатами численного экспе-
римента. При интерполяции усечённым рядом (5) 
с фиксированным числом слагаемых и числом па-
раметров m ³ 2 получена меньшая погрешность 
по сравнению с погрешностью интерполяции 
усечёнными рядами Котельникова и Кравченко–
Котельникова. Получена формула, позволяющая 

оценить ошибку усечения ряда (5) в случае выбора 
равных параметров. Оценка (11) стремится к нулю 
быстрее, чем N–r, где r – произвольное положи-
тельное число. Представленный в работе ряд мо-
жет найти применение в различных задачах циф-
ровой обработки сигналов.
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Таблица 1. Абсолютная погрешность интерполяции max | ( ) ( ) |
l Nf l f l∆ ∆1 1− , D = 0,785

N 1 2 5 10
Разложение (8) 2,68 ∙ 10–1 1,42 ∙ 10–1 4,33 ∙ 10–2 1,76 ∙ 10–2

Разложение (9), m = 1, a1 = 3 2,04 ∙ 10–1 4,36 ∙ 10–2 3,39 ∙ 10–3 1,34 ∙ 10–4

Разложение (9), m = 2, a1 = 3, a2 = 5 1,81 ∙ 10–1 2,62 ∙ 10–2 2,43 ∙ 10–4 5,52 ∙ 10–7

Таблица 2. Абсолютная погрешность интерполяции max | ( ) ( ) |
l Nf l f l∆ ∆− , D = 0,95

N 1 2 5 10
Разложение (8) 2,72  ∙  10–1 1,5 ∙ 10–1 5,99 ∙ 10–2 2,58 ∙ 10–2

Разложение (9), m = 1, a1 = 5 2,51 ∙ 10–1 1,09 ∙ 10–1 1,25 ∙ 10–3 1,55 ∙ 10–4

Разложение (9), m = 2, a1 = a2 = 5 2,29 ∙ 10–1 7,68 ∙ 10–2 3,83 ∙ 10–4 2,56 ∙ 10–5

Разложение (9), m = 3, a1 = a2 = a3 = 5 2,06 ∙ 10–1 5,12 ∙ 10–2 8,15 ∙ 10–5 1,31 ∙ 10–6
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New generalization of Kravchenko–Kotelnikov theorem by spectra of compactly supported infinitely 
differentiable functions ha

( )m x( ) is discussed. These functions are solutions of linear integral equations of 
special form. The spectrum of ha

( )m x( )  is a multiple infinite product of the spectra of atomic functions ha x( ) . 
dilated by the argument. Constructed generalized series has fast convergence. This property is confirmed by 
the presented truncation error bound formula and the results of a numerical experiment.
Keywords: atomic functions, generalized sampling theorem, truncation error.


