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В конце 80-х годов А. С. Немировский показал, 
что  вспомогательная  маломерная  оптимизация 
не улучшает теоретическую оценку скорости сходи-
мости оптимального метода первого порядка реше-
ния гладких выпуклых задач минимизации [1]. Од-
нако на практике ускоренные методы с одномерным 
поиском (в частности, методы сопряжённых гради-
ентов) обычно оказываются эффективнее своих 
аналогов  с  фиксированными  длинами  шагов 
в смысле числа итераций. Более того, подобные 
процедуры успешно применялись для решения не-
выпуклых задач оптимизации [2]. К сожалению, 
также хорошо известно, что прирост производитель-
ности за счёт использования процедур одномерного 
поиска значительно уменьшается из-за вычисли-
тельной сложности подобных процедур. В работе 
[3] было замечено, что для задач определённого вида, 
который  часто  встречается  при  решении  двой-
ственных задач, сложность выполнения шага одно-
мерного поиска практически совпадает со сложно-
стью выполнения обычного градиентного шага. Этот 

факт побуждает интерес к исследованию методов 
с одномерным поиском и их прямо-двойственности 
[4–8].

Рассмотрим задачу минимизации
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Решение этой задачи обозначим за x*. Будем пред-
полагать, что целевая функция дифференцируема, 
а  её  градиент  удовлетворяет  условию  Липшица 

с константой L: для всех x, y n∈�
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Опишем ускоренный метод с одним одномерным 
поиском AGM.

А л г о р и т м   1  AGM

Input: x0 = v0, L, N

Output: xN

1:  k = 0

2:  while k ≤ N - 1 do

3:  β β
β

k
k k kf x= + -

∈
argmin ( ( ))

[ , ]0 1
v v  
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8:  k = k + 1

9:  end while

Основным отличием данного алгоритма от из-
вестных похожих ускоренных градиентных методов 
[4, 10, 11] является выбор шага в строке 3. Преды-
дущие алгоритмы использовали фиксированную 

длину шага (например, βk
k

k
=

+ 2
).

Вместо шага 5 могут быть использованы различ-
ные правила выбора шага, такие как правило Ар-
михо [2] и его современные аналоги (как в универ-
сальном быстром градиентном методе [12]). Версия 
метода, использующая для выбора шага точный 
одномерный поиск, будет называться ALSM.

А л г о р и т м   2  ALSM

Input: x0 = v0

Output: xN

1:  k = 0

2:  while k ≤ N - 1 do
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9:  k = k + 1
10:  end while

Сформулируем основные теоретические резуль-
таты для данных методов.

Те о р е м а   1. Для обоих методов AGM и ALSM
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Если f(x) выпукла, то для обоих методов
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где R x x= -|| ||*
0

2.

Функция f(x) называется g-слабо-квазивыпуклой 

(где g ∈( , ]0 1  ), если для всех x n∈�

  g( ( ) ( )) ( ), ,* *f x f x f x x x- ≤ 〈∇ - 〉 

g-слабо-квазивыпуклые функции являются унимо-
дальными, но в общем случае не являются выпу-
клыми. Если f(x) g-слабо-квазивыпукла, то можно 
рассмотреть метод AGM со следующей процедурой 
рестартов: как только
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объявить x xi i
N

+ =1
0  и перезапустить метод.

Те о р е м а   2. Если f(x) g-слабо-квазивыпукла, 
то для методов AGM и ALSM с вышеописанной про-
цедурой рестартов верно
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точек, которые генерирует метод по ходу всех за-
пусков.

Заметим, что метод SESOP [3] может быть при-
менён к g-слабо-квазивыпуклым задачам и имеет 
оценку скорости сходимости
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c R x x= -|| ||0
2* ,  но требует решения трёхмерной 

(возможно, невыпуклой) задачи на каждой итера-
ции. Напротив, описанный в данной работе метод 
AGM требует лишь решения задачи минимизации 
на отрезке.

Теперь рассмотрим выпуклую задачу вида
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Az

→
=0

  (1)

В этом случае можно построить двойственную задачу 
минимизации
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Согласно теореме Демьянова—Данскина ∇ =f x( )  
= Az x( ). Предположим, что f(x) m-сильно выпукла. 
Тогда ∇f x( ) удовлетворяет условию Липшица с кон-

стантой L
A= λ

m
max( )

. Применим к задаче (1) наши 

методы с x0 0 0= =v . Определим
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Те о р е м а   3. Для методов AGM и ALSM
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Рассмотрим  класс  задач,  в  котором  целевая 
функция f(x) не обязательно гладкая, и будем обо-
значать за ∇f x( ) некоторый её субградиент. Предпо-
ложим, что ∇f x( ) удовлетворяет условию Гёльдера: 

для всех x y n,   ∈�  и некоторого ν ∈[ , ]0 1 

  || || || ||∇ - ∇ ≤ -f y f x M x y( ) ( ) .2 2ν
ν

Для решения данного класса задач можно предло-
жить следующий метод ULSM.

А л г о р и т м   3  ULSM

Input: Начальная точка x0 = v0, точность e 

Output: xN 

1:  k = 0

2:  while k ≤ N - 1 do 
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9:  k = k + 1

10:  end while

Заметим, что в отличие от других универсальных 
методов [12, 13] данный метод не требует оценива-
ния требуемой длины шага во внутреннем цикле. 

Это приводит к несколько лучшей оценке скорости 
сходимости и в среднем меньшему числу обращений 
к оракулу за итерацию.

Те о р е м а   4. Если f(x) выпукла и её субградиент 
удовлетворяет условию Гёльдера, то верно
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т.е. решение с точностью e генерируется методом 
за число итераций
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где R x x= - ∗|| ||0 2.

Отметим,  что  если  рассматриваемая  задача 
сильно выпукла с известной константной m, то рас-
смотрение оценивающей последовательности
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приводит к аналогам вышеописанных методов, оп-
тимальных (с точностью до мультипликативной 
константы) в классе сильно выпуклых задач.

Источник финансирования. Исследование выпол-
нено за счёт гранта Российского научного фонда 
(проект 18–71–10108).
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In this paper a new variant of accelerated gradient descent is proposed. The proposed method does not require 
any information about the objective function, uses exact line search for the practical accelerations of convergence, 
converges according to the well-known lower bounds for both convex and non-convex objective functions and 
possesses primal-dual properties. We also provide a universal version of said method, which converges according 
to the known lower bounds for both smooth and non-smooth problems.

Keywords: accelerated gradient descent, line-search, primal-dual methods, convex optimization, nonconvex 
optimization.

ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК том 485 № 1 2019

18  ГУМИНОВ и др.


