
142

1. В в е д е н и е. Рассматривается уравнение

 �x f x= ( ), (1)

где x n∈R , функция f(x) удовлетворяет условию Лип-
шица

 || || || ||f x f x L x x( ) ( )′ − ′′ ≤ ′ − ′′  (2)

с произвольной векторной нормой.

Пусть x t x t x tn( ) ( ( ), ..., ( ))= 1    — решение уравне-

ния (1), tk
i , i = 1 2, , ...,   — последовательные экстре-

мумы компоненты x tk ( ), δk
i

k
i

k
it t= −+1 , k = 1, 2, ... 

..., n, —  расстояния между ними. Теорема 1 данной 

работы даёт точную нижнюю границу δ p
* =

L
 вели-

чин δk
i .

Заметим, что начиная с классических результатов 
Штурма имеется обширная литература, посвящён-
ная нулям решений дифференциальных уравнений. 
При этом обычно рассматриваются уравнения с осо-
бой точкой x = 0 (так что нули решений характери-
зуют колебания системы относительно положения 
равновесия).

Для автономного уравнения (1) при отсутствии 
особой точки нули решений зависят от произволь-
ного выбора начала координат и поэтому не пред-
ставляют интереса. Напротив, точки экстремумов 

tk
i  инвариантны относительно сдвига координат. 

Нижняя граница величин δk
i  указывает наименьшее 

расстояние между соседними минимумами и мак-
симумами и, таким образом, характеризует колеба-
ния решений относительно их средних значений. 
Тем не менее такая задача, по-видимому, ранее 
не рассматривалась в литературе.

Во второй части сообщения с помощью указан-
ной выше оценки найден минимальный период 
решений x t x t T( ) ( ) const= + ≠  системы (1), (2). 
В отличие от предыдущей такая задача рассматри-
валась достаточно детально. Первая точная оцен- 
ка [1]

 T
L

≥ 2p
 (3)

получена для системы (1), (2) с евклидовой нормой. 
Для уравнения

 x f x xr n( ) ( ), ,= ∈   R � (4)

с той же нормой оценка (3) принимает вид [2]

 T
L r

≥ 2
1

p
/ . (5)

Для уравнения (1) в общем банаховом простран-
стве точная граница периодов равна [3]

 T
L

≥ 6
. (6)

В связи с различием оценок (3) и (6) в [4] постав-
лена задача о минимальном периоде в пространстве 
Rn для норм, отличных от евклидовой. Для уравнения 
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(4) с чётным r общее решение такой задачи получено 
в [5], где доказано, что неравенство (5) является точ-
ным для любой векторной нормы (там же утвержда-
ется, что такой же вывод справедлив и при r = 1, од-
нако приведённое доказательство содержит ошибку). 
Строгое доказательство справедливости оценки (3) 
для любой нормы в Rn найдено в [6]; ниже оно по-
лучено (теорема 2) как прямое следствие теоремы 1.

2. О с н о в н ы е  р е з у л ьт а т ы. Следующая тео-
рема даёт нижнюю оценку расстояний между экс-
тремумами решения x(t).

Те о р е м а  1. В системе (1), (2) величины δk
i = 

= −+t tk
i

k
i1  удовлетворяют неравенству

 δ δ p
k
i

L
≥ =* . (7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Как известно, функция y(t) = 
= �x t( ) является решением уравнения в вариациях

� �y A t y= ( ) , (8)

где A t f x tx( ) ( ( ))= . При этом подчинённая норма 
матрицы A(t)

 || || || ||
|| ||

A t A t y L
y

( ) sup ( ) .= ≤
=1

 (9)

Без ограничения общности полагаем в (7) k = 1 

и t1
1 0= , тогда

 y y x x1 1 1
1

1 1 1
10 0 0( ) ( ) ( ) ( ) .= = = =δ δ� �  (10)

При фиксированном t представим (8) в виде 

�
�

y Sy S s s
y

y
k nk k

k

k

= = = =, diag[ ], , , , ..., .      1 2  (11)

Так как подчинённая норма матрицы является 
согласованной, то для любого y

 || || || || || |||| || || ||Sy Ay A y L y= ≤ ≤ . (12)

В силу  диагональности матрицы S

 || || || ||  | |Sy s y s s
k

k≤ =* *, max . (13)

Пусть | |s si = *, тогда равенство в (13) достигается, 
если yk = 0 при k ≠ i. При этом | | || ||y yi = , поэтому 
из (12) и (11) имеем s L* ≤  и | | | / ( |s t y t y t L1 1 1( ) ( ) ) .= ≤�  
Следовательно,

 F y

y t dt

y t dt

L( )

( )

( )

.1

1
2

0

1
2

0

2

1
1

1
1= ≤
∫

∫

�
δ

δ
 (14)

Как известно, при условии (10) и δ p1
1 =  минимум 

функционала F y( )1  равен единице. Поэтому нера-
венство (7) следует из (14). Теорема доказана.

Равенство в (14) имеет место при y t Lt1( ) sin .=  
Поэтому оценка (7) достигается на уравнении �x Ax=  
с постоянной матрицей A, || ||A L=  и собственным 
значением λ1 = iL. Соответствующий блок в её жор-
дановой форме

 J
L

L
= −







0
0

.

Ему отвечает уравнение

 �x Jx= . (15)

Из определения (13) подчинённой нормы следует, 
что равенство || ||J L=  имеет место, если

 
x
x

x
x

2

1

1

2− = . (16)

При этом оценка (7) достигается на решении 
x Lt1 = cos  уравнения (15). Условие (16) выполняется, 
если норма инвариантна относительно перестановки 
индексов, что является типичным для общеприня-
тых норм.

Пусть теперь x t( ) const≠  —  T-периодическое ре-
шение системы (1), (2).

Те о р е м а  2. Период T удовлетворяет неравенству

 T
L

≥ 2p
. (17)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Без ограничения общности 
полагаем

 x x T x t1 10( ) ( ) min ( ),= =  

 x x t1 1
1( ) max ( ),δ =  δ1

1 0∈( , ). T

В силу теоремы 1

 δ p
1
1 ≥

L
, T

L
− ≥δ p

1
1 ,

откуда следует неравенство (17). Теорема доказана.

При условии (16) оценка (17) также достигается 
на решениях уравнения (15).
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Solutions x(t) of the Lipschitz equation x = f(x) with an arbitrary vector norm are considered. It is proved that the 
sharp lower bound for the distances between successive extremums of xk(t) equals p/L where L is the Lipschitz 
constant. For non-constant periodic solutions, the lower bound for the periods is 2p/L. These estimates are 
achieved for norms that are invariant with respect to permutation of the indices.
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