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Тема исследования —  вывод метрических свойств 
поверхностей-графиков на сублоренцевых структу-
рах произвольной глубины с многомерным време-
нем. Основа для построения таких структур — хо-
рошо известная геометрия Минковского (см., на-
пример, [1] и цитируемые авторами литературные 
источники). Отличительной особенностью является 
то, что квадрат расстояния вдоль одного из направ-
лений (называемого временным) всегда отрицате-
лен. Работы по исследованиям неголономных об-
общений геометрии Минковского и их применениям 
появились относительно недавно [2–5]. Кроме того, 
изучаются структуры и с многомерным временем 
[6, 7]. Недавно были установлены новые результаты 
для частного случая сублоренцевых структур с мно-
гомерным временем: доказана формула площади 
для графиков, построенных по отображениям дву-
ступенчатых групп, выведены достаточные условия, 
чтобы поверхность-график была пространственно-
подобной, и получены аналитические и геометри-
ческие свойства максимальных поверхностей [8, 9]. 
В данной работе снимается ограничение на глубину 
образа и прообраза отображения, по которому стро-
ится график. Кроме того, сублоренцева структура, 
как и понятие пространственноподобной поверх-
ности, описывается в самом общем случае. Основ-
ной результат —  формула адаптированной площади 
для пространственноподобных поверхностей-гра-
фиков.

Введём необходимые для формулировки ос-
новных результатов определения и перечислим ак-
туальные результаты.

О п р е д е л е н и е  1  (см., например, [10]). Н и л ь -
п о т е н т н о й  г р а д у и р о в а н н о й  г р у п п о й  (Ли) 
называется связная односвязная стратифицирован-
ная группа Ли G, алгебра Ли V которой градуиро-

вана, т. е. представляется в виде V V
k

M

k= ⊕
=1

, 

[ , ] ,V V Vk k1 1 ⊂ +  [ , ] { },V Vk M = 0  k = 1, 2, ..., M - 1.
О б о з н а ч е н и е  1. Обозначим топологическую 

размерность группы G символом N, базисные век-
торные поля —  X1, ..., XN, хаусдорфову размерность —  
n и положим n Vi i= dim , i = 1, 2, ..., M. Для группы 
G будем использовать те же обозначения только 
со знаком “ ”.

О п р е д е л е н и е  2. Если базисное поле Xl принад-
лежит Vk, то его с т е п е н ь  deg Xl равна k, l = 1, 2, ...  
..., N, k = 1, 2, ..., M.

Согласованное с субримановой структурой рас-

стояние определяется для w w Xi i
i

N

=





=
∑exp ( )

1

v  как 

d w w
i N

i
X i

¥( , ) max
,...,

deg | |v = { }
=1

1

.

О п р е д е л е н и е  3. Пусть G G U, ,  ⊂  где U —  
нильпотентная градуированная группа топологиче-
ской размерности N N+  , G G∩ = = 0 ( , ),0 0  поля 
X1, ..., XN,  

X X N1, ...,   определены на всей группе U 
и составляют её базис, Ω ⊂ G —  открытое множе-
ство, и j: Ω → G. О т о б р а ж е н и е - г р а ф и к  jG 
сопоставляет каждой точке x ∈ Ω элемент

 j jG( ) exp ( ) ( ),x x X xj j
j

N

=










=
∑ 


1

где { }j j j
N

=1

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 j j( ) exp ( ) ( )x x Xj j
j

N

=










=
∑  


1

0 .

З а м е ч а н и е  1. Случай U G G= ×   является 
частным для описанного в определении 3. Ком- 
мутаторы вида [ , ]X Xi j   могут быть нетривиаль- 
ными.

О п р е д е л е н и е  4. Пусть u ∈G. Отображение 

θu N i i
i

N

w w w w X u:   ( , ..., ) exp ( )1
1

 =





=
∑  называется 

с и с т е м о й  н о р м а л ь н ы х  к о о р д и н а т  относи-
тельно u. В этом случае набор ( , ..., )w wN1    называется 
н о р м а л ь н ы м и  к о о р д и н а т а м и  точки w отно-

сительно u (в базисе { }X i i
N
=1).

О п р е д е л е н и е  5  (см., например, [11]). Пусть 
G и G —  нильпотентные градуированные группы 
Ли, E ⊂ G, y: E → G, и функция   d: y( )E × → +G  
равна нулю только на одинаковых элементах и сим-
метрична. Будем говорить, что y п о л и н о м и -
а л ь н о  h c - д и ф ф е р е н ц и р уе м о  в (предельной) 
точке x E∈  относительно d, если существует ото-
бражение x : G G→   такое, что

1) d( ( ), ) ( ( , )),y w w o d x wx   〈 〉 = ¥  E  w → x;

2) x x x xw L w( ) ( ),( )= -θ θy   1  где Lx полиноми-

ально зависит от w wN1, ...,  , а exp ( )w X x wi i
i

N

=
∑







=

1

.

Напомним основные результаты статьи [11] о су-
ществовании внутренних базисов, которые позво-
ляют переносить субриманову структуру с прообраза 
на образ нелипшицевых отображений и тем самым 
сохранять хаусдорфову размерность.

Те о р е м а  1  [11]. Пусть G G U, ,  ⊂  где U —  ниль-
потентная градуированная группа топологической 
размерности N N+  , G G∩ = = 0 ( , ),0 0  а Ω ⊂ G —  
открытое множество. Пусть ещё j: Ω → G имеет 

гладкость 
max{ , }M M p

p

  + -









1
 по переменным сте-

пени p, p = 1, 2, ..., M. Тогда для любого x ∈ Ω суще-

ствует базис { , ..., , , ..., }x x
N

x x
NX X X X1 1      
  такой, 

что множество

 ̂ ( )( ( ˆ ( ))( ) Box( , ) )( ) ( ) diaga D D x x x rx x Pθ θ jj j
 G G G

- 〈 〉1  

совпадает с ˆ ( ) Box( , )D x x rPjG 〈 〉 . Здесь θjG( )x  —  ото-
бражение нормальных координат в исходном базисе, 
θjG( )x  —  аналогичное отображение в новом базисе, 
а для отображения x символ Ddiagx обозначает блочно-
диагональную часть дифференциала Dx, состоящую 

из блоков размерностей ( )n n ni i i+ × , i = 1, 2, ...  
..., max{ , }M M  .

Результат теоремы 1 справедлив для графиков 
как контактных (т.е. таких, что образ горизонталь-
ных полей горизонтален), так и гёльдеровых ото-
бражений (в рассматриваемом случае это класс ото-
бражений, удовлетворяющих условиям теоремы 1, 
которые в общем случае не переводят горизонталь-
ные поля в горизонтальные).

Опишем теперь сублоренцеву структуру на U. 
Поскольку на таких структурах существуют направ-
ления, квадрат длины вдоль которых отрицателен, 
то разобьём в описании базисные векторные поля 
по этому признаку на “положительные” и “отрица-
тельные”. Положим {X1, ..., XN, X1, ...,  X N } = {Y1, ...  

..., Y
N̂

 }, где N̂ N N= +  . Кроме того, пусть алгебра 

Ли V̂  на U равна ̂ ˆ ,

ˆ

a V
k

M

k⊕
=1

 где ˆ max{ , },M M M=    и каждое 

V̂k состоит из полей, входящих в Vk и Vk. Далее пусть 
ˆ span{ ˆ , ˆ },V V Vk k k= + -  где V̂k

- совпадает с линейной обо-
лочкой поднабора или полного набора базисных 

полей, входящих в Vk, а множества V̂k
+ и V̂k

- не пере-

секаются, k = 1, 2, ..., M̂ .

Поскольку во внутреннем базисе дифференциалы 
полиномиальных субримановых дифференциалов 
имеют блочно-диагональный вид в силу теоремы 1, 
где каждый блок состоит из единичной матрицы 

размерности ni и либо ( )n ni i× -блока ̂ ( ˆ ) ,aD DP V Vi i
j   мат-

рицы ̂ ( ˆ )aD DPj  (здесь и далее, так как рассматривается 

адаптированный базис, под ̂ ( ˆ )aD DPj  понимается 
блочно-диагональная часть дифференциала, т.е. 

ˆ ( ˆ )diagaD DPj ), либо ( )n ni i× -блока ̂( ˆ ) ,a D V Vi i
j   матрицы 

ˆ ,Dj  то, перегруппируя при необходимости поля 
в образе, представим эти блоки как объединение 

частей ̂ ( ˆ ) ,aD DP V Vi i
j+

  и ̂ ( ˆ ) ,aD DP V Vi i
j-

  (соответственно  

(̂ ˆ ) ,a D V Vi i
j+

  и ̂( ˆ ) ,a D V Vi i
j-

 ), где “минусовые” части состоят 

из строк, соответствующих полям из V̂i
-, i = 1,  

2, ..., M .

Приведём определения сублоренцевых рас-
стояния и меры сразу для внутреннего базиса. 
В определениях 5 и 6, свойстве 1, а также лемме 1 

и теореме 2, положим (xY1, ..., x
N

Y ˆ ) = (xX1, ..., xNN,  
x x

NX X 
1, ..., )  .

О п р е д е л е н и е  5  (ср. [12]). Пусть w =  

ˆ exp ( )
ˆ

==










=
∑w Yi

x
i

i

N

1

v . Определим величину x wd2
2( , ) v  

следующим образом:
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 ̂ ( , ) max sgn
,..., ˆ

: ˆ : ˆ
a w y yx

k M
j

j Y V
j

j Y Vj k j k

d2
2

1

2 2 v = -
= ∈ ∈+ -

∑ ∑








×

 ˆ .
: ˆ : ˆ

/
a y yj

j Y V
j

j Y V

k

j k j k

× -




∈ ∈+ -
∑ ∑ 2 2 1

Множество { ( , ) }w w rx∈ <U:  d2
2 2v  называется 

ш а р о м  о т н о с и т е л ь н о  x d2
2  р а д и у с а  r > 0 

с  ц е н т р о м  в  т о ч к е  v и обозначается символом 
x rBox ( , )2

d v  .

З а м е ч а н и е  2. При отображении θv
-1 шар 

x rBox ( , )2
d v   переходит в декартово произведение 

множеств

 

ˆ ( , ..., ) sgn
: ˆ : ˆ

a y y y ys s n n j
j Y V

j
j Y V

k k k k

j k j k

+ + +
∈ ∈+ -

∑ ∑-1
2 2  :  









×

× - < 



=
∈ ∈ =+ -

∑ ∑    y y r s nj
j Y V

j
j Y V

k
k l

lj k j k

2 2 2

: ˆ : ˆ
,

11

1

1 0 1 2

k

ln

s k M

-

∑ +

= =

 ,

, , , ..., ˆ .      

Прежде чем определить понятие внутренней 
меры на поверхностях-образах, сформулируем тре-
бование на свойства (полиномиального) субрима-
нова дифференциала j.

П р е д п о л о ж е н и е  1. Пусть выполнены 

условия теоремы 1. Длины строк ̂ ( ˆ ) ,aD DP V Vj j
j 

-  (для 

гёльдеровых в субримановом смысле отображений) 

и ̂( ˆ ) ,a D V Vj j
j 

-  (для контактных отображений) не пре-

восходят величину 
1

dim
,

V
c

j

-  c > 0, j = 1, 2, ... 

..., min{ , }M M  . Здесь D̂j —  hc-дифференциал кон-
тактного отображения [13].

С в о й с т в о  1. Предположение 1 обеспечивает 
свойство пространственноподобия для поверхности 
jG Ω( ): иными словами, как и в случае двуступенча-
тых сублоренцевых структур [8], для всех v ∈ jG Ω( ) 

локально такая поверхность будет лежать вне мно-
жества

 

ˆ exp ( )
ˆ

: ˆ : ˆ

a w w Y

y y

i
x

i
i

N

j
j Y V

j
j Y Vj k j k

=
















=

=

∈ ∈

∑

∑
+

1

2 2

v :

--
∑ =






, , , ..., ˆ    k M1 2

за исключением точки v ∈ jG Ω( ).
О п р е д е л е н и е  6  (ср. [12, 14]). Пусть 

S = jG Ω( ).  Значение а д а п т и р о в а н н о й, или 

в н у т р е н н е й ,  м е р ы  G
n для подмножеств S вы-

числяется по формуле

 G
n

δ

nω( ) lim infdimA rV
j

M

i
i

j
=





→= ∈
∏ ∑

01 

:

 j δG
-

∈
⊃ ∈ <







1

2
( )Box ( , ) , , .x

i i
i

i i
i x r A x A rd    


∪

Для вывода основного результата важно следу-
ющее свойство внутренней меры.

Л е м м а  1 . Функция множества Φ: S → , задан-
ная как

 Φ G:   A A где A S n( ), ,⊂

обладает следующими свойствами:

1) она абсолютно непрерывна относительно n 
на G;

2) она аддитивна на удалённых шарах.

Основной результат сообщения —  следующая

Те о р е м а  2. Пусть выполнены условия теоремы 1. 

Тогда для отображений-графиков и n =
=

∑ n kk
k

M

1

 спра-

ведлива формула площади

 J H H( , ) ( ) ( ),
( )

j n n

j
G

Ω
G

ΩG

 x d x d y∫ ∫=

где якобиан равен

 ˆ det( ( ˆ ) ( ) ( ˆ ) ( ) ( ˆ ),
*

, ,a E D D x D D x D Dn P V V P V V P Vj j j j j j
+ -+ + -j j j   VV P V V

j

M

j j j
x D D x*

,( ) ( ˆ ) ( ))j-

=
∏ 

1

для графиков гёльдеровых отображений и

 ˆ det( ( ˆ ) ( )( ˆ ) ( ) ( ˆ ) ( ),
*

, ,
*a E D x D x D xn V V V V V Vj j j j j j j

+ -+ + -j j j   (( ˆ ) ( )),D xV V
j

M

j j
j-

=
∏ 

1

для графиков контактных отображений.
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For graph mappings constructed from sufficiently smooth mappings of nilpotent graded groups, we prove area 
formula on sub-Lorentzian structures of arbitrary depth with multi-dimensional time.

Keywords: nilpotent graded group, intrinsic basis, Hölder mapping, sub-Lorentzian structure, multi-dimensional 
time, graph mapping, surface area.
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