
263

В настоящей работе изучено асимптотическое 
поведение при e → 0 решения ue краевой задачи для 
уравнения Пуассона с быстро меняющимся типом 
граничных условий, заданных на части границы 

области W ⊂ n, n ≥ 3. Аналогичная задача для n = 2 
изучена в [1]. Предполагается, что на подмножествах 

диаметра a Ce
ae= 0 , где C0 — ​некоторая положитель-

ная константа, a > 1, расположенных e-периодиче-
ски на границе G W1 1 0≡ ∂ ∩ ={ },x   задано нелиней-

ное условие Робина вида ∂ + =−
n e

b
ee su u( ) ,0  b ∈, 

а на остальной части границы G1 задано однородное 
условие Неймана. Таким образом, рассматриваемая 
задача содержит два параметра: a и b, различные 
соотношения между которыми приводят к различ-
ным асимптотическим поведениям решения. Здесь 
рассматривается случай, когда параметры прини-
мают так называемое критическое значение: a = b = 

= −
−

n

n

1

2
. При этих значениях параметров усреднённая 

задача содержит новое нелинейное краевое условие. 
В работе построена усреднённая модель и доказана 

слабая в H 1
2( , )W G   сходимость решения ue исходной 

задачи к решению u0 усреднённой задачи.

Усреднению краевых задач с быстро меняющимся 
типом граничных условий посвящено много статей, 
см., например, [2–5] и имеющуюся там библиогра-
фию. Мы также упоминаем работы, в которых ана-
логичная задача была изучена для перфорированных 

областей с нелинейным краевым условием типа 
Робина, заданным на границе полостей, см. [8–14].

Пусть W  — ​ ограниченная область в + ≡n  

≡ ∩ >n x{ },1 0  n ≥ 3, с кусочно-гладкой границей 
∂W, состоящей из двух частей G1 и G2, более того, 

G W1 1 0= ∂ ∩ ∈ = ≠{ } .x xn :   f  Пусть g0 — ​область 
с гладкой границей на плоскости x1 = 0, такая что 

g 0 1 0
1

2
2⊂ ∈ = < ≤ ≤








x x x j nn
j :    | |  , , .   Опреде- 

лим множество δ δB x x B= ∈−{ },:  1  δ > 0.

Пусть

	 
 
∪ ∪g g e ge e e= + =
∈ ′ ∈ ′

( ) ,a z
z

j

z
0 � (1)

где ′  — ​множество векторов вида z z zn= ( , , ..., )0 2       

с целыми координатами zi,  i = 2, 3, ..., n,  a Ce
ae= 0 , 

a = −
−

n

n

1

2
,  C0 > 0.

Определим множество ge как объединение таких 

множеств g ge e
j ⊂  , что g e

j ⊂ G1 и ρ g ee( , ) ,∂ ≥G1 2  j  т. е.

	 g ge e
e

=
∈

j

j ϒ
∪ ,

где ϒ Ge eρ g e= ∈ ′ ∂ ≥{ , ( , ) }.j j    1 2  Заметим, что | |ϒe ≅ 

≅ −d ne1 , где d = >const 0.

Рассматривается краевая задача
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где f L∈ 2( ).W  Предполагается, что функция s: 
 →  — ​непрерывно дифференцируема и удовле-
творяет условиям: s( )0 0=  и существуют положи-
тельные постоянные k1, k2, такие что

	 k u k u1 2≤ ′ ≤ ∀ ∈s ( ) .    � (3)

Следовательно, имеем

	 k u u u k u u1
2

2
2≤ ≤ ∀ ∈s( ) .   

Под обобщённым решением задачи (2) будем 

понимать функцию u He ∈ 1
2( , ),W G   удовлетворя-

ющую интегральному тождеству

	 ∇ ∇ + ′ =∫ ∫ ∫−u dx u dx f dxe
b

e
g

j e s j j
eW W

( ) ,� (4)

где j  — ​ произвольная функция из  H 1
2( , ),W G   

′ =x x xn( , , ..., ).0 2       Через H 1
2( , )W G   обозначено за-

мыкание в H 1( )W  бесконечно дифференцируемых 
функций в W, обращающихся в нуль в окрестности 
границы G2.

Известно, что задача (2) имеет единственное 

обобщённое решение u He ∈ 1
2( , )W G  .

Полагая в интегральном тождестве (4) в качестве 
пробной функцию j = ue и  используя неравен-
ства (3), получим оценки

	 || ||     || ||∇ ≤ ≤−u K u KL Le
b

e ge
e2 2

2
( ) ( ), ,W � (5)

здесь и далее предполагается, что константа K не за-
висит от e.

Из полученных оценок следует, что существует 
подпоследовательность (сохраним за ней обозна-
чение исходной), такая что при e → 0 имеем

	
u u H
u u L

e

e

→
→

0
1

2

0 2

 слабо в   
 сильно в 

( , ),
( ).
W G
W

� (6)

В силу монотонности функции s(u) имеем, что 
ue удовлетворяет интегральному неравенству для 

произвольной функции j ∈ H 1
2( , )W G  :

	

∇ ∇ − + − ′ ≥

≥ −

∫ ∫

∫

−j j e s j j

j

e
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e
g

e

e

( ) ( )( )

( ) .

u dx u dx

f u dx

W

W

�
(7)

Через Tr(x) обозначим шар в Rn радиуса r с цент- 

ром в точке x. Пусть P jj
e e= , j ∈ ′ , тогда определим 

T T Pj j
e e e/ / ( ).4 4=  Для произвольного множества A ⊂ 

⊂ n  положим A x A x+ = ∈ >{ | },1 0  A x A− = ∈{ |   
x1 < 0} и A x A x0

1 0= ∈ ={ | }.

Пусть w u x H T Tj j j
e e e( , ) (( ) , ( ) ),/ /   ∈ ∂+ +1

4 4  j ∈ ϒe — ​
обобщённое решение краевой задачи
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где u ∈ — ​параметр.

Определим функцию

	 W u x
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j j
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Л е м м а  1. Для We, определённой в (9), справедливы 
оценки
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Следовательно, при e → 0 по некоторой подпо-
следовательности имеем

	
W H
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e

e
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2

2

 слабо в   
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( , ),
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Пусть ˆ( , )w u y   — ​решение задачи
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где u ∈ — ​параметр.
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Рис. 1. Область W, множество ge.
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Обозначим через C — ​пространство функций 

j ∈ +C n¥( ),   для которых существует R > 0, такое 

что j ≡ 0 вне ( ) ,TR
+  где TR — ​шар радиуса R с центром 

в начале координат.

Для функций из данного пространства справед-
ливо неравенство типа Гальярдо—Нирeнберга—Со-
болева.

Л е м м а  2. Пусть j ∈C , тогда

	 || || || ||j j
L Ln nK

2 2* ( ) ( )
,

 + +
≤ ∇ � (13)

где 2
2

2
* ,=

−
n

n
 K — ​положительная константа, зави-

сящая только от n.

Введём на пространстве C норму

	 || || || ||v vC ≡ ∇
+L n2( )

.


� (14)

Обозначим через V пополнение пространства C 
по данной норме. Получим гильбертово простран-
ство V.

Будем говорить, что функция ŵ ∈V  является 
обобщённым решением задачи (12), если она удо-
влетворяет интегральному тождеству

	 − ∇ ∇ + − ′ =
+

∫ ∫ˆ ( ˆ)w dy C u w dy
n

j s j
g

0

0

0� (15)

для произвольной функции j ∈V . 

Имеет место

Те о р е м а  1. Существует единственное обобщён-
ное решение ŵ ∈V задачи (12), и для него имеет место 
оценка

	 |   |
| |

| |
  ˆ( , ) ,w u y

K u

y
y

n
n≤ ∀ ∈− +2  � (16)

где константа K не зависит от u.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим оператор 
A: V V→ ′, задаваемый соотношением

	 〈 〉 = ∇ ∇ − − ′
+

∫ ∫A w wdy C u wdy
n

( ), ( ) ,v v v 


0

0

s
g

� (17)

где v, . w ∈V  Легко показать, что данный оператор 
является ограниченным, монотонным и коэрцитив-
ным.

Следовательно, оператор A удовлетворяет усло-
виям теоремы 2.1 в [15]. Отсюда заключаем, что 
существует решение задачи (12). Докажем един-
ственность решения. Пусть ŵ1 и ŵ2 — ​ два обоб-
щённых решения задачи (12). Рассмотрим разность 
интегральных тождеств для функций ŵ1 и ŵ2:

	

ˆ ( ˆ ˆ )

( ( ˆ ) ( ˆ )) ,

a w w dy

C u w u w dy

n

∇ − ∇ +

+ − − − ′ =
+

∫

∫

1 2

0 2 1

0

0

j

s s j
g



 

где j ∈V .

Возьмём в качестве пробной функции j = −ˆ ˆ .w w1 2  
Получим

ˆ ( ˆ ˆ )

( ( ˆ ) ( ˆ ))( ˆ ˆ )

a w w dy

C u w u w w w d

n

 = ∇ − +

+ − − − − ′
+

∫ | |

 

1 2
2

0 2 1 1 2



s s yy
g 0

0∫ = .
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(18)

Воспользовавшись свойствами функции s, выводим

	 0 01 2
2

0 1 1 2
2

2 0
≤ − + − ≤ =|| || || ||ˆ ˆ ˆ ˆ .( )w w C k w w LV Ig � (19)

Откуда заключаем, что ˆ ˆw w1 2= .

Л е м м а  3. Функция ˆ( , )w u y   является непрерывной 
по Липшицу и монотонной по параметру, u, более того, 
имеет место оценка

	 |     | | |      ˆ( , ) ˆ( , ) , , ,w u y w u y u u u u1 2 1 2 1 2− ≤ − ∈ � (20)

в +
n  и п. в. в g0.

Определим функцию
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(21)

Л е м м а  4. Функция H(u), определённая в (21), 
является непрерывной по Липшицу и монотонной.

Далее приводятся леммы, устанавливающие связь 

между вспомогательными функциями w u xj
e ( , )   

и  ˆ( , )w u y  .

Л е м м а  5. Для всех u ∈ и п. в. x T j∈ +( )/e 4  имеем

	 ˆ ( , ) ˆ , .a w u x w u
x P

a
j

j

|   |  e
e

e
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



� (22)

Л е м м а  6. Для функций w u xj
e ( , )   и  ˆ( , )w u y   имеют 

место оценки
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2 2
+ ≤ + � (24)

где ̂ ( ) ( , ) ˆ ,a x w u x w u
x P

a
j j

j

ve e
e

e
= − −



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    .

Л е м м а  7. Пусть H(u) — ​функция, определённая 

в (21), j — ​произвольная функция из C¥( )W . Тогда для 
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произвольной последовательности h He ∈ 1
2( , )W G    

такой, что h he   слабо в H 1
2( , )W G    при e → 0, имеем

	

∂ −





+

+

∂∈

−

+
∫∑ n e

e

e
ej

ee

ˆ ( ), ( )

(

( )/

w P
x P

a
h x ds

C H

j
j

Tj

n

j

  

 

4

0
2

ϒ

jj( ))′ ′ →∫ x hdx
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(25)

при e → 0, где n — ​вектор внешней единичной нормали 

к ( ) ,/∂ +T j
e 4  направленный по радиусу шара T j

e/4.

В следующей теореме даётся описание предель-
ной функции u0, полученной в (6).

Те о р е м а  2. Пусть n ≥ 3, a b= = −
−

n

n

1

2
 и ue — ​

обобщённое решение задачи (2). Тогда функция u0, 
определённая в (6), является обобщённым решением 
следующей задачи:
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где H(u) — ​функция, определённая в (21).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим j je( ) ( )x w−   в ка-
честве пробной функции в интегральном тожде-

стве (7), где w W P xj
e e ej j( ) ( ( ), ),=    если x T j∈ +( )/e 4  

для j ∈ ϒe  и  we j( ) ,= 0  если x Tj
j∈ ∪ ∈

+W ϒ\ ( ) ./e e 4  
Из  оценок (10) следует, что для произвольной 

функции j ∈ C0
¥( )W  имеем  we j( ) 0 в H 1( )W  при 

e → 0. Таким образом, получим
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Преобразуем данное неравенство к виду
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Используя свойства функций s и j, для x j∈ g e имеем 

|     |s j j s j je e e e e( ( ) ( ( ), )) ( ( ) ( ( ), ))x w P x P w P xj j j j j− − − ≤  

≤ − ≤ − =K x P K x P K aj j
1 2 2| | | |j j e e e( ) ( ) .  Из  данной 

оценки и из (5) следует, что
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Проводя аналогичные рассуждения, заключаем, 
что в силу оценки (10) имеем
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Также имеет место оценка
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Следовательно, неравенство (28) преобразуется 
к виду
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где Z e → 0 при e → 0.

Из оценок (10) следует

lim ( ( ) ) ( ) ,
e e ej j j j j

→
∇ ∇ − − = ∇ ∇ −∫ ∫0

0w u dx u dx
W W

� (30)

  lim ( ( ) ( ) ) ( ) .
e e ej j j

→
− − = −∫ ∫0

0f x w u dx f u dx
W W

� (31)
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Найдём предел оставшегося слагаемого в левой 

части неравенства (29). Рассмотрим ve ejj jw P=



ˆ( ( ), 

x P

a
w P x

j
j j− 


−e

e
e ej( ( ), ).   Используя формулу Грина 

и лемму 6, приходим к неравенству
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Оценим выражения, стоящие в правой части по-
следнего неравенства. Легко видеть, что
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Далее оценим второе выражение. Из леммы 6 
и оценок (5) выводим
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Объединяя полученные оценки, получим
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Из данного неравенства и леммы 7 следует, что
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Объединяя исследованные предельные переходы 
и используя тот факт, что Z e → 0 при e → 0, полу-
чим, что u0 удовлетворяет вариационному неравен-
ству

	

∇ ∇ − + − ′ ≥

≥ −

∫ ∫

∫
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для произвольной функции j из H 1
2( , )W G  .

Положим j λy= ±u0 ,  λ > 0,  y ∈ H 1
2( , )W G    в (36) 

и перейдём к пределу при λ → 0. Тогда получим

	 ∇ ∇ + =∫ ∫ ∫−u dx C H u dx f dxn
0 0

2
0

1

y y y
W G W

( ) ,� (37)

где y — произвольная функция из H 1
2( , ).W G   Что 

завершает доказательство теоремы.
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HOMOGENIZATION OF THE BOUNDARY VALUE PROBLEM  
FOR THE POISSON EQUATION WITH RAPIDLY OSCILLATING  

NONLINEAR BOUNDARY CONDITIONS:  
SPACE DIMENSION n ≥ 3, CRITICAL CASE
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The homogenization of the Poisson equation in a bounded domain with rapidly oscillating boundary conditions 
specied on a part of the domain boundary is studied. A Neumann boundary condition alternates with an 
ε-periodically distributed nonlinear Robin condition involving the coefficient ε−β, where β ∈ R. The diameter of 
the boundary portions with a nonlinear Robin condition is of order O(εα), α > 1. A critical relation between the 
parameters α and β is considered. 

Keywords: homogenization, Poisson’s equation, boundary value problem, oscillating boundary condition.
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