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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

При моделировании нестационарного течения 
газовой среды в протяжённых каналах численные 
методы с фиксированной сеткой часто не позволяют 
получить необходимой точности расчёта волн 
ни по фазам, ни по амплитудам. Это процессы в ма-
гистральных газопроводах, системах пневмоавто-
матики, газовоздушных трактах поршневого двига-
теля с участками специально настроенных впускных 
и выпускных труб. Здесь наибольшую эффектив-
ность показывает метод характеристик с плавающей 
сеткой, позволяющий точно моделировать форми-
рование и движение фронтов волн разрежения 
и сжатия [1–6]. Однако вследствие неконсерватив-
ности метод не всегда обеспечивает необходимую 
точность определения массы и энергии в потоке. 
Например, при расчёте динамического наддува дви-
гателя, когда перед закрытием впускного клапана 
происходит дозарядка цилиндра вполне определён-
ной массой воздуха, или при расчёте энергии им-
пульса перед турбиной [7–10].

Отметим, что в работе [11] описана версия метода 
характеристик с использованием подвижной сетки 
и интегральных соотношений, обеспечивающих 

консервативность. Однако в ней расчётная сетка 
фактически “полуподвижна”, так как шаг по вре-
мени фиксируется. В итоге реальное движение 
фронтов волн не отслеживается. Кроме того, необ-
ходим пересчёт параметров на каждом расчётном 
шаге, что значительно увеличивает время счёта.

В данной работе предложена новая безитераци-
онная версия численного метода характеристик 
с плавающей сеткой, где впервые его достоинства 
по качественному соответствию волновых процессов 
реальной физической картине дополняются выпол-
нением интегральных законов сохранения газовой 
динамики. Этим обеспечивается точное определение 
массовых и энергетических характеристик нестаци-
онарного потока.

Для поверки метода были проведены исследова-
ния, где сравнивались результаты расчётов и экспе-
риментов с волнами, испускаемыми специально 
построенным одноцикловым генератором. Пока-
зано, что даже при ограниченном числе характе-
ристик в расчётной сетке для волн, испускаемых 
генератором в длинном трубопроводе, можно полу-
чить точное соответствие расчётной и эксперимен-
тальной форм волн. Существующие версии метода 
характеристик с плавающей сеткой также позволяют 
получить реальную форму волн, но вследствие не-
консервативности показывают нарушение балансов 
массы и энергии. Кроме того, в них при построении 
узлов сетки, где пересекаются характеристики трёх 
семейств, требуется проведение итераций, на поря-
док и более увеличивающих время счёта по сравне-
нию с предложенной версией.
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Показано, что при соответствующих расчётах 
известным методом распада разрыва (схема С. К. Го-
дунова) для получения реальной волновой картины 
требуется значительная густота расчётной сетки, что 
также приводит к заметному увеличению времени 
счета по сравнению с предложенной версией метода 
характеристик.

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ

Рассмотрим основные принципы расчёта мето-
дом характеристик с плавающей сеткой с выполне-
нием свойства консервативности на примере ячей- 
ки d, которая будет располагаться выше ячеек a и b, 
параметры в которых уже известны, известны также 
координаты узлов M, C, N (рис. 1). Угловые коэф-
фициенты характеристик СА и CB можно определять 
по параметрам в ячейках а и b —  скорости v и ско-
рости звука a: wCA = va -  aa, wCB = vb + ab или с по-
мощью газодинамических функций нестационар-
ного течения [12]. Аналогичным образом определя-
ются угловые коэффициенты отрезков MA и NB. Это 
позволяет получить координаты tA, xA и tB, xB. Левая 
и правая части струйки, ограниченной контактными 
поверхностями Av А и BvB, с соответствующими 
плотностью ρ и давлением p входят в ячейку d. Обо-
значим для совершенного газа удельные энергии
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Запишем суммарные значения массы M, коли-
чества движения K и полной энергии E, которые 
через фронты CA, CB из a и b попадут в ячейку d:
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Для контура Av ADADBBBvCAv, ограниченного го-
ризонталями и отрезками контактных поверхностей, 
через которые нет потока, запишем соответству-

ющие конечно-разностные соотношения с учётом 
импульса и работы на поверхности DADB. При этом 
сумма отрезков ADA и DBB составит Δx -  vdΔt, где Δx = 
= xB -  xA, Δt = tB -  tA. Здесь vd —  пока неизвестная 
средняя скорость в ячейке d. В результате имеем

 ρ ρd d dx M tΔ Δ= + v ; (4)

 M K p td dv = + Δ ; (5)
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что позволяет определить ρd, vd и pd в ячейке d. При 
построении сетки может получиться Δt = 0 (момент, 
соответствующий схеме с фиксированной сеткой 
по Δt). Тогда из (4) сразу определяется ρd, из (5) —  vd, 
затем из (6) —  pd. Для общего случая при Δt ≠ 0 с ис-
пользованием обозначений κ = K/M, ε = E/M, δ = 
= Δx/Δt из этих уравнений получается формула для 
определения vd:
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Из двух vd, вычисляемых по этой формуле, сле-
дует выбирать наиболее близкую к контрольной 
скорости vdк, которая получается из (5) при условном 
задании Δt = 0. Зная скорость vd, из (4) и (5) теперь 
легко найти средние значения ρd и pd в объёме 
ячейки d.

Очевидно, что при дальнейшем расчёте масса M, 
количество движения K и энергия E разделятся 
на две части и через AD и BD перейдут в ячейки f и g 
(рис. 1). Для определения угловых коэффициентов 
характеристик AD, BD, координат xD, tD и последу-
ющего расчёта ячеек f, g вычисляется и скорость 

звука a pd d d= γ ρ/ . Описанная схема обеспечивает 
абсолютное выполнение интегральных законов со-
хранения при отражении реальной картины волно-
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Рис. 1. Элементы расчётной сетки.
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вых процессов, что подтвердили и соответствующие 
расчёты на ЭВМ.

При решении практических задач необходимо 
учитывать трение и теплообмен в уравнениях (2) 
и (3). Для этого можно воспользоваться соотноше-

ниями Дарси—Вейсбаха dp
dx

Dтр
тr= l v2

2
 и Ньютона 

dQ
T T dt

D
= -4a

ρ
т c( )

. Здесь lт, aт —  коэффициенты 

трения и теплоотдачи в стенки, Tс —  температура 
стенки, D —  внутренний диаметр трубы.

РАСЧЁТНО-ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ 
ПРОВЕРКА МЕТОДА

С применением предложенной схемы были вы-
полнены тестовые расчёты движения и отражения 
волн в трубах с D = 0,022–0,032 м и длиной 1,5–3 м. 
Число ячеек по оси х составляет 25. В эксперимен-
тах волна испускалась с помощью специального 
одноциклового генератора импульсов (рис. 2). Дат-
чики Р1 и Р2 записывали исходную и отражённую 
от открытого конца волны. Расчётные результаты 

даже при указанном небольшом числе ячеек хорошо 
согласуются с экспериментом и по форме, и ампли-
туде волн (рис. 3).

Были выполнены также сравнительные расчёты 
по известной схеме Массо [1, 2], которая базируется 
на системе дифференциальных уравнений, выража-

ющих изменения инвариантов Римана r
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Численная реализация схемы весьма трудоёмка, 
поскольку приходится проводить многократные 
сложные итерации по координатам и параметрам 
в каждом узле расчётной сетки, добиваясь одновре-
менности пересечения в нём характеристик всех трёх 
семейств. В работе [6] представлена модификация 

метода, позволяющая выразить производные 
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ющему исходные узлы A и B расчётной ячейки. В ре-
зультате после перехода к конечным разностям 
можно без итераций вести построение характеристик 
только С +- и С --семейств, но учитывать при этом 
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Рис. 2. Генератор импульсов.
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Рис. 3. Моделирование импульса: 1 —  эксперимент, расчёты: 2 —  методы характеристик с плавающей сеткой;  
3 —  метод распада разрыва.
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все особенности изменения газодинамических па-
раметров, обусловленные трением и теплообменом.

Расчёты по схеме Массо [1, 2] и схеме из ра-
боты [6] также были выполнены с числом ячеек 25 
по оси х. В обоих случаях формы отражённых от от-
крытого конца трубы волн тоже полностью совпа-
дали с экспериментальными.

Отметим, что благодаря отсутствию итераций 
во втором случае время вычислений сокращалось 
в 10–15 раз. Однако при хорошем согласовании 
с экспериментом по форме и фазе волн оба расчёта 
показали заметное нарушение законов сохранения. 
По массе и энергии ошибки достигали 4–6%, что 
для некоторых задач недопустимо.

Для сравнения на рис. 3 приведён также резуль-
тат расчёта методом распада разрыва [4, 5, 12, 13] 
с тем же числом ячеек по оси х, который показал 
значительное искажение формы отражённого им-
пульса, особенно его заднего фронта. По амплитуде 
ошибка составляла до 20%. С целью получения 
результата необходимой точности по форме им-
пульса оказалось необходимым увеличивать число 
расчётных ячеек до 500 и более. При этом время 
вычислений увеличивается в 5–10 раз по сравне-
нию с изложенной новой версией метода характе-
ристик.

Таким образом, предложена новая полностью 
консервативная версия метода характеристик с пла-
вающей сеткой, не требующая итераций на расчёт-
ном шаге и точно отражающая движение и конфи-
гурацию волновых фронтов даже при построении 
грубой сетки. Результаты сравнительных расчётов, 
проведённых на базе известных и новой схем метода, 
показали преимущество последней, где обеспечи-
вается выполнение законов сохранения при значи-
тельном сокращении времени счёта. Уменьшение 
продолжительности вычислений имеет важное зна-
чение при решении практических задач [10, 14, 15].

Указанное преимущество отмечается и по срав-
нению с методом распада разрыва, где для получения 
расчётной конфигурации волн, соответствующей 
реальной, требуется значительное увеличение гу-
стоты расчётной сетки.
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Test calculations of the motion and reflection of individual waves in a long tube have been performed applying 
newly developed and known schemes with a floating grid. Waves in the corresponding experiment were formed 
using a specially designed single-cycle generator. The version presented is shown to have a significant advantage 
in calculation time over the discontinuity decay method, in which the computational grid density must be increased 
significantly to obtain the desired correspondence with the real wave pattern.

Keywords: method of characteristics with a floating grid, conservative version, single-cycle generator.
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