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ВВЕДЕНИЕ

Как известно, волчком Лагранжа называется 
тяжёлое твёрдое тело с закреплённой точкой O, 
центром тяжести в точке G, имеющее динамическую 
ось симметрии, проходящую через линию OG. 
Иными словами, эллипсоид инерции тела, постро-
енный для неподвижной точки O, является эллип-
соидом вращения, а центр тяжести G тела лежит 
на оси вращения этого эллипсоида.

Движение тела определяется при помощи трёх 
углов Эйлера q, y, j: q — угол нутации (угол, обра-
зуемый динамической осью симметрии тела с вос-
ходящей вертикалью в неподвижной точке); y — 
угол прецессии (угол, образуемый подвижной плос-
костью, проходящей через ось динамической сим-
метрии тела и восходящую вертикаль в неподвижной 
точке, и начальным положением этой плоскости); 
j — угол собственного вращения твёрдого тела во-
круг оси динамической симметрии.

Как известно, любое невырожденное движение 
такого волчка (вырожденные асимптотические дви-
жения были указаны Клейном и Зоммерфельдом 
в [1]) представляет собой T-периодическое измене-
ние угла нутации q(t) в некоторых пределах 
q q q2 3≤ ≤( ) .t  Величины T, q2, q3 определяются на-
чальными условиями задачи и значениями пара-
метров тела, а сама функция q(t) выражается через 
эллиптические функции.

Изменение угла прецессии y(t) происходит таким 
образом, что его производная по времени �y( )t  явля-
ется также T-периодической функцией времени 
и выражается через эллиптические интегралы 3-го 
рода. Поэтому для произвольного момента вре-
мени t, считая y(0) = 0, можно записать следующие 
равенства:
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Согласно приведённым соотношениям представ-
ляет интерес задача определения приращения
Dy y y= -( ) ( )T 0  угла y(t) за указанный период 
времени T изменения угла нутации q(t). Это экви-
валентно определению средней (за период времени 
T) угловой скорости прецессии волчка.

В данной работе для произвольных значений 
начальных условий и параметров тела получены 
гарантированные оценки снизу и сверху приращения 
Dy, выраженные через вещественные корни куби-
ческого уравнения, коэффициенты которого опре-
деляются параметрами волчка и начальными усло-
виями задачи.

Отметим, что ранее такого рода задача об оценках 
решалась при исследовании эффекта Магнуса для 
симметричного гироскопа в подвесе Кардана. В ра-
боте [2] были получены гарантированные оценки 
снизу и сверху для средней угловой скорости пре-
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цессии внешней рамки подвеса такого гироскопа. 
Более подробное обсуждение этой задачи содер-
жится в книге [3, с. 51].

1. ОБОЗНАЧЕНИЯ И ОСНОВНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ ЗАДАЧИ

Пусть Oxhz — подвижная жёстко связанная с те-
лом правая система координат, оси которой направ-
лены вдоль главных осей инерции тела. Ось Oz на-
правлена по оси динамической симметрии тела, 
проходит через центр тяжести G и ориентирована 
так, что OG = >z0 0. Обозначим A, A, C — главные 
моменты инерции тела относительно соответственно 
осей Ox, Oh, Oz. Пусть Oxyz — неподвижная правая 
система координат, ось Oz которой направлена 
по вертикали вверх, M — масса тела, g — ускорение 
силы тяжести, q, y, j — углы Эйлера (см. введение), 
w — вектор угловой скорости тела.

Имеют место следующие первые интегралы дви-
жения:

1) интеграл энергии

 A C Mg h( ) cos constw w w z qx h z
2 2 2

02+ + + = = ;

2)  интеграл момента количества движения от-
носительно оси Oz

 A C Ksin ( sin cos ) cos constq w j w j w qx h z+ + = = ;

3) интеграл момента количества движения от-
носительно оси Oz

 Cw wz z= ↔ =const const.

Константы h, K, wz первых интегралов опреде-
ляются начальными условиями задачи.

Вводим следующие параметры:
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Отметим, что параметры a, b, определяемые формой 
и массовыми характеристиками твёрдого тела, 
должны удовлетворять условиям физической реа-
лизуемости 0 0≤ ≤a a ,  0 2≤ ≤b , где a0 находится 
из условия Яхьи [4]. В данном случае это условие 
таково:

 a g M b A0 2 2= -( )/ .

Из приведённых интегралов и кинематических урав-
нений Эйлера получим следующие дифференци-
альные соотношения для трёх углов Эйлера q, y, j:
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 u = ∈ -cos ( , ).q 1 1 

Пусть u0 0= cos ,q  q q p0 0 0= ∈( ) ( , )  — начальное 
условие задачи. Тогда кубический полином f(u) 
в правой части первого уравнения системы (1) обла-
дает свойствами: f ( ) ,± <1 0  f u( ) ,0 0>  f ( )+ >¥ 0 
и уравнение f u( ) = 0 имеет вещественные корни u1, 
u2, u3, которые удовлетворяют неравенствам
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Из первого уравнения (1) и неравенств (2) следует, 
что функция q( ) arccos ( )t u t=  изменяется периоди-
ческим образом в пределах от q3 3= arccosu до
q2 2= arccosu  и находится путём интегрирования 
дифференциального уравнения первого порядка 
вида

 
du

a u u u u u u
dt u u u

( )( )( )
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1 2 3
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= ± ∈  . (3)

В уравнении (3) знак “+” соответствует проходу 
функции u(t) от меньшего значения u3 до боль-
шего значения u2, а знак “-” соответствует обрат-
ному проходу функции u(t) от значения u2 до зна-
чения u3. Ясно, что по времени эти проходы равны 
между собой, а полный период функций u(t) и q(t) 
таков:

 T
du

a u u u u u uu

u

=
- - -∫2

1 2 33

2

( )( )( )
. (4)

Решая уравнение (3) и подставляя результат во вто-
рое и третье уравнения системы (1), найдём законы 
изменения функций y(t), j(t).

2. ПОСТАНОВКА  
И ОБСУЖДЕНИЕ ЗАДАЧИ

В работе рассматривается задача об оценках снизу 
и сверху приращения Dy угла прецессии y(t) на ин-
тервале времени, равном периоду T из формулы (4), 
т.е. на интервале времени, соответствующем одному 
полному колебанию угла нутации q(t) волчка. Со-
гласно второму уравнению системы (1) эта величина 
определяется из следующего соотношения:

 Dy wz= -
-∫b

u u t

u t
dt

T
4

2
0 1
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. (5)

Соотношение (5) можно переписать в следующем 
виде:
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Отметим, что ранее функция y(t) находилась при 
помощи квадратур из второго уравнения системы (1) 
и выражалась через эллиптические интегралы 3-го 
рода [5, 6]. Соответственно, для получения кон-
кретных оценок приращения этой функции за ка-
кой-либо промежуток времени требовались допол-
нительные исследования эллиптических интегралов. 
В частности, используя эти формулы, сложно ана-
литически определить знак рассматриваемой вели-
чины Dy в зависимости от начальных условий.

Адамаром (см. [7]) было дано краткое доказатель-
ство того факта, что знак Dy совпадает со знаком wz. 
Для этого были использованы методы контурного 
интегрирования из теории функций комплексного 
переменного (теорема Коши и теория вычетов). 
Более подробно результат Адамара был изложен 
в известной книге [8]. Качественное объяснение 
этого факта, использующее теорему об изменении 
кинетического момента, излагалось, например, 
в книгах [9, 10].

Полученные в данной работе оценки позволяют, 
в частности, несложно обосновать результат Адамара 
о совпадении знака Dy со знаком wz в некоторых 
случаях. Кроме того, в настоящей работе показано, 
что существуют и такие случаи, когда имеет место 
противоположный факт, т.е. знак Dy не совпадает 
со знаком wz.

3. ФОРМУЛИРОВКА  
И ОБОСНОВАНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Для интегралов из (6), используя соотношение 
(3), получим
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В (7) и (8) функция f(u) даётся формулой

 f u u u u u u u u u u( ) ( )( )( ), [ , ]= - - - ∈1 2 3 3 2  , (9)

где u1, u2, u3 — произвольные вещественные числа, 
удовлетворяющие неравенствам (2).

Делаем в интегралах из (7) и (8) замену перемен-
ной u → g :
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Тогда, используя (9), получим
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В (11) функция u u= ( )g  даётся выражением из (10). 
Таким образом, (6) принимает следующий вид:
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В (12) функция u u= ( )g  также даётся выражени- 
ем из (10). При g p p∈ -[ , , , ]0 5 0 5  из (10) имеем
u u u3 2≤ ≤( ) .g  В (12) необходимо заменить параметр 
u K C4 = /( )wz  функцией от величин u1, u2, u3, кото-
рую находим из следующего соотношения (см. [8]):
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Из уравнения (13) находим два возможных значе-
ния u4

 u u u41 42 411 1 1= - + =( ) ( ), .µ µ/  /  (14)

Далее несложно показать, что при любых u1, u2, 
u3, удовлетворяющих неравенствам (2), выполнены 
включения:
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Соотношение (13) получается из условия тожде-
ственности кубических многочленов

 ( )( ) ( )a wz- - - - =au u b u u1 2 2 2
4

2

 = - - - =a u u u u u u af u( )( )( ) ( ),1 2 3
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где надо приравнять коэффициенты при одинаковых 
степенях u. Подробности изложены в книге [8] 
и здесь опускаются.

Соотношения (12)–(15) с учётом замены (10) яв-
ляются основными для получения оценок сверху 
и снизу величины Dy. Ясно, что эти оценки суще-
ственно зависят от значений параметра u4. Поэтому 
сформулируем лемму, определяющую все возможные 
значения параметра u4 через значения корней u1, u2, u3.

Л е м м а. Для произвольных значений корней u1, 
u2, u3, удовлетворяющих неравенствам (2), возмож-
ные значения параметра u4, определяемого из (13), 
могут находиться в следующих четырёх областях:

1) u u u u4 41 5 11 1= ∈ ∈ +( , ), ( , )  ¥ ;

2) u u u u u u4 42 5 2 3 11 1 0 1= ∈ + > ∈ +( , ), , ( , ) /   ¥ ;

3) u u u u u u4 42 2 3 1 61 0 1= ∈ + + < ∈( , ), , ( , )¥    ;

4) u u u u u u u4 42 5 2 3 1 61 0= ∈ - + < ∈ +( , ), , ( , ).¥ ¥ /   

Здесь u41, u42, u5, u6 определены в (13)–(15), при-
чём u u u5 3 2∈( , ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о  леммы осуществляется не-
посредственной проверкой.

З а м е ч а н и е  1. В области 1) параметр u4 удовле-
творяет неравенствам - < < < <1 13 5 4u u u , в облас- 
тях 2) и 3) —  неравенству u4 1> , а в области 4) —  не-
равенствам - < < < -¥ u u4 51 1/ .  Отсюда, в част-
ности, следует, что u u4 3≠ .

З а м е ч а н и е  2. Из приведённой леммы следует, 
что параметр u4 не может находиться в следующих 
интервалах:

1) u u u u4 5 4 5 01 1 1∉ - ∉ - >( , ), ( , ) ( )¥  /    λ ;

2) u u u u4 5 4 5 01 1∉ - ∉ + <( , ), ( , ) ( )¥ ¥  /  λ .

Теперь сформулируем и докажем теорему 
об оценках снизу и сверху для величины Dy из (12). 
Сначала вычислим интегралы
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где u(g) даётся формулой (10). Для этого воспользу-
емся неопределённым табличным интегралом
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Тогда для интегралов из (16), используя (17), полу-
чим выражения
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Справедлива следующая теорема об оценках ве-
личины Dy.

Те о р е м а. 

1. В области 1) имеют место оценки
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u u
S

u

u u

S
u

u u
S

u

+
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- -
-







< <

< +
-

- -

D
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1 3u u-






.
 

(19)

2. В областях 2) и 3) имеют место оценки

 

a y
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0
1 3

42 1 42 2

0
1 2

42 1

1
1 1

1
1 1
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u S u S

u u
u S

-
+ + - + < <

<
-

+ + - +

[( ) ( ) ]

[( ) (

D

uu S42 2) ].
 
(20)

3. В области 4) имеют место оценки

 

-
-

- - + - < <

< -
-

- - + -

a y

a

0

1 2
42 1 42 2

0

1 3
42 1

1 1

1 1

u u
u S u S

u u
u S

[( ) ( ) ]

[( ) (

D

uu S42 2) ].
 
(21)

В формулах (19)–(21) параметр a0 определён вто-
рым из равенств (12), величины S1, S2 — из (18), u41, 
u42 — из (13), (14).

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы следует непосред-
ственно из формул (12)–(16), (18) и очевидных не-
равенств

 

1 1 1

1
1 3 1 1 2

3 2 1

u u u u u u

u u u u

-
≤

-
≤

-
≤ ≤ < <при .

С л е д с т в и е  1. Для п. 1 теоремы выпишем более 
подробные формулы оценок, используя соотношения 
(13)–(15) для параметра u4 и формулы (18) для ин-
тегралов S1, S2. Приведём окончательные результаты, 
опуская промежуточные алгебраические выкладки:

 Dy pa>
+ - - - -

- - + +
2

1 1

1 1
0

1 1 2 1 1 3

1 2 1 3 1

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )(

u u u u u u

u u u u u u22 3 1 2 31 1 1 1)( ) ( )( )( )
,

+ + - - - u u u u
 (22)
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 Dy pa<
+ - - - -

- - + +
2

1 1

1 1
0

1 1 3 1 1 2

1 2 1 3 1

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )(

u u u u u u

u u u u u u22 3 1 2 31 1 1 1)( ) ( )( )( )
.

+ + - - - u u u u
 (23)

В (22) и (23) параметр a0 определён вторым из ра-
венств (12), т.е. знак a0 определяется знаком wz. 
Тогда, используя неравенства

 
0 1 1

1 1
1 1 2 1 1 3

1 1 3 1 1 2

< + - - - - <
< + - - - -

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

u u u u u u

u u u u u u ,,

из (22) и (23) получаем результат Адамара [7]: знак 
приращения угла прецессии за период совпадает 
со знаком wz (см. также книгу [8, с. 223]).

Аналогичные выражения могут быть выписаны 
для п. 2, п. 3 теоремы.

С л е д с т в и е  2. В п. 3 теоремы знак приращения 
угла прецессии за период не совпадает со знаком wz. 
Действительно, из (21) и неравенства u u4 42 1= < - , 
справедливого для этого пункта, следует, что квад-
ратные скобки в неравенствах (21) положительны, 
а это означает противоположность знаков Dy и wz.

Неравенство u K C4 1= < -/( )wz  для п. 3 теоремы 
может быть соблюдено при любом wz за счёт выбора 
соответствующего K (константа интеграла кинети-
ческого момента тела относительно вертикальной 
оси Oz). Таким образом, установлено, что в некото-
рых случаях приращение угла прецессии за период 
может иметь знак и противоположный знаку wz 
за счёт выбора соответствующих начальных условий 
для других компонент вектора w, т.е. величин wz(0), 
wh(0). Подробно это обосновано в Приложении.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе для произвольных невырожденных дви-
жений волчка Лагранжа получены следующие ре-
зультаты.

Даны простые формулы для гарантированных 
оценок снизу и сверху средней угловой скорости 
прецессии, не использующие эллиптические 
функции и методы теории функций комплексного 
переменного. Эти оценки выражены через веще-
ственные корни кубического уравнения, коэффи-
циенты которого определяются параметрами волчка 
и начальными условиями задачи. 

Из полученных оценок следует известный ре-
зультат Адамара о совпадении (в некоторых случаях) 
знаков средней угловой скорости прецессии и про-
екции угловой скорости волчка на ось динамической 
симметрии. 

Указаны случаи, когда совпадение знаков средней 
угловой скорости прецессии и проекции угловой 

скорости волчка на ось динамической симметрии 
не имеет места.

П р и л о ж е н и е. Найдём такие начальные 
условия волчка Лагранжа, при которых проекция 
его угловой скорости на ось динамической сим-
метрии положительна wz > 0, а угловая скорость его 
прецессии отрицательна �y( ) .t < 0  Это, как показы-

вает соотношение �y wz= - -b u u u( ) ,4
21/( )  заведомо 

выполнено, если u b K C4 1= = < -β w wz z/ /( ) ( ) .

Зададимся некоторыми числами u1, u2, u3, удо-
влетворяющими неравенствам

- < ≤ ≤ < < < + + <1 1 03 0 2 1 2 3u u u u u u¥,   . (24)

В (24) u0 = cos q0 — начальное условие задачи. Для 
того чтобы эти три числа являлись вещественными 
корнями кубического уравнения f(u) = 0, где f(u) 
определено четвёртым из равенств (1), необходимо 
и достаточно выполнения следующих трёх соотно-
шений:

 
a u u u k
a u u u u u u u k a

au u u ku

( ) ,
( ) ,

,

1 2 3

1 2 1 3 3 2 4

1 2 3 4
2

2
+ + = +

+ + = -
= - +

a

a  kk b= >2 2 0wz .

 (25)

Далее полагаем u0 = u2 = 0 → cos q0 = 0 → q0 = p/2. 
Напомним обозначения в данном случае:
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= +
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y q
x h
2 2

0

2 2
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0 0

( ) ( ) acos

( ) ( ).� �

 (26)

Тогда система (25) примет следующий вид:

 

a u u k
au u u k a

k

( ) ( ) ( ) ,
,

[ ( ) ( )]

1 3
2 2

1 3 4
2 2

0 0
2

0 0 0

+ = + +
= -

= - + +

� �

� �

y q

y q uu

k b b
4
2

2 2 2 2 0 0

,

( ) .= = >w jz �

 (27)

Из третьего уравнения системы (27) получим

 � �y q2 2
4
20 0( ) ( )+ = ku . (28)

Подставляя (28) в первое уравнение системы (27), 
получим систему двух уравнений

 a u u ku k au u u k a( ) , .1 3 4
2

1 3 42+ = + = -  (29)
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Нам надо решить систему (29) относительно двух 
неизвестных u4, k, причём должны удовлетворяться 
следующие условия:

- < < - > - < < < < +¥ ¥u k u u4 3 11 0 1 0 1, , ,     . (30)

Исключая в (29) k, получим квадратное уравнение

 u u u u u u4
2

4 1 3 1 32 1 0 1- + = = + +σ σ, ( ) ( )  / . (31)

Решения уравнения (31) таковы:

 u
u u u u

u u
u

u42
1 3 1

2
3
2

1 3
41

42

1 1

1

1=
+ + - -

+
=

( )( )
,  . (32)

Будем выбирать параметры u1, u3 так,  
что u u1 31 1> - >/ ,  u3 1 0∈ -( , ).  Отсюда следует 
1 1 3+ <u u  0. Тогда несложно установить, что корень 
u42, даваемый первым из равенств (32), удовлетво-
ряет неравенству u42 1< - . Далее из первого уравне-
ния системы (29) находим k по формуле

 k a u u u= + + >( ) ( )1 3 42
21 0/ . (33)

Из последнего уравнения системы (27) находим �j( )0  
по формуле

 �j( )0 0= >k b/ , (34)

где k даётся формулой (33). Далее из 4-го соотношения 
системы обозначений (26), используя (34), находим

 � �y w jz( ) ( )0 0 042 42 42= = = <u b u b u k . (35)

Подставляя формулу (35) в соотношение (28), по-
лучим �q( )0 0= .

Таким образом, мы нашли начальные условия 
для волчка Лагранжа, при которых проекция угловой 
скорости на ось его динамической симметрии по-
ложительна w jz = >�( ) ,0 0  а угловая скорость пре-
цессии отрицательна в силу неравенства

 �y wz= - - <b u u u( ) ( )42
21 0/ ,

которое заведомо выполнено при u42 1< - , u ∈ -( , ),1 1  
wz > 0.

Аналогично производится выбор нужных началь-
ных условий в случае, когда u2 0≠  и (или) u0 0≠ , 
но только должны быть выполнены неравенства (24).
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Guaranteed upper and lower estimates of the increment in the precession angle per nutation angle period under 
nondegenerate motions of a Lagrange top have been obtained in the article.
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