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МЕХАНИКА

1. Поскольку в классической работе [1] показано, 
что среди линейных разностных схем нет монотон‑
ных схем повышенного порядка аппроксимации, 
то развитие теории разностных схем сквозного счёта 
для гиперболических систем законов сохранения 
в значительной степени было направлено на пре‑
одоление этого “запрета Годунова”. В результате 
были разработаны различные классы разностных 
схем, в которых повышенный порядок аппрокси‑
мации на гладких решениях и монотонность дости‑
гались за счёт нелинейной коррекции потоков. Пе‑
речислим основные классы таких схем, которые 
будем сокращённо называть NFC (Nonlinear Flux 
Correction)‑схемами: MUSCL‑схемы [2], TVD‑ 
схемы [3], NED‑схемы [4], WENO‑схемы [5], 
CABARET‑схемы [6].

В дальнейшем было показано, что NFC‑схемы 
имеют не более чем пеpвый поpядок как локальной 
сходимости в областях влияния удаpных волн [7–9], 
так и интегральной сходимости на интервалах, одна 
из границ которых находится в области влияния 
ударной волны [10, 11]. Причина этого заключается 
в том, что коррекция потоков, характерная для 
NFC‑схем, приводит к снижению их гладкости, что, 
в свою очередь, приводит к снижению порядка ап‑
проксимации e‑условий Гюгонио на фронтах удар‑
ных волн [12]. В то же время некоторые немонотон‑
ные схемы повышенной точности (в частности, 

схема Русанова [13] и компактная схема из [9]), 
имеющие аналитические функции численных по‑
токов и, как следствие, с повышенной точностью 
аппроксимирующие e‑условия Гюгонио, сохраняют 
повышенный порядок сходимости в негативной 
норме при интегрировании по областям, содержа‑
щим сильные разрывы [10]. В результате эти немо‑
нотонные схемы, в отличие от NFC‑схем, сохраняют 
повышенный порядок сходимости в областях 
влияния ударных волн, несмотря на заметные схем‑
ные осцилляции на их фронтах.

Был предложен метод построения комбиниро‑
ванных разностных схем сквозного счёта [13, 14], 
которые сочетают достоинства как NFC‑схем, так 
и классических немонотонных схем, а именно мо‑
нотонно локализуют фронты ударных волн и одно‑
временно сохраняют повышенный порядок точности 
в областях их влияния. В комбинированной разност‑
ной схеме применяется базисная немонотонная 
схема, которая имеет повышенный порядок сходи‑
мости в областях влияния ударных волн. По базис‑
ной схеме разностное решение строится во всей 
расчётной области. В окрестностях больших гради‑
ентов, где это решение имеет нефизические осцил‑
ляции, оно корректируется путём численного реше‑
ния внутренних начально‑краевых задач по одной 
из NFC‑схем. В [14] в качестве базисной использо‑
валась неявная компактная схема [9] третьего по‑
рядка слабой аппроксимации, а в [15] —  явная схема 
Русанова [13] третьего порядка классической ап‑
проксимации. В качестве внутренней NFC‑схемы 
применялся монотонизированный вариант схемы 
CABARET [6] второго порядка точности на гладких 
решениях.
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В настоящей работе изучается точность, с кото‑
рой комбинированные разностные схемы рассчи‑
тывают течения, в которых происходит взаимодей‑
ствие ударных волн. Показано, что в областях 
между расходящимися ударными волнами после 
их соударения точность вычисления инвариантов 
в комбинированных схемах [14, 15] на несколько 
порядков выше, чем в WENO‑схеме [5] пятого по‑
рядка по пространству и третьего порядка по вре‑
мени.

2. Рассмотрим квазилинейную гиперболическую 
систему законов сохранения

 u f ut x+ =( ) ,0  (1)

где u(x, t) —  искомая, а f(u) —  заданная гладкие век‑
тор‑функции, содержащие k компонент. Поставим 
для системы (1) задачу Коши с гладкими периоди‑
ческими начальными данными

 u v v( , ) ( ) ( ).x x x X 0 = ≡ +  (2)

Предположим, что задача (1), (2) имеет един‑
ственное обобщённое решение u(x, t), в котором 
в некоторый момент времени T0 > 0 в результате 
градиентной катастрофы образуются ударные волны. 
Комбинированную разностную схему, аппроксими‑
рующую эту задачу, будем строить на прямоугольной 
сетке
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где D = X/N —  постоянный шаг сетки по простран‑
ству,
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есть шаг сетки по времени, выбираемый из условия 
устойчивости Куранта, в котором ak(u) —  соб‑
ственные значения матрицы Якоби fu системы (1), 
z = 0,5 —  коэффициент запаса.

Тестовые расчёты показали [14, 15], что осцилля‑
ции, возникающие на ударных волнах в компактной 
схеме [9] и в схеме Русанова [13], несут в себе инфор‑
мацию о структуре фурье‑разложения сильного раз‑
рыва на фронте волны, что позволяет этим схемам 
с повышенной точностью аппроксимировать соот‑
ветствующие e‑условия Гюгонио [12]. В NFC‑схемах 
(подавляющих осцилляции на ударных волнах) эта 
информация теряется, что приводит к снижению их 
точности в областях влияния ударных волн. Поэтому 
при построении комбинированной схемы периоди‑
ческое разностное решение

 u u uj
n

j n j N nx t x t= ≡ +( , ) ( , )   (5)

задачи Коши (1), (2), получаемое по базисной схеме 
(в качестве которой используется схема Русанова [13] 
или компактная схема [9]), не зависит от разност‑

ного решения v vj
n

j nx t= ( , ),  получаемого по внут‑
ренней схеме CABARET и предназначенного для 
сглаживания осцилляций в сеточных окрестностях 
ударных волн.

В работах [14, 15], где численно моделировалось 
распространение изолированных ударных волн, 
такие сеточные окрестности выбирались по формуле
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где �u u uj
n

j
n

j
n

+ += -1 2 1/ ( )/D —  пространственная раз‑
ностная производная. В настоящей работе при мо‑
делировании взаимодействия ударных волн внут‑
ренняя схема CABARET применяется в области

 S x t j k m x t Sp
m

j n k n p= - ≤ ∈{( , ) , , }, : | |  (  )  (7)

представляющей собой сеточную m‑окрестность 
области

 S x t p x t Sp j n j
n

j n= ≥ ∈+{( , ) , ( , ) }/ : | |   �u 1 2  (8)

больших градиентов разностного решения (5). На‑
туральное число m и действительное число p в фор‑
мулах (6)–(8) являются входными параметрами 
программы, которые подбираются в результате про‑
ведения серии тестовых расчётов.

3. Монотонное разностное решение v j
n получа‑

ется в результате численного расчёта в области (7) 
по схеме CABARET начально‑краевой задачи для 
системы (1). Начальные и граничные условия для 
этой внутренней задачи берутся из разностного ре‑

шения u j
n, полученного по базисной схеме. В резуль‑

тате имеем следующее решение, построенное 
по комбинированной разностной схеме:
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Основное достоинство данного решения заключа‑
ется в том, что оно сохраняет повышенную точность 
в областях гладкости рассчитываемого обобщённого 
решения (за счёт использования во всей расчётной 
области соответствующей базисной схемы) и одно‑
временно монотонно локализует ударную волну 
(за счёт применения в окрестности её фронта моно‑
тонной модификации схемы CABARET).

Описанная методика позволяет находить сгла‑

женное решение v j
n в области (7) после того, как 
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базисное решение u j
n получено во всей расчётной 

области (3). Однако на практике эти решения удоб‑
нее находить одновременно на каждом временном 

слое. Если решения u j
n и v j

n, а значит и решение w j
n, 

известны на n‑м временном слое, то сначала 
на (n + 1)‑м временном слое области (3) по базисной 

схеме находится решение u j
n+1. Это решение задаёт 

граничные условия для области (7), при помощи 
которых на (n + 1)‑м временном слое по внутренней 

схеме CABARET находится решение v j
n+1. В резуль‑

тате по формуле (9) формируется решение w j
n+1 ком‑

бинированной разностной схемы на (n + 1)‑м вре‑
менном слое расчётной области (3).

Если задача Коши (1), (2) описывает процесс 
взаимодействия ударных волн, то пространственная 
сеточная область

 S n x x t Sp
m

j j n p
m[ ] { , },= ∈: (  )  (10)

формирующаяся на n‑м временном слое простран‑
ственно‑временной сеточной области (7), в общем 
случае является многосвязной на отрезке длины 
периода X. При сближении двух ударных волн од‑
носвязные сеточные окрестности их фронтов, вхо‑
дящие в область (10), будут сближаться и в некото‑
рый момент времени образуют единую односвязную 
окрестность. Если в результате соударения этих 
ударных волн формируются две новые расходящи‑

еся ударные волны, то с течением времени окрест‑
ности их фронтов вновь образуют две непересека‑
ющиеся односвязные подобласти области (10).

4. В качестве конкретной гиперболической сис‑
темы выберем систему уравнений первого прибли‑
жения теории мелкой воды, дивергентная форма 
записи которой в случае прямоугольного горизон‑
тального русла без учёта донного трения имеет 
вид (1), где

 u f u= 





=
+





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h
q

q

q h gh
, ( ) .   

/ /2 2 2
 (11)

Здесь h(x, t) и q(x, t) —  глубина и расход жидкости, 
g —  ускорение свободного падения (в расчётах 
g = 10). Рассмотрим для системы (1), (11) задачу 
Коши (2) с периодическими начальными данными

 h x
x

X
q x( , ) sin

( )
, ( , ) ,     0 2

2 5
3 0 0= + + =π

 (12)

где X = 10 —  длина периода. На рис. 1 начальное 
значение глубины жидкости h(x, 0) показано штри‑
ховой линией.

Точное решение задачи (1), (11), (12) моделиру‑
ется численным расчётом по комбинированной 
схеме из работы [15] на мелкой сетке с простран‑
ственным шагом D = 0,005. Профили глубины, по‑
лучаемые в этом расчёте в моменты времени t = 0,5; 
1; 2; 3, изображены на рис. 1 сплошными линиями 

0 2,5 5,0 7,5 x
1

2

3

4

h

2

4

3

1

Рис. 1. Глубина жидкости в моменты времени T = 0 (штриховая линия), T = 0,5 (1), T = 1 (2), T = 2 (3) и T = 3 (4).  
 — результаты численного расчёта по комбинированной схеме из [14],  — по комбинированной схеме из [15]  

и  — по WENO‑схеме [5].
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на отрезке [0, X] длины периода. В результате реше‑
ния этой задачи впадина, расположенная в началь‑
ный момент времени в центре расчётной области 
(штриховая линия), постепенно заполняется жид‑
костью, что приводит к подъёму её уровня в окрест‑
ности точки x = X/2 (линия 1). Этот подъём уровня 
вызывает формирование двух расходящихся ударных 
волн (линия 2), которые, отражаясь от границ рас‑
чётной области, преобразуются в две сходящиеся 
ударные волны (линия 3). Эти ударные волны, со‑
ударяясь в центре расчётной области, формируют 

две новые расходящиеся ударные волны (линия 4). 
Далее этот процесс повторяется, приводя к возник‑
новению новых пар сходящихся и расходящихся 
ударных волн, амплитуда которых постепенно 
уменьшается, что связано с потерей полной энергии 
потока на фронтах этих волн.

5. Результаты численного расчёта задачи (1), (11), 
(12) в моменты времени t = 1; 2; 3 на сетке с про‑
странственным шагом D = 1/15, получаемые по ком‑
бинированной схеме из [14], показаны квадрати‑
ками, по комбинированной схеме из [15] —  круж‑

0 0,5 5,0 7,5 x

−8

−4

δr

(а)

0 0,5 5,0 7,5 x
−6

−5

−4

−3

−2

δr

δr

(б)

0 0,5 5,0 7,5 x

−6

−4

−2

(в)

1
2
3

Рис. 2. Ошибки вычисления r‑инвариантов, получаемые при расчёте по комбинированной схеме из [14] (1), по ком‑
бинированной схеме из [15] (2) и по WENO‑схеме из [5] (3), приведённые в моменты времени T = 1 (а), 2 (б) и 3 (в). 
Треугольниками на оси x показаны координаты ударных волн.
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ками и по WENO‑схеме из [5] —  точками. Поскольку 
эти разностные решения (так же, как и точное 
решение) симметричны относительно точки x = X/2, 
то на рис. 1 каждое из них в фиксированный мо‑
мент времени приводится на одном из отрезков 
[0, X/2] или [X/2, X] длины полупериода. Из рис. 1 
следует, что комбинированные схемы размазывают 
фронт ударной волны существенно меньше, чем 
WENO‑схема. Это объясняется тем, что в этих схе‑
мах в качестве внутренней используется схема 
 CABARET, которая с высокой точностью локализует 
фронты ударных волн.

На рис. 2 в моменты времени t = 1; 2; 3 приведены 
ошибки

 dr t r x t r x tj j e j( ) lg ( , ) ( , )= -|   | (13)

вычисления r‑инварианта r = v - 2c, где v = q/h 

и c gh= , получаемые при расчёте по трём рассмат‑
риваемым схемам на сетке с пространственным ша‑
гом D = 0,02. Точное значение инварианта re моде‑
лируется расчётом по комбинированной схеме 
из [15] на сетке с пространственным шагом 
D = 0,0002. В силу симметрии начальных данных (12) 
графики ошибок dsj(t) вычисления s‑инварианта 
s = v + 2c, получаются из графиков, приведённых 
на рис. 2, путём их отражения относительно прямой 
x = X/2.

Из рис. 2а следует, что на интервалах (kX - 2, 
kX + 2), где k —  целое число, которые при t = 2 
не входят в области влияния сформировавшихся 
ударных волн, точность вычисления r‑инварианта 
в WENO‑схеме приблизительно на три порядка 
выше, чем в комбинированных схемах, что объяс‑
няется более высокой точностью WENO‑схемы 
на гладких решениях. Однако на интервалах (kX + 3, 
kX + 7) между расходящимися ударными волнами 
на рис. 2а точность WENO‑схемы резко падает 
и становится ниже, чем в комбинированных схемах. 
С течением времени, когда вся расчётная область 
становится областью влияния взаимодействующих 
ударных волн (рис. 2б, в), точность вычисления  
r‑инварианта в комбинированных схемах стано‑
вится на один или два порядка выше, чем в WENO‑ 
схеме, везде, за исключением малых окрестностей 
ударных волн, где сходимость разностного реше‑
ния к точному отсутствует. Отметим также, что 
комбинированная схема из [14], в которой базис‑
ной является компактная схема [9], демонстрирует 
более высокую точность, чем комбинированная 
схема из [14], в которой базисной является схема 
Русанова [13]. Это объясняется тем, что компакт‑
ная схема, предложенная в [9], имеет третий по‑

рядок как классической аппроксимации на гладких 
решениях, так и слабой аппроксимации на раз‑
рывных решениях, в то время как схема Русанова 
третьего порядка классической аппроксимации 
имеет лишь первый порядок слабой аппроксима‑
ции.

Источник финансирования. Работа выполнена при 
финансовой поддержке Российского научного фонда 
(грант № 16–11–10033).
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The accuracy with which the shock‑capturing finite‑difference schemes calculate the flows with interaction of 
shock waves is studied. It is shown that, in the domains between the shock waves after their incidence, the calcu‑
lation accuracy of invariants of the combined schemes is several orders of magnitude higher than the accuracy of 
the WENO‑scheme, which is fifth‑order in space and third‑order in time.
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