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ФИЗИКА

ВВЕДЕНИЕ

Явление вихрей различной физической природы 
до настоящего времени изучено ещё не в полной 
мере, несмотря на значительное количество работ, 
посвящённых этой тематике. Оптические вихри 
и динамика распространения вихревых пучков в по-
следнее десятилетие привлекают большое внимание 
исследователей в связи с фундаментальностью изу-
чаемого явления, а также перспектив применения 
таких пучков в оптической передаче и обработке 
информации.

Отличительной особенностью оптических вих-
ревых пучков является наличие фазового множителя 
exp(imq), где m —  целое число, называемое тополо-
гическим зарядом, q —  азимутальная координата [1]. 
Волновой фронт вихревых пучков имеет винтовую 
структуру и представляет собой семейство непере-
секающихся поверхностей, расстояние между кото-
рыми равно длине волны излучения l.

Характерной особенностью вихревого волнового 
фронта является наличие в нём фазовых сингуляр-
ных точек, в которых фаза пучка не определена, 
а амплитуда равна нулю. Это объясняет появление 
терминов “сингулярные пучки”, употребляемого 
наряду с термином “вихревые пучки”, и “сингуляр-
ная оптика” [2, 3].

Сингулярные особенности в световых полях мо-
гут появляться при их прохождении через случайно-
неоднородные и нелинейные среды. Также воз-
можно возбуждение вихревых пучков в лазерных 
резонаторах и многомодовых волоконных светово-
дах. Наиболее эффективным способом формирова-
ния вихревых пучков является использование ди-
фракционных оптических элементов, реализуемых 
в виде тонких фазовых транспарантов или зеркал 
с дифракционным микрорельефом [4, 5]. Приме-
рами таких оптических элементов являются спи-
ральная фазовая пластинка и спиральный аксикон. 
Далее для определённости будем полагать, что вих-
ревой пучок формируется оптическим элементом.

В ранее опубликованных работах вихревые пучки, 
как правило, рассматриваются в терминах волновой 
теории, а каустические поверхности как предмет 
рассмотрения геометрической оптики изучены не-
достаточно.

Каустика —  это огибающая семейства лучей, 
не сходящихся в одной точке. Каустика в оптике —  
это особая поверхность, вблизи которой резко воз-
растает интенсивность светового поля [6, 7]. В рам-
ках геометрический оптики каустики имеют беско-
нечно малую толщину. С учётом волновых свойств 
света каустики должны иметь некоторую толщину 
не меньше длины волны.

В данной работе каустики вихревых оптических 
пучков исследованы на основе асимптотического 
метода вычисления поля, формируемого оптическим 
элементом. Физической основой этого метода яв-
ляется разбиение апертуры оптического элемента 
на малые области с характерным геометрическим 
размером, определяющим точность расчёта.
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АСИМПТОТИЧЕСКИЙ МЕТОД 
ВЫЧИСЛЕНИЯ КАУСТИК

Геометрическую оптику [6, 7] можно рассматри-
вать как коротковолновый предел классической 
оптики, которая, в свою очередь, основана на асимп-
тотической аппроксимации системы уравнений 
Максвелла [7]. В основе коротковолновых асимпто-
тик лежит факт, что поле описывается интеграль-
ными представлениями от быстроосциллирующих 
функций. В рамках геометрической оптики обычно 
предполагается, что на интенсивность в данной 
точке оказывает влияние только небольшая область 
оптического элемента. Математическим выраже-
нием этого факта является метод стационарной 
фазы [7]. Однако не всегда дифракционный интег-
рал можно вычислить с помощью метода стацио-
нарной фазы. В некоторых случаях использование 
этого метода приводит к появлению “особенностей”, 
которые в конечном счёте определяют каустическую 
поверхность. В этом случае интенсивность электро-
магнитного поля в точке стремится к бесконечности. 
Именно этот факт имеет место в окрестности гео-
метрооптических каустик. Изучению каустик посвя-
щено много работ. Классификация всех возможных 
каустик в общем случае была проведена В. И. Ар-
нольдом [8], который использовал математический 
аппарат теории катастроф [9–11].

Особенность вихревых пучков состоит в том, что 
лучевая структура поля зависит от длины волны. 
В свою очередь, это означает, что форма огибающих 
лучей (каустик) также зависит от длины волны.

В данной работе каустики вихревых пучков ис-
следуются в непараксиальном приближении, по-
скольку некоторые каустики при рассмотрении 
в рамках параксиального приближения исчезают.

Рассмотрим интеграл Кирхгофа в цилиндриче-
ской системе координат
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Здесь F(r, q) —  эйконал оптического элемента, 
S(r, q, r, j, z) —  расстояние между точкой на опти-
ческом элементе и текущей точкой, W —  область 
интегрирования.

Найдём асимптотику интеграла (1) на основе 
метода стационарной фазы [7], разложив эйконал (2) 

в ряд Тейлора с точностью до членов второго по-
рядка в точке (r0, q0) в плоскости оптического эле-
мента:
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где r r r1 0= −( ), q q q1 0= −( ).
Рассмотрим точки (r, j, z) в трёхмерном про-

странстве, которые удовлетворяют условию
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Множество точек, удовлетворяющих (4), опре-
деляют трёхмерную каустическую поверхность. 
В этих точках главный член асимптотики интег-
рала (1) [12]
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имеет бесконечное значение, так как J(r0, q0, r, 
j, z) = 0.

Решение системы (4) приводит к параметриче-
скому уравнению каустики
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где S(r, q) удовлетворяет квадратному уравнению

 

( ( , ) ( ) ( ( , )))

( ( , ) ( ) ( ( ( ,

S

S S

r q r r q
r q r r r r

rr r

qq

  

  

⋅ + − ×
× ⋅ + +

F F
F

1 2

   

   

q r q

r q r q r
r

q rq

) ( , ))

( , ))) ( , ) ( )

⋅ −

− − ⋅ +(
F

F F2 S



 КАУСТИКИ ВИХРЕВЫХ ОПТИЧЕСКИХ ПУЧКОВ 137

ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК том 487 № 2 2019

+ ⋅ +







=  
 

  S( , )
( , )

( , ) ( , ) .r q r q
r

r q r qq
r q

F F F
2

0  (7)

В декартовой системе координат уравнение ка-
устики имеет вид
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КАУСТИКИ  
ВИХРЕВЫХ ПУЧКОВ

Функция эйконала, порождающая вихревые син-
гулярные пучки, имеет вид
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Выражения (10), (11) показывают, что каустиче-
ская поверхность обладает радиальной симметрией. 
При этом формирующие её лучи имеют азимуталь-
ную составляющую (рис. 1), которая выражается 
функцией j(r, q) в (10). При m = 0 она отсутствует. 
Вектор переноса энергии также имеет азимутальную 
составляющую, и поле приобретает орбитальный 
угловой момент.

Заметим, что на основе выражений (10), (11) 
можно сформулировать обратную задачу поиска 
функции P(r), обеспечивающей формирование ка-
устики заданной формы.

Квадратное уравнение (11) имеет два решения: 
одно соответствует осевой каустике, другое —  вне-
осевой. Рассмотрим осевую каустику. В этом случае 
можно записать в явном виде
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Выражение для радиальной части эйкональной 
функции для формирования осевой каустики имеет 
следующий вид [13]:
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d

L
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Рис. 1. Траектории лучей, образующих каустическую поверхность (а), то же с волновым фронтом вихревого пучка (б).
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где L(x) определяет распределение энергии вдоль 
оптической оси.

Выражение (14) является решением обратной 
задачи для осевой каустики.

В частности, вихревая параболическая линза по-

лучается, когда L f2 2( ) const,x x+ = =  вихревой 

аксикон получается, когда L2 2( )x x x
a

+ =  (a —  угол 

наклона лучей к оптической оси).

Для вычисления интенсивности воспользуемся 
асимптотикой интеграла Кирхгофа [12]:
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где I0(r, q) —  интенсивность освещающего пучка, 
x z0( , , ),r q   y z0( , , )r q   —  декартовы координаты лу-
чей, вышедших из точки с координатами (r, q) 
на апертуре.

Для того чтобы поле вблизи каустики не обраща-
лось в бесконечность, заменим сингулярную 
функцию, входящую в интегральное выражение (16), 
её регулярной аппроксимацией
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где s —  параметр, определяющий толщину луча. 
При s → 0 рассматриваемый асимптотический ме-
тод приводит к приближению геометрической оп-
тики [7].

На рис. 2 показаны результаты расчёта поля с ис-
пользованием разработанного асимптотического 
метода для вихревой линзы с различным значением 
топологического заряда m при I0( , ) const.r q =  Как 
видно, при m = 0 каустика имеет классический вид: 
каустический “клюв”, при небольших значениях 
m = 10, 20 изменения касаются только осевой каус-
тики, а при больших значениях m = 50, 150 меняется 
также вид внеосевой каустики и происходит смеще-
ние условной плоскости фокусировки (максималь-
ного значения) ближе к оптическому элементу.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Наличие вихревой составляющей приводит к су-
щественному изменению каустики оптического 
пучка. Из каустической световой линии (при m = 0) 
формируется полая поверхность, радиус которой 
увеличивается с ростом номера вихревой фазовой 
сингулярности m.

На примере вихревой линзы показано, что при 
небольших значениях топологического заряда m 
изменения касаются только осевой каустики, при 
больших значениях m > 20 меняется также вид вне-
осевой каустики.

На основе полученного параметрического урав-
нения каустической поверхности вихревых пучков 
может быть решена задача формирования осевых 
каустик требуемого вида.

Удобство формирования и наблюдения оптиче-
ских вихрей позволяет рассматривать их как основу 
моделирования вихрей различной физической при-
роды.

Источники финансирования. Работа выполнена 
при поддержке Министерства науки и высшего обра-
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тоника” РАН (соглашение № 007-ГЗ/Ч3363/26).
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CAUSTICS OF VORTEX OPTICAL BEAMS 
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The work is devoted to the study of caustics of vortex optical beams. An asymptotic method for calculating the 
caustic surfaces of vortex beams was developed. The formulation of the inverse problem of the formation of axial 
caustics of the required type is considered. It is shown that the presence of the vortex component leads to the 
formation of an axisymmetric caustic surface, the characteristic diameter of which increases with increasing to-
pological charge.
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