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Исследуется образование льда в ненасыщенном грунте при наличии градиента давления и капиллярных 
сил. Показано, что в линейном приближении задача определения количества образующегося льда сво-
дится к решению неоднородного диффузионного уравнения для водонасыщенности. Получено авто-
модельное решение задачи в одномерном приближении. Найдено, что падение давления на охлаждающей 
стенке вызывает подток воды к фронту кристаллизации и приводит к увеличению объёма образующегося 
льда.
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МЕХАНИКА

1. Натурные и лабораторные исследования по-
казывают, что в промерзающих грунтах вода может 
двигаться к фронту кристаллизации. Для объяснения 
этого эффекта были предложены различные теории 
миграции влаги (плёночной миграции, сил крис-
таллизации, сил всасывания и т. д.) [1, 2]. Было най-
дено, что существенную роль в процессах переноса 
влаги в грунтах играют поверхностные силы. Обще-
принятых математических моделей, учитывающих 
поверхностные силы, в настоящее время не суще-
ствует. Широкое распространение получил подход, 
основанный на формально введённых эффективных 
уравнениях переноса [1, 2]. В [3] обсуждались гра-
ничные условия на фронте фазового перехода вода—
лёд для эффективного уравнения диффузии влаги.

Для учёта поверхностных сил в теории много-
фазной фильтрации, основанной на законах сохра-
нения, М. Леверетт сделал обобщение понятия ка-
пиллярного давления на пористые среды [4]. Этот 
подход был использован для исследования влияния 
капиллярных сил на течения с фазовыми переходами 
в геотермальных резервуарах [5, 6]. В [7] была сфор-
мулирована задача о плавлении льда в ненасыщен-
ном мёрзлом грунте при наличии капиллярного 
давления в области вода–воздух.

В настоящей работе рассматривается задача за-
мораживания ненасыщенного грунта с учётом ка-
пиллярных сил при наличии градиента давления. 
Представлена полная система условий на поверх-

ности фазового перехода. Для одномерного случая 
найдено автомодельное решение. Показано, что 
падение давления на замораживающей стенке при-
водит к подтоку воды к фронту кристаллизации 
и увеличению количества образующегося льда.

2. Рассмотрим задачу о замораживании ненасы-
щенного недеформируемого грунта. Пусть в началь-
ном состоянии грунт содержит гетерогенную смесь 
воды и воздуха с температурой T0 и давлением воз-
духа Pg0. Если температура T 0 на некоторой непо-
движной границе опускается ниже температуры 
фазового перехода вода—лёд, то возникает фронт 
кристаллизации. В общем случае образующийся лёд 
не заполняет поровое пространство целиком. Фронт 
фазового перехода разделяет две области, насыщен-
ные водой и воздухом перед фронтом и льдом и воз-
духом за фронтом. Система уравнений двухфазной 
фильтрации в области 1 вода—воздух при условии 
несжимаемости воды имеет вид
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Здесь R —  газовая постоянная, v —  (вектор) скорость 
фильтрации, r —  плотность, S —  насыщенность, 
k —  проницаемость, f —  пористость, m —  вязкость, 
f —  относительная фазовая проницаемость. Ин-
дексы: g —  газ (воздух), w —  вода.
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В области 2 за фронтом, насыщенной гетероген-
ной смесью льда и воздуха, система уравнений сле-
дует из системы (1) при замене индекса w на индекс i, 
соответствующий льду, считая лёд неподвижным: 
vi = 0.

Капиллярное давление Pc в области смеси воз-
дух—вода связано с давлениями воды и воздуха со-
отношением

 P P Pw g c= + . (2)

В пористой среде, насыщенной смесью воды и газа, 
капиллярное давление зависит от водонасыщенно-
сти и определяется соотношением Леверетта [4]

 P S
k

J Sc w w( ) ( ), cos .= = -c f c s q   4  (3)

Здесь J(Sw) —  функция Леверетта, s —  коэффициент 
поверхностного натяжения, q —  контактный угол. 
Для смачиваемой среды c < 0.

В естественных условиях перепады давления 
малы по сравнению с абсолютными величинами. 
Пусть изменения водонасыщенности также неве-
лики и не влияют на распределение давления. По-
скольку влияние работы капиллярных сил на тепло-
перенос мало, то для обеих областей в линейном 
приближении справедливо уравнение теплопровод-
ности
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Исключая плотность газа, скорости фильтрации 
воды и газа, давление в жидкости и пренебрегая 
малыми слагаемыми для областей 1 и 2, получаем 
систему уравнений для определения неизвестных 
Sw и Pg:
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Здесь Pg
0 —  давление воздуха на охлаждающей по-

верхности.

Условия на поверхности кристаллизации следуют 
из законов сохранения масс H2O и газа, а также 
условие баланса энергии при известной температуре 
кристаллизации T * = 273,15 K в предположении, что 
капиллярные силы не изменяют температуру фазо-
вого перехода:
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Здесь q —  теплота фазового перехода лёд—вода, 
V(t) —  скорость фронта кристаллизации. Индексы 
“плюс” и “минус” —  значения величин соответ-
ственно перед и за фронтом, n —  нормаль.

Сформулированная задача содержит четыре не-
известных параметра: V, Pg*, Si и Sw+. Для их опреде-
ления имеется три закона сохранения на границе 
кристаллизации (6)–(8). Для замыкания системы 
соотношений необходимо дополнительное условие, 
связывающее искомые параметры.

Центральным положением теории двухфазной 
фильтрации, подтверждённым экспериментально, 
является положение о том, что вода и газ движутся 
по разным поровым каналам. В смачиваемой среде 
каналы меньшего диаметра заняты жидкостью (во-
дой), а большего диаметра —  газом. При переходе 
воды в кристаллическое состояние объём увеличи-
вается, что приводит к росту давления воды перед 
фронтом и её оттоку от фронта. Течение, во-первых, 
осуществляется по каналам, уже занятым водой, 
а, во-вторых, из-за повышения давления в воде про-
исходит её проникновение в каналы большего диа-
метра. Соответственно водонасыщенность перед 
фронтом кристаллизации возрастает. Лёд может 
образовываться только в тех порах и каналах, кото-
рые содержат воду. Следовательно, весь растущий 
кристалл льда в пористой среде должен омываться 
водой. Из этих соображений следует дополнительное 
условие равенства насыщенностей воды и льда 
Si = Sw+, которое замыкает систему соотношений 
на поверхности кристаллизации.

3. Рассмотрим полубесконечную задачу в одно-
мерном приближении. Пусть в начальном состоянии 
талый грунт с водонасыщенностью Sw0 занимает 
полупространство x > 0. Если температура на непо-
движной стенке x = 0 опускается ниже температуры 
фазового перехода вода—лёд, то вправо распростра-
няется фронт кристаллизации, двигающийся по за-
кону x = X(t). Если начальные и граничные темпе-
ратура, давление и водонасыщенность являются 
постоянными величинами, то задача имеет автомо-

дельное решение X t a t( ) .= 2 1 g  В области за фрон-
том имеем
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Здесь ζ = x a t/2 1 , Pg
0 —  давление газа на стенке.

Подстановка полученных решений в соотноше-
ния (6)–(8) сводит задачу к численному исследова-
нию системы трансцендентных уравнений для опре-
деления автомодельной скорости g, давления газа 
на фронте Pg* и насыщенности льда Si.

Численные эксперименты были проведены при 
характерных значениях параметров. Поскольку при 
кристаллизации объём H2O возрастает, то значение 
водонащенности на фронте при отсутствии гради-
ента давления должно быть больше начального зна-
чения (рис. 1). Согласно диффузионному уравне-
нию (5), вода в области 1 оттекает от фронта, а объём 
льда (область 2) не превосходит невозмущённое 
значение S Si w w i0 0= r r/ ,  которое определяется 
из условия неподвижности воды.

Если давление воздуха на неподвижной стенке 
больше начального, то возникает течение от фронта 
кристаллизации и, соответственно, количество 
образующегося льда уменьшается (кривая 1, рис. 2). 
При высоких проницаемостях и относительно боль-
шом градиенте давления объёмная доля образую-
щегося льда может принимать значение, которое 
меньше начальной водонасыщенности (кривая 2). 
В этом случае наибольшее значение водонасыщен-
ности достигается на некотором удалении от фрон- 
та кристаллизации. Такая ситуация возникает при 
искусственном замораживании охлаждённым воз-
духом, и наиболее эффективный режим будет реа-
лизовываться при наименьшем градиенте давле-
ния.

При падении внешнего давления Pg
0 реализуется 

обратный процесс —  возникает течение воды 
к фронту кристаллизации. Тогда в область фазового 
перехода поступают дополнительные объёмы воды, 
что приводит к увеличению насыщенности льда 
(рис. 3). При этом образуется минимум водонасы-
щенности на некотором удалении от фронта. Отме-
тим, что в рассматриваемом приближении распре-
деление насыщенности не влияет на распределение 
давления, поэтому представленная математическая 
модель не описывает блокирование течения обра-
зующейся твёрдой фазой [8].
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Рис. 1. Характерное распределение насыщенностей 
воды и льда. f = 0,25; k = 5 ⋅ 10-14 м2; T0 = 280 К; 
T 0 = 260 К; Sw0 = 0,5; Pg0 = Pg

0 = 105 Па.
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Рис. 2. Распределение водонасыщенности при увели-
чении давления Pg

0 на замораживающей стенке. 
k = 0,5 ⋅ 10-14 м2. Остальные параметры, как на рис. 1. 
Pg

0 = 1,2 ⋅ 105 (1); Pg
0 = 1,25 ⋅ 105 Па (2).
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Понижение температуры на границе приводит 
к росту количества образующегося льда (рис. 4), 
поскольку при интенсивном процессе кристалли-
зации отток воды от фронта уменьшается.

Источник финансирования. Работа выполнена при 
финансовой поддержке гранта РФФИ № 16–01–
00363.
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Ice formation in unsaturated soil is investigated, in the presence of pressure gradient and capillary forces. It is 
shown that in linear approximation the problem of determining of the amount of ice formed reduces to solving a 
non-uniform diffusion equation for water saturation. Similarity solution of the problem in one-dimensional case 
is obtained. It is found that the pressure drop at the cooling wall causes flow of water towards the crystallization 
front and leads to an increase in the amount of ice that forms.

Keywords: unsaturated soils, capillary pressure, pressure gradient, filtration, freezing, ice.
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Рис. 3. Распределение водонасыщенности при паде-
нии давления на стенке. Pg

0 = 0,8 ⋅ 105 Па. Остальные 
параметры, как на рис. 2.
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Рис. 4. Зависимость насыщенности льда от темпера-
туры T 0 на стенке. Pg

0 = 0,8 ⋅ 105 (1), Pg
0 = 105 (2), 

Pg
0 = 1,2 ⋅ 105 Па (3).


