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В работе изучаются числовые характеристики 
тождеств неассоциативных алгебр над полем нулевой 
характеристики. Пусть A —  алгебра над полем F, 
а F{X} —  абсолютно свободная алгебра над F с бес‑
конечным множеством порождающих X. Совокуп‑
ность Id(A) всех тождеств алгебры A является идеа‑
лом в F{X}. Если Pn —  подпространство всех поли‑
линейных многочленов от x1, ..., xn в F{X}, то после‑
довательность коразмерностей 

	 cn(A) = codim(Pn: Pn ∩ Id(A)), n = 1, 2, ..., 

является важной числовой характеристикой семей‑
ства тождеств алгебры A. Для широкого класса ал‑
гебр рост последовательности {cn(A)}, называемой 
последовательностью коразмерностей A, ограничен 
экспоненциальной  функцией.  Например,  если 
dimA = d < ¥, то cn(A) ≤ dn+1 [1, 2]. Аналогичное огра‑
ничение выполняется для любой ассоциативной 
PI‑алгебры [3]. А. Регев выдвинул предположение, 

что в ассоциативном случае c A Cn dn
t n( ) ,∼  где C —  

константа, t —  полуцелое, а d —  неотрицательное 
целое число. Более точно гипотеза Регева означает 
существование трёх пределов
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которые можно назвать первым, вторым и третьим 
приближениями. Первое приближение известно 
также как гипотеза Амицура.

Существование и целочисленность 1‑го из пре‑
делов (1) доказаны в [4, 5]. Во втором приближении 
гипотеза Регева также подтвердилась [6, 7], а вопрос 
о третьем приближении до сих пор открыт. В неас‑
социативном случае 1‑й из пределов (1) может быть 
дробным [8], а может вообще отсутствовать [9] даже 
в случае экспоненциальной ограниченности роста 
коразмерностей. Возможен также и промежуточный 

рост типа nnb
, 0 < b < 1, как показано в [10].

Цель настоящей работы —  расширение класса 
функций промежуточного роста, реализуемых как 
функции роста коразмерностей тех или иных алгебр, 
а также построение примера алгебры A, у которой 
1‑й и 2‑й пределы (1) существуют, а 3‑й отсутствует. 
Построение новых примеров базируется на резуль‑
татах комбинаторной теории формальных языков.

Комбинаторные свойства двоичных слов неод‑
нократно использовались для построения различных 
примеров асимптотического поведения коразмер‑
ностей (см., например, [8, 10]). В работе [11] был 
предложен альтернативный подход к построению 
алгебр по двоичным словам, которому мы и будем 
следовать ниже.

Пусть w1w2... —  бесконечное двоичное слово. 
Комбинаторной сложностью w называется функция 
Comp ,w : � �→  где Compw(n) —  число различных 
подслов длины n в w. Подслово u в w будем называть 
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собственным, если хотя бы одно из его вхождений 
в w начинается с k‑й позиции, где k ≥ 3. Разделим 
собственные подслова в w на две категории. Под‑
слово u назовём подсловом 1‑го типа, если оно 
встречается в w только после нуля либо только после 
единицы. Если же u встречается в w и после нуля 
и  по сле  единицы,  то  назовём  его  подсловом 
2‑го типа.

Рассмотрим алгебру A(w) с базисом {a, b0, b1, ...}, 
в которой умножение задано следующим образом. 
Для любого i ≥ 0 положим b abi i+ =1 , если wi + =1 1, 
и b b ai i+ =1 , если wi + =1 0. Все остальные произведе‑
ния базисных элементов положим равными нулю. 
Обозначим через w* бесконечное подслово w3w4... 
в w. Комбинаторная сложность w и коразмерности 
A(w) связаны следующим соотношением.

Те о р е м а   1.	Для	алгебры	A(w)	n-я	коразмерность	
при	n ≥ 3	равна

  c A w k n k nn n n( ( )) ( ),( ) ( )= + −− −2
1

2
2 2 1

где	km
( ),1  km

( )2  —  количество	подслов	1‑го	и 2‑го	типов	
длины m в w. В	частности, 

  Comp ( ) ( ( )) Comp ( ).* *w n wn c A w n− ≤ ≤ −2 2 2  

Опираясь на результаты работы [12] и теорему 1, 
можно получить новый широкий класс алгебр с про‑
межуточным ростом коразмерностей.

Те о р е м а   2. Пусть	j: � �+ +→ 	—		дифференци-
руемая	на	(0; ¥)	функция,	такая,	что:

(i)	 j( ) logt t� 2 ;

(ii)	 ′ −j b( )t t� 	для	некоторой	константы	b > 0;

(iii)	 j′	—		убывающая	функция.

Тогда	существует	двоичное	слово	u,	для	которого	
log Comp ( ) ( ).2 u n n∼ j 	В	частности,	существует	ал-

гебра	A,	для	которой	c An
n( ) ( )∼ 2j .

Используя результаты работы [13], можно полу‑
чить примеры алгебр и с более резкими колебаниями 
функции коразмерностей.

Те о р е м а   3.	Существует	алгебра	A,	для	которой	
можно	 выбрать	 возрастающую	 последователь-
ность	nk, k = 1, 2, ...,	так, что:

a)	 c A n nn k kk
( ) ln ln ,< + 	если	k	нечётно;

б)	 cn

n

n
k

k

k> 2 ln ln ,	если	k	чётно.

Теорема 1 позволяет построить пример алгебры, 
для которой существуют 1‑й и 2‑й пределы (1), 
но отсутствует 3‑й предел. В теории формальных 

языков хорошо известен язык E0, состоящий из всех 
слов в двухбуквенном алфавите {a, b}, которые не со‑
держат подслов a2, b4 и ab2a. Нетрудно построить 
бесконечное бинарное слово w0, для которого язык 
всех конечных подслов и слова w0, и слова w0

* совпа‑
дает с E0. Тогда для алгебры A(w0) 1‑й и 2‑й пределы 
(1) равны соответственно
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2
 —  золотое сечение. В то же время
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We consider polynomial identities and codimension growth of nonassociative algebras over a field of characte‑
ristics zero. We offer new approach which allows to construct nonassociative algebras starting from a given infinite 
binary word. The sequence of codimensions of such an algebra is closeely connected with combinatorial comple‑
xity of the defining word. These constructions give new examples of algebras with abnormal codimension growth. 
The first important achievement is that our algebras are finitely generated. The second one is that asymptotic 
behavior of codimension sequences is quite different unlike all previous examples.
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