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Управление генераторами электрических коле-
баний по принципу “лидер—ведомый” было впер-
вые использовано в начале прошлого века в системах 
фазовой автоподстройки частоты (ФАПЧ, Phase-
locked loop) для подстройки частоты генератора 
к частоте входного сигнала [1]. В настоящее время 
различные схемы ФАПЧ реализуются в виде ком-
пактных электронных схем и получили широкое 
распространение в современном телекоммуника-
ционном оборудовании, распределённых компью-
терных архитектурах, глобальных навигационных 
системах (GPS, ГЛОНАСС) и других приложениях.

Схемы ФАПЧ являются существенно нелиней-
ными системами автоматического регулирования. 
Важными инженерными характеристиками работы 
ФАПЧ являются диапазоны разностей частот, для 
которых возможна подстройка генераторов с требу-
емыми свойствами, а именно: полоса удержания 
(hold-in range), соответствующая наличию синхрон-
ного рабочего режима и локальной устойчивости, 
полоса захвата (pull-in range), соответствующая втя-
гиванию в синхронный рабочий режим при любых 
начальных данных (глобальная устойчивость) [1–3]. 
Для строгого анализа устойчивости работы от-
дельных и связанных систем ФАПЧ естественным 
является развитие и применение методов функций 
Ляпунова [4–9].

В монографии известного американского спе-
циалиста Ф. Гарднера сформулирована следующая 

проблема [10]: определить полосу быстрого захвата 
(lock-in range), которая соответствует синхронизации 
без проскальзывания циклов генераторов. Интерес 
к проблеме Гарднера в последние годы связан с раз-
витием цифровых систем передачи данных на основе 
ФАПЧ, существенным повышением частот генера-
торов и требованиями к переходным режимам [11].

В данной работе впервые показаны аналитиче-
ские возможности решения проблемы Гарднера для 
многомерных моделей ФАПЧ. Развитие аналогов 
классических критериев устойчивости для цилинд-
рического фазового пространства [6, 12] позволило 
впервые получить в настоящей работе аналитические 
оценки полосы быстрого захвата ФАПЧ третьего 
порядка.
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Рассмотрим классическую схему ФАПЧ в про-
странстве фаз сигналов (рис. 1) [1, 3].

Здесь входом схемы является фаза эталонного 
генератора (ЭГ) qref ( );t  qvco( )t  —  фаза подстраивае-
мого генератора (VCO); q q qe t t t( ) ( ( ) ( ))= −ref vco  —  
разность фаз сигналов (расфазировка); sin ( )qe t  —  ха-
рактеристика фазового детектора (PD); Loop filter —  
линейный фильтр с передаточной функцией H(s) 
и начальным состоянием x(0); vf (t) —  выход линей-
ного фильтра; Kvco —  коэффициент усиления под-

страиваемого генератора; wvco
free —  собственная частота 

подстраиваемого генератора; блок 
1

s
 —  интегратор. 

Схема на рис. 1 описывает поведение двухфазных 
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моделей в пространстве сигналов [11], а классиче-
ские схемы ФАПЧ в пространстве сигналов сводятся 
к этой схеме при помощи специальных методов 
усреднения [3].

Рассмотрим линейный фильтр с передаточной 
функцией второго порядка, имеющий один нулевой 
полюс [13]1:

 H s
s

s s
( )

( )
, ,= +

+
+ > >t

t
t t2

1
1 2

1
1 0 0    . (1)

Предполагаем, что передаточная функция —  невы-
рожденная, т.е. t t1 2 1≠ ; частота входного сигнала —  
постоянная: �q w wref ref ref( ) ( ) ;t t= ≡  закон изменения 
частоты подстраиваемого генератора —  линей-
ный [1]:
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free

vco( ) ( ) ( )t t K tf= = + v . (2)

Разность собственных частот генераторов обозначим

 w w we
free

ref vco
free≡ − . (3)

Из (1)–(3) получим систему дифференциальных 
уравнений, которая описывает классическую сис-
тему ФАПЧ в пространстве фаз сигналов:

 

�
�

�

x
x x

K x x

e

e

e e

1

2 1 2

1
1

1 2

1
2

1 1

=
= − +

= − + − +

sin ,
sin ,

q
t q

q w
t

t t
t

free
vco ssin .qe







 (4)

Здесь qe можно рассматривать как циклическую 
переменную и проводить анализ системы (4) только 
для q π πe( ) [ , ).0 ∈ −   Заметим, что система (4) инва-
рианта относительно преобразования

1 В литературе по ФАПЧ использование нулевого полюса 
рекомендуется для расширения диапазона захвата, а до-
полнительных устойчивых звеньев —  для улучшения фильт-
рующих свойств [8].
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Свойство (5) позволяет провести анализ системы (4) 

только для we
free ≥ 0 и ввести в рассмотрение понятие 

отклонения частоты:

 | | | |free
ref vco

freew w we = − . (6)

Состояния равновесия системы (4), соответству-
ющие синхронной работе генераторов, описываются 
уравнениями

 sin , ,q t w
e

ex
K

xeq eq
free

vco

eq      = = =0 01
1

2  (7)

и могут рассматриваться как многозначная функция 

от разности частот: ( ( ), , )x xe e1 2
eq free eq eq  w q .

2. ПРОБЛЕМА ГАРДНЕРА:  
АНАЛИТИЧЕСКАЯ ОЦЕНКА  

ПОЛОСЫ БЫСТРОГО ЗАХВАТА

Для системы (4) состояния равновесия ( , ,x x1 2
eq eq  

π π+ 2 n) неустойчивы ∀ ∈n �, и при выполнении 
неравенства

 ( )( )t t t1 1 2 1+ + >K vco  (8)

состояния равновесия ( , , )x x n1 2 2eq eq  π  асимптотиче- 
ски устойчивы ∀ ∈n �.

Если для некоторого we
free каждая траектория сис-

темы (4) стремится к некоторому состоянию равно-

весия, то система с таким значением we
free называется 

глобально асимптотически устойчивой [12]. Если
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t
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то имеет место проскальзывание цикла [3].

О п р е д е л е н и е  1 [3, 11]. Для системы (4) с фик-

сированным значением we
free область начальных со-

стояний ( ( ), ( ), ( )),x x e1 20 0 0  q  для которых синхро-
низация происходит без проскальзывания цикла, 
называется о б л а с т ь ю  з а х в а т а  б е з  п р о с к а л ь -

з ы в а н и я  Dlockin
free( ).we

О п р е д е л е н и е  2  [3, 11]. П о л о с о й  б ы с т -
р о г о  з а х в а т а  называется такой максимальный 

интервал отклонений частот | |freewe ∈ ∈[ , ),0  wl  что для 
каждого отклонения частоты система (4) является 
глобально асимптотически устойчивой и область
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Рис. 1. Схема классической системы ФАПЧ в про-
странстве фаз сигналов.
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содержит все асимптотически устойчивые состояния 
равновесия системы (4). Значение wl называется 
ч а с т о т о й  з а х в а т а  б е з  п р о с к а л ь з ы в а н и я.

Те о р е м а  1. При выполнении условия

 t t t1 1 2 1( )+ >  (9)

система (4) является глобально асимптотически 
устойчивой.

Утверждение теоремы следует из выполнения 
частотных условий глобальной устойчивости [6, 14]. 
Заметим, что условие (9) расширяет область устой-
чивости, полученную без строгого применения кри-
териев устойчивости для цилиндрического фазового 
пространства в известной работе Д. Абрамовича, 
представленной на конференции IEEE Military Com-
munications Conference “21st Century Military Com-
munications —  What’s Possible?” (США, 1988) [13].

Таким образом, система (4) при условиях (9) 
имеет бесконечный диапазон захвата. Отметим, что 
проведение достоверного численного анализа устой-
чивости ФАПЧ является трудной задачей из-за воз-
можности наличия скрытых аттракторов [14].

Те о р е м а  2. Пусть выполнено условие (9). Тогда 
для полосы быстрого захвата системы (4) справедлива 
оценка
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1
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 (10)

Идея доказательства заключается:

а) в построении для фиксированного we
free семей-

ства вложенных положительно инвариантных об-
ластей, содержащих асимптотически устойчивое 
состояние равновесия системы (4) и лежащих между 
плоскостями { }q πe = −  и { }q πe = :
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б) в отыскании максимального wl
est, при котором 

для каждого отклонения частоты | |  free estw we l∈[ , )0  

пересечение областей Bc=2(w) для | | estw w< l  содержит 
оба асимптотически устойчивых состояния равно-

весия системы ±





t w1 0 0
K e

vco

free   , ,  (рис. 2). Анало-

гично можно получить оценки полосы быстрого 
захвата для фильтров более высокого порядка.
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Рис. 2. t1 = 1, t2 = 2, Kvco = 1, | |freewe = 1. Оценка областей захвата без проскальзывания для ±we
free (а). Траектории  

с начальными данными −
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free   , ,  при we
free = −1 притягиваются к состоянию равновесия 

без проскальзывания цикла (б).
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This report shows the possibilities of solving the Gardner problem of determining the lock-in range for multidi-
mensional phase-locked loops systems. The development of analogs of classical stability criteria for the cylindri-
cal phase space made it possible to obtain analytical estimates of the lock-in range for third-order system.
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