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ВВЕДЕНИЕ

Работа посвящена численному анализу модифи-
кации модели кристаллизации металлов, предло-
женной в [1] (см. также [2]). Новизна исследуемой 
модели заключается в том, что моделирование про-
водится одновременно на нескольких масштабных 
уровнях, от микро до макро. Хотя к настоящему 
времени экспериментальные исследования позво-
лили установить многие детали явления кристалли-
зации металлов, но общего теоретического пред-
ставления об этом процессе пока не существует. 
Основной причиной такого положения дел является 
сложность исследуемого феномена, выражающаяся 
в необходимости учитывать как процессы, проис-
ходящие на уровне атомов и их комплексов (микро-
масштаб), так и процессы, протекающие на макро-
уровне (модель сплошной среды).

Модель, используемая в настоящей работе, осно-
вана на представлении о пространстве кристаллизу-
ющегося сплава как о пористой среде, распростране-
ние возмущений в которой описывается уравнениями 
типа Био. Кристаллизующийся сплав представляется 
как возникающая и растущая подвижная пористая 
структура. Появление такой структуры и её рост про-

исходят в ходе кристаллизации. Свойства пористой 
структуры формулируются с помощью модификации 
(см. [1, 2]) модели Био [5] насыщенной пористой 
среды. Микроуровень ликвации описывается расши-
рением модели Кана–Хилларда [6, 7] спинодального 
распада с конвекцией, моделирующей диффузионное 
расслоение. При этом в модель вводится ещё один 
параметр, так называемая усадка (точное определение 
см. ниже), которая характеризует процесс образования 
пустот при кристаллизации твёрдой фазы. Этот пара-
метр имеет как физическое, так и технологическое 
значение, и для его описания вводится специальное 
макроуравнение типа закона сохранения. Показана 
возможность получения различных режимов крис-
таллизации при изменении параметров. Многомер-
ный вариант предполагается изучить в последующих 
публикациях, используя многопроцессорные вычис-
лительные комплексы. Наша задача (по аналогии 
с диаграммой состояний) —  сформулировать модель 
в терминах фазового пространства.

В рамках настоящей работы в качестве модель-
ного объекта выберем рассмотренный в [1] процесс 
кристаллизации двухкомпонентной системы 
(сплава) с эвтектикой. Обозначим компоненты рас-
плава как A и B. При этом переходить в твёрдое со-
стояние может только один компонент B. Форму-
лировка модели предполагает, что модель должна 
описывать формирование межфазных границ, для 
управления которыми вводится ряд параметров, 
имеющих в том числе и технологическую интерпре-
тацию, а эволюция системы описывается измене-
нием во времени следующих функций от простран-
ственной переменной: ws —  осреднённая скорость 
смещения твёрдой фазы; wl —  осреднённая скорость 
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конвекции жидкой фазы; z —  усадка; c —  мольная 
концентрация компонента B в жидкой фазе; T —  
температура; P —  поровое давление в жидкой фазе. 

Усадка z
V V V

V
s l= - -

,  где V —  общий исходный 

объём системы, Vs и Vl —  текущие объёмы твёрдой 
и жидкой фаз соответственно. Наша модель описы-
вает процесс неравновесной кристаллизации сплава, 
который относительно быстро поместили в доста-
точно низкотемпературную среду. Вследствие этого 
возникает режим дальнейшего отвода тепла 
из сплава, и этим режимом можно управлять, влияя 
на характер кристаллизации. Причиной образования 
твёрдой фазы считается наличие зоны нестабильного 
состояния вещества в системе, которое возникает 
вследствие концентрационного переохлаждения. 
В этой нестабильной зоне возникает явление так 
называемого спинодального распада [8] с последу-
ющей ликвацией. Вследствие этого в расчётах мы 
будем визуализировать линии уровня функции c, 
считая, что при c > ccr имеет место преимущественно 
“твёрдая” фаза, ccr является некоторым пороговым 
значением концентрации, при котором наша сис-

тема неустойчива. Параметры процесса: q
m

m
A

B

= , где 

mA обозначает общую массу компонента A, mB обо-
значает общую массу компонента B; положим 

q = 0,25; Q
M

M
A

B

= , где MA, MB —  атомные массы ком-

понентов A и B соответственно; положим Q = 1,75; 

R
m

V
B

s

=
r

, V — общий исходный объём системы; по-

ложим R = 0,74; c —  молярная концентрация ком-
понента B в жидкой фазе; заметим, что величина 

y c
qc

Q c
( )

( )
=

-1
 представляет собой массовую долю 

компонента B в жидкой фазе по отношению к общей 

массе компонента B, т.е. y c
m

m
B
l

B

( ) ;=  rl(c, z) — плот-

ность жидкой фазы, определяется как масса жидкой 
фазы ml, делённая на объём V l, занимаемый жидкой 

фазой; учитывая, что m m m m y c ql
A B

l
B= + = +( ( ) ),   

а V V zV Vl s= - - ,  где z —  усадка, V s —  объём,  

занимаемый твёрдой фазой, V
m y c

s
B

s

= - =( ( ))1

r
 

= -RV y c( ( )),1  получаем выражение для прираще- 
ния энтальпии как функции T, S, c и z.

ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 
ПРОЦЕССА КРИСТАЛЛИЗАЦИИ

Наша задача —  построение потенциала Гинз-
бурга—Ландау для начальной стадии разрушения 

конструкционного материал в форме свободной 
энергии Гиббса—Гельмгольца. Начнём с анализа 
термодинамических соотношений. Переход к крис-
таллизации отвечает отбору избыточной тепловой 
энергией ламинарного расплава. Таким образом, 
энергией деградации расплава (его кристаллизации) 
является отобранная при охлаждении тепловая энер-
гия. Глобальную неоднородность системы можно 
характеризовать как неоднородное распределение 
энтальпии по расплаву

 ∆H TdS V dP dll= + + y .

Вклад ydl упругой деформации твёрдой фазы (при 
тепловом ударе, см. [4, 12]) для простоты записан 
усреднённо одномерным. Тогда уравнение состояния 
упруго деформированной твёрдой фазы —  закон 
Гука: y e= E T z( , ) ,  где E(T, z) —  модуль Юнга, отно-

сительное удлинение e = -l l

l
0 . Усреднённый ли-

нейный размер l Vs= ( )1 3/  твёрдой фазы (усреднённая 
длина твёрдой фазы), где объём твёрдой фазы 

V V z R y cs = + -( ( ( ( ))) .0
1 31 /  Отметим, что при фикси-

рованном объёме при возрастании объёма пус- 
тот (усадки) твёрдое тело становится мягче: 
∂ <z E T z( , ) . 0

В фазовом пространстве на многообразии ло-
кального равновесия приращение энтальпии есть 
полный дифференциал. Для критических явлений 
с избыточной энергией [4], таких как ламинарно-
турбулентный переход [10], конвективная неустой-
чивость Рэлея—Бенара [11], разрушение конструк-
ционного материала [12], многообразие локального 
равновесия определяется соответствующей адиаба-
той. Что будет в рассматриваемом случае? Здесь

 e = + - - -
+ -

( ( ( )) ( ( ( ))
( ( ( ))

z R y c R y c

z R y c

1 1

1

1 3
0

1 3

1 3

/ /

/ .

Отсюда
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Положим Y z R y cs = + -( ( )),1  тогда

 G
Y Y

Y
dYs

s s

s
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1 3 0 1 3

1

1

0

/ /( )

( ( )

( ( )

 
= + - - - -

- - +
3 1 1

1

1 3
0

1 3

0
1 3

(( ( ( )) ( ( ( )) )

( ( ( ))) ln
(
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y c

R y c

( ))
( ( ))

.

Будем считать, что b = ∂
∂

E T z

z

( , )
,

 
 k = ∂

∂
E T z

T

( , ) 
 —  

константы. Отсюда

 
∆H d T S S V P P E T z G

S S dT P P V dz R
l s= - + - + -

- - + - - ′
( ( ) ( ) ( , ) )

( ) ( ) (
0 0

0 0 0

 
 yy c dc

G dT dzs

( ) )
( ).

-
- + b k

Уравнение состояния

 ( )S S Gs- + =0 0b . (1)

Отсюда

 
S S z c z R y c

R y c z R y

= = - + - -
- - + -

( , ) ( ( ( ( ))

( ( ( ))) ln( ( (

 

 

/

/

b 3 1

1 1

1 3

0
1 3 cc)))).

Тогда

 
∆H d T S S V P P E T z G

P P V dz Ry c dc G
l s= - + - + +

+ - - ′ -
( ( ) ( ) ( , ) )

( ) ( ( ) )
0 0

0 0

 
 ss dzk .

Функция S Ys( ) монотонно возрастает на интервале 

Y Ys s> 0, что позволяет разрешить уравнение (1) от-
носительно Ys. Отсюда находим 

 
z R y c K S S

S S z R y c Ys

+ - = -
> + - >

( ( )) ( ),

, ( ( )) .

1

1
0

0
0   

Таким образом, возникает необходимое условие 
возрастания энтропии в расплаве в лабильной зоне 
(при зарождении затвердевания расплава):

 S S> 0. (2)

Отметим, что в первоначальном исследовании кон-
струируемой нами модели кристаллизации [1] при 
формальном введении аналога потенциала Гинз-
бурга—Ландау в оператор Кана—Хилларда мы по-
лучили возрастание энтропии в лабильной зоне. 
Из (1) следует, что

 c
Q

R
K S S z

Q
R

K S S z q
S S=

- - -





- - -



 +

>
1

1

1
1

0

0

0

( ( ) )

( ( ) )
, .    (3)

Тогда

 
∆H d T S S V P P TG

K S S P P V z G K S
l s

s

= - + - + +
+ ′ - - + -′

( ( ) ( ) )
( )(( ) ( (

0 0

0 0 0

b
k SS dS0 )))

есть полный дифференциал

 ∆H d T S S V P P TGl s= - + - +( ( ) ( ) )0 0 b ,

если выполнено второе уравнение состояния

 

( ) ( ( ))

( )
( ) ( )

(

P P V zG K S S

P P V z
K S S Y

K S

s

s

- + - =

= - + - -
′0 0 0

0 0
0

1 3 0 1 3

k

k
/ /

--
=

S0

0
)

,

определяющее поровое давление

 P P
V

z
K S S Y

K S S
s- = - - -

-0
0

0
1 3 0 1 3

0

k ( ) ( )
( )

.
/ /

 (4)

Таким образом, при справедливости двух уравнений 
состояния (на многообразии Msol) приращение эн-
тальпии есть полный дифференциал и на много-
образии Msol в фазовом пространстве определена 
функция H T S S V P P TGl ssol = - + - +( ) ( ) ,0 0 b  кото-
рая является приращением энтальпии на много-
образии локального равновесия.

ВЫБОР МОДЕЛИ  
МЕХАНИКИ СПЛОШНОЙ СРЕДЫ

Для конструирования фазового перехода мы 
прежде всего должны построить аналог потенциала 
Ландау—Гинзбурга (удельную свободную энергию 
Гиббса). Построение опирается на классическую 
модель механики сплошной среды. Перейдём к де-
тальной математической формулировке одномерной 
модели [1]. Пусть u обозначает осреднённое смеще-
ние твёрдой фазы, т.е. w us t= ∂ ,  w w wl s= - ,  а w  
обозначает осреднённое смещение жидкой фазы 
относительно твёрдой фазы, т.е. w t= ∂ v. Тогда сис-
тема уравнений, выведенная из соответствующей 
системы трёхмерных уравнений в [5], при некоторых 
упрощающих предположениях выглядит следующим 
образом:

 u w wt s t= =, ,   v  (5)

 
r r λ µ α r

r r r e
( ) [( ) ] ,
( )
w w u P g
w w Dw P g

s t l t x x

l s t t x l

+ = + + +
+ = - + + +

2

add vxxx

l t l x s s xw w
,

( ) ( ) ( ) ,r r r+ + = 0

где rs —  плотность твёрдой фазы, в целях норми-
ровки примем rs = 1; r —  параметр плотности сис-
темы из модели Био, который характеризует вели-
чину усреднённой кинетической энергии переме-
щения твёрдого каркаса пористой среды, положим 
r = 2,5; rl —  плотность жидкой фазы, radd(c, z) —  
плотность так называемой присоединённой массы 
из модели Био, которая характеризует дополнитель-
ный вклад в кинетическую энергию системы, воз-
никающий из-за различия поля микроскоростей 
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в порах и поля усреднённой макроскороcти; для  
этой величины воспользуемся оценкой из [1] 

 r b r
add

/

/

 = -
-

( ) ( , )
( ( ))

,
1

1

1 3

1 3

z c z

y c
l  

положим b = 0,55; g —  эффективная сила тяжести, 

действующая в пористой среде, положим g = - 1

20
; 

D(c, z) —  коэффициент силы межфазного трения, 
для этой величины также воспользуемся оценкой 

из [1], D c z
e e

y c

T T

( , )
( )

( ( ))
, 

/ /

/= -
-

- -1 1

2 3

1

1

G
 G = 5:

 

( ( ) ) ( ) div ,

( ) ( ) ( ) ,

c c
d

dt
S T e U

T c T c T

s l
S

el

r r h

h h n

k

γ
γ

+ - + =

= + -

-

-

1 0

1 1

∂∂ + = ∂
= + -

t x

s l

T c D T
U cw c w

( ) ,
( ) ,

k1 0
2

1

где U, S —  средняя скорость и энтропия расплава, 
D0 —  коэффициент, характеризующий теплопро-
водность, положим с целью нормировки D0 = 1; 
k1 —  коэффициент, характеризующий теплоту внут-
реннего плавления, этот коэффициент также можно 
варьировать по порядку величины, положим для 
определённости k1 = 800. Коэффициент hel(T) равен 
(см. [12]): 

 h b e e α
r b

b
α

e
e

k
r

b e

el
l

s T

T

l

T e s( ) ( ) ,= - +
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-

1
2

1

2

1

1 1
1

1
2

 

 e α
α

= -
+ -

l

l

T T

T T

( )
( ( ))

0

01
, 

T0 —  начальная температура расплава.

ЗАМЫКАНИЕ  
МОДИФИЦИРОВАННОЙ  

СИСТЕМЫ БИО

Приводимое ниже построение модели начальной 
стадии кристаллизации бинарных сплавов опирается 
на выбранную выше классическую модель механики 
сплошной среды (модифицированную систему Био) 
с замыкающим уравнением (4).

П а р а м е т р  н а к а ч к и. Для конструирования 
фазового перехода мы прежде всего должны по-
строить аналог потенциала Ландау–Гинзбурга 
(удельную свободную энергию Гиббса). Ниже мы 
исследуем возможность распространения теории 
неравновесных фазовых переходов в форме теории 
спинодального распада Кана–Хиларда на процесс 
кристаллизации. Выше мы выделили в фазовом про-

странстве многообразие Meq (локального равнове-
сия) и соответствующее ему замыкание системы 
Эйлера, описывающее ламинарное состояние рас-
плава. Вопрос в том, можно ли на энергетическом 
уровне, термодинамическим анализом, определить 
момент и механизм зарождения кристаллизации 
(момент срыва с многообразия локального равно-
весия, момент деградации ламинарного расплава)? 
Как мы отмечали выше, кристаллизация наступает 
при увеличении охлаждения расплава. Отобранная 
тепловая энергия является энергией деградации 
расплава. Введём два параметра, характеризующих 
кристаллизацию. Мерой деградации расплава можно 
считать изменение энтальпии адиабаты на единицу 
отобранной тепловой энергии
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Введём два параметра, характеризующих зарождение 
затвердевания расплава: параметр накачки
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в лазерной терминологии и параметр кристалли-
зации (аналог числа Рейнольдса [4])
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Из (6) следует, что должно быть 
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Ф е н о м е н о л о г и ч е с к о е  о п р е д е л е н и е  э н -
т а л ь п и и  и  э н т р о п и и. Распределение h( , )x n sol = 

= +x n2
sol  представляет собой меру избыточности 

энтальпии неоднородной термодинамической сис-
темы по отношению к однородной. За меру дегра-
дации расплава можно взять h R( , ).x n  Тогда как для 
совершенной смеси энтропия (см. [4])

 
s h h

h
( , ) ( ( , )ln( ( , ))

( ( , ))ln(
x n x n x n

x n
   
  

sol sol sol

sol

= - -
- -1 1 -- h( , )).x n sol

 
(7)

h R B( , ),x n  и s R B( , ),x n  можно назвать энтальпией и эн-
тропией процесса кристаллизации соответственно. 
Свободную энергию Гиббса процесса затвердевания 
расплава определим по схеме [4]. Как мы покажем 
ниже, условие зарождения кристаллизации имеет 
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вид nsol � 1.  Следует заметить, что nsol → 0,  чем 
больше отобранная тепловая энергия S T T( ),0 -  тем 
более развитой является кристаллизация (nsol —  ана-
лог числа Рейнольдса). На рис. 1 приведены графики 
результирующего потенциала ˆ ( , )gB x n sol .

К  п о с т р о е н и ю  м о д е л и  л а м и н а р н о - т у р -
б у л е н т н о г о  п е р е х о д а  к а к  н е р а в н о в е с н о г о 
ф а з о в о г о  п е р е х о д а. Приведённое выше по-
строение иллюстрирует тот факт, что термодинами-
ческий метод позволяет установить принципиальные 
возможности эволюции системы (в данном случае 
стремление к расслоению на “затвердевший” и “не-
затвердевший” расплав). Обезразмерив замыкание 
модификации системы Био, перейдём в ней к пере-
менным (wl, w, z, x, T), сделав подстановку
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Последнее для регуляризации в правую часть урав-
нения для энтропии вместо вязкости введём опера-
тор диффузионного расслоения (модификацию опе-
ратора Кана—Хилларда [4, 6]). Окончательно полу-
чаем одномерную модель описания начальной стадии 
кристаллизации бинарных сплавов из системы (5) и
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где химический потенциал µ x n e xx= ∂ - ∂TS g x�( , ) . sol
2 2

Ч и с л е н н ы й  э к с п е р и м е н т  ( о д н о м е р н а я 
м о д е л ь ). В численном эксперименте, случай одной 
пространственной переменной, на интервале 
x ∈( , )0 1  для e = 0,005 мы рассмотрим возмущение 
однородного потока управлением краевым условием, 
порождающим самовозбуждение затвердевания рас-
плава: T T Vtx = = -0 0 , V = >const .0  На рис. 2 при-
ведён численный эксперимент смешанной задачи 
для построенной одномерной системы с гранич-
ными условиями 

 ∂ = ∂ = ∂ = ∂ == = = =x x x x x x x x
x x µ µ

0 1 0 1
0 0,    ,

 ∂ = = = = == = = = =x x x s x x s x
T w w w w

1 0 0 1 1
0 0,    , 

при однородных начальных данных 

 T T z w wt t t s t= = = == = = =0 0
0

0 0 0
0 0, ,      , 

где T0
0 —  константа. Далее 

 x xt t tS S S x S c x= = == = =0 0 0 0
0

0( ), ( ) ( ( )),    

где c0(x) —  начальное распределение концентрации, 
определяемое затравкой, и 

 x t S x S c x= = =0 0 0( ) ( ( )).

Источники финансирования. Работа первого ав-
тора выполнена при финансовой поддержке Рос-
сийского фонда фундаментальных исследований 
(грант № 18–01–00524). Работа третьего автора 
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Рис. 1. а —  потенциал в форме свободной энергии ˆ( , )g x n :sol  для nsol = -0,20 (1); -0,16 (2); -0,12 (3); -0,08 (4); -0,04 (5); 
0 (6); б —  потенциал в форме свободной энергии ˆ( , )g x n :sol  для nsol = 0,04 (1); 0,08 (2); 0,12 (3); 0,16 (4); 0,20 (5).
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выполнена при финансовой поддержке РТУ МИ-
РЭА в рамках инициативной научно-исследова-
тельской работы ИЦМР-6 “Валидация и верифи-
кация”.
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Рис. 2. а —  значения энтропии S во временном сечении; б —  эволюция по времени фронтов кристаллизации для 
М = 800, область закрашивается в чёрный цвет при c < ccr (преимущественно твёрдая фаза) и остаётся белой при c > ccr 
(преимущественно жидкая фаза).
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A model was constructed for the reconstruction of the initial stage of crystallization of binary alloys as a nonequi-
librium phase transition, the mechanism of which is diffusion stratification. Numerical experiments were performed. 
Self-excitation of a homogeneous state by the edge control melt cooling condition.

Keywords: crystallization of binary alloys, nonequilibrium phase transition, diffusion separation, reconstruction 
of the initial stage of the process, self-excitation of a homogeneous state.
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